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PREFAZIONE 


Jl  er  far  cosa  grata  ai  miei  studenti  mi  son  deciso  a  racco- 
gliere queste  lezioni,  delle  quali  pubblico  oggi  una  prima  parte; 
seguirà  un  secondo  volume,  più  breve,  dedicato  alla  geometria 
dello  spazio  ed  alle  proprietà  fondamentali  delle  quadriclie.  Ma 
io  spero  che  questo  trattato  possa  destare  qualche  interesse 
presso  un  pubblico  più  vasto;  non  già  per  i  risultati,  tutti  noti 
ed  ormai  classici,  che  esso  contiene,  bensì  per  l'indirizzo,  in 
parto  nuovo,  che  lo  ispira  Q). 

Nell'Università  di  Roma  infatti,  per  iniziativa  del  Prof.  Cre- 
mona (di  cui  noi  tutti,  discepoli  ed  ammiratori,  piangiamo  la 
perdita)  e  del  Prof.  Cerruti,  ai  corsi  tradizionali  di  Geometria 
proiettiva  sintetica  e  di  Geometria  analitica  si  volle  sostituire 
un  unico  insegnamento,  allo  scopo  di  associare,  in  armonica 
unione,  i  due  metodi  cui  la  Geometria  deve  le  sue  vittorie,  e 
rivolgerli  insieme  ad  accrescere  la  cultura  scientifica  dei  gio- 
vani. Come  io  abbia  tradotto  in  atto  tale  pensiero  apparirà  dalla 
presente  opera. 

In  essa  il  lettore  non  deve  adunque  cercare  quella  unità 
di  mezzi,  quella  purezza  di  linee,  che  attribuiscono  ad  un  trat- 
tato di  Geometria  proiettiva  i  caratteri  di  un'opera  d'arte.  Ma 


(^)  Lo  stesso  ordine  di  idee  si  ritrova  nelle  Lezioni  di  Geometria  i)ro- 
iettiva  ed  analitica  del  Prof.  Del  Re  (Modena,  1900),  le  quali  però,  nella 
parte  sinora  uscita,  riguardano  soltanto  le  forme  ad  una  dimensione. 


^777lìl'^ 


IV 

non  troverà  nemmeno  traccia  dello  sforzo,  a  cui  deve  adattarsi 
chi  vuole  da  un  unico  punto  di  vista  osservare  un  orizzonte 
troppo  vasto.  Ogni  questione  vien  qui  discussa  col  metodo  che 
più  si  presta  ad  approfondirla,  e  vari  argomenti,  esaminati  sotto 
molteplici  aspetti,  acquistano  un  singolare  rilievo. 

I  mezzi  di  ricerca  di  cui  il  lettore  dispone  fin  dai  primi 
capitoli,  avrebbero  consentito  di  dare  al  mio  corso  una  mag- 
giore ampiezza  ed  un  carattere  più  elevato.  Non  ho  ceduto  a 
questa  tendenza,  pensando  che  i  giovani,  a  cui  le  mie  lezioni  si 
rivolgono,  sono  avviati,  per  la  maggior  parte,  alla  Scuola  degli 
Ingegneri;  perciò,  ad  es.,  nella  geometria  piana  ho  fatto  uso 
continuo  di  coordinate  cartesiane,  relegando  in  alcuni  paragrafi, 
secondari  le  coordinate  proiettive,  che,  a  giudicare  dal  titolo 
della  presente  opera,  avrebbero  dovuto  tenervi  una  parte  es- 
senziale. Ma,  pur  astraendo  dalla  ragione  suddetta,  io  penso 
che,  di  fronte  al  continuo  sviluppo  della  scienza,  intesa  nel 
senso  più  largo,  di  fronte  alle  cognizioni  sempre  più  varie  che 
ormai  si  esigono  da  ogni  spirito  colto,  non  convenga  dare  ai 
nostri  primi  corsi  universitari  una  soverchia  estensione.  Ciò 
che  importa  è  di  mettere  in  piena  luce  le  idee  larghe  e  feconde 
che  reggono  un  determinato  ramo  di  studi,  per  ricavarne  coi 
mezzi  più  semplici  i  risultati  essenziali,  lasciando  in  ombra  i 
particolari  minuziosi  che  solo  interessano  chi  di  tutta  la  scienza 
guardi  un  campo  ristretto. 

Ad  accrescere  in  varie  direzioni  la  cultura  dei  volonterosi, 
ad  educarne  il  gusto,  provvedono  i  numerosi  esercizi  di  cui  ho 
voluto  arricchire  questo  volume.  Con  assidua  cura  ho  cercato 
di  disporli  in  ordine  logico,  distribuendoli,  per  ciascun  capitolo, 
in  gruppi  a  seconda  delle  loro  mutue  affinità,  e  spesso  li  ho 
forniti  di  un  cenno  di  risoluzione,  affinchè  il  lettore  possa  grada- 
tamente, e  senza  sforzo  eccessivo,  giungere  a  nuove  verità 
importanti  e  riposte.  E  nella  scelta  ho  ricorso,  quante  volte 
ho  potuto,  alle  opere  dei  fondatori  della  Greometria  moderna, 
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procurando  sempre,  e  cogli  esercizi,  e  col  testo,  e  colle  note 
storiche  che  lo  accompagnano,  di  far  penetrare  nello  studioso 
lo  spirito  di  quei  Grandi,  nei  quali  è  dubbio  se  debba  più 
ammirarsi  l'acume  dello  scienziato  o  la  grazia  dell'artista. 

Io  spero  che  quest'opera  possa  dare  ai  giovani,  cui  è  dedi- 
cata, solide  basi  per  progredire  negli  studi  geometrici;  ad  essi 
riuscirà  facile  ed  istruttivo  approfondire  in  vari  punti  queste 
prime  cognizioni  colla  lettura  di  qualcuno  degli  ottimi  trattati, 
ove  la  Geometria  proiettiva  o  la  analitica  vengono  esposte  sepa- 
ratamente, coi  metodi  propri  a  ciascuno  dei  due  rami  (^). 

Non  mi  fermerò  qui  ad  enunciare  i  singoli  argomenti  trat- 
tati nel  presente  volume;  l'indice  particolareggiato  di  cui  esso 
è  fornito  provvede  a  ciò.  Ma  prima  di  chiudere  queste  righe, 
debbo  esprimere  viva  riconoscenza  al  D.'"  G.  Bisconcini  per  la 
cura  con  cui  volle  disegnare  le  numerose  figure  intercalate  nel 
testo. 

Eoma^  Luglio  1903. 


(^)  Fra  i  molti,  citerò  solo  quei  trattati  di  cui  ho  più  particolamente 
profittato  nella  redazione  di  quest'  opera.  Per  la  Geometria  analitica  : 

D'Ovidio,  Geometria  analitica  (3^  ediz.),  Torino,  1903. 

Saxmon,  a  ireatise  on  Conio  Sedions;  opera  di  cui  esistono  traduzioni 
in  francese,   tedesco,  ed   anche  in  italiano  {Trattato  analitico   delle  sezioni 

coniche ,  Napoli,  1868),  quest"  ultima  però  fatta  sopra  una  delle  prime 

edizioni  inglesi. 

Per  la  Gleometria  proiettiva  : 

V.  Staudt,  Die  Geometrie  der  Lage  (1847),  di  cui  fu  pubblicata  una 
traduzione  italiana  {Geometria  di  posizione^  Torino,  1889). 

Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  varie  edizioni  tedesche  (l'ultima  in  3 
voi.),  una  traduzione  francese  (in  2  voi.)  ed  una  italiana  del  1"  volume  {La 
Geometria  di  posizione,  Venezia,  1884). 

Enriques,  Lezioni  di  Geometria  proiettiva,  (Bologna,  1898). 


INTRODUZIONE 


vJli  studi  geometrici,  tenuti  in  altissimo  onore  presso  i 
Greci,  dopo  un  lungo  periodo  di  sosta  rifiorirono  negli  ultimi 
tre  secoli  per  opera  principalmente  di  due  metodi  d' impor- 
tanza, a  dir  vero,  molto  diversa:  il  metodo  analitico  ed  il  me- 
todo delle  proiezioni.  Dell'uno  e  dell'altro  dovremo  occuparci 
nel  corso  di  queste  lezioni;  ad  essi  ricorreremo  per  estendere 
il  campo  delle  nostre  cognizioni  geometriche.  E  accanto  a 
quelli  vedremo  sorgere  tutta  una  serie  di  concetti  generali, 
che  hanno  aperto  nuovi  orizzonti  alla  geometria  e  ne  hanno 
reso  più  simmetrico  Y  edificio,  permettendo  di  abbracciare  sotto 
un  unico  sguardo  problemi  in  apparenza  molto  diversi  e  di 
evitare  continue  distinzioni  di  casi  particolari,  così  nocive  al 
progresso  scientifico. 

Ora  di  siffatti  concetti  generali  possiamo  subito  indicarne 
uno.  Intendiamo  parlare  della  libertà  nella  scelta  delV  elemento 
generatore  di  una  figura  geometrica. 

1.  Elementi  generatori  delle  figure.  —  Nella  Geometria 
elementare,  stabiliti  i  concetti  di  punto,  linea,  superficie,  si  os- 
serva che  un  punto  movendosi  con  data  legge  può  generare  una 
linea  od  una  superficie;  la  linea  o  la  superficie  vien  riguardata 
come  luogo  di  mi  punto.  Ora  noi,  estendendo  tale  concetto  se- 
condo le  idee  di  Plùckee  (1830),  vogliamo  anche  considerare  enti 
generati  dal  movimento  di  una  retta  o  di  un  piano,  luoghi  di 
rette  e  luogJii  di  piani. 

Cosi  saremo  condotti  a  concepire,  tra  i  luoghi  di  rette,  l'in- 
sieme delle  rette  di  un  piano  o  dello  spazio   che  passano  per 
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un  determinato  punto,  l' insieme  delle  rette  che  toccano  un  de- 
terminato cerchio  o  una  determinata  sfera  ;  e  tra  i  luoghi  di  piani 
potremo  immaginare  l'insieme  dei  piani  che  passano  per  una 
determinata  retta  o  per  un  determinato  punto,  che  toccano  una 
data  sfera,  ecc. 

In  conclusione,  per  noi  gli  elementi  generatori  degli  enti 
geometrici  sono  il  punto,  la  retta  ed  il  piano. 

Indicheremo  di  solito  i  punti  colle  lettere  maiuscole  latine 
A,  B  .  .  .,  le  rette  colle  minuscole  a,  ò  .  .  .  ,  i  piani  colle  minuscole 
greche  «,  ^...  Spesso  la  retta  (indefinita)  congiungente  due 
punti  A,  B,  o  intersezione  di  due  piani  a,  /?  sarà  designata 
con  AB  o,  rispettivamente,  a^;  e  in  tutti  i  casi  analoghi  fa- 
remo uso  di  analoghe  notazioni. 

Diremo,  por  abbreviare,  che  due  elementi  di  nome  di- 
verso d  appartengono  (che  il  primo  appartiene  al  secondo  o  il 
secondo  al  primo),  quando  l'uno  sta  sull'altro,  o  passa  per 
r  altro. 

2.  Forme  geometriche  fondamentali.  (Steiner,  1832).  — 
Gli  enti  più  semplici,  che  avremo  da  considerare,  diconsi  forme 
fondamentali;  alcune  sono  generate  da  punti,  altre  da  rette,  al- 
tre da  piani. 

a)  Le  forme  fondamentali  in  cui  V  elemento  generatore  è  il 
punto,  sono  : 

1°.  La  retta  punteggiata,  o  semplicemente  punteggiata,  in- 
sieme di  tutti  i  punti  che  appartengono  ad  una  linea  retta;  la 
retta  dicesi  il  sostegno  della  forma. 

11°.  Il  piano  punteggiato,  insieme  di  tutti  i  punti  che  ap- 
partengono ad  un  piano;  il  piano  è  il  sostegno  della  forma. 

111°.  Lo  spazio  punteggiato,  insieme  di  tutti  i  punti  dello 
spazio;  lo  spazio  è  il  sostegno  della  forma. 

ò)  Le  forme  fondamentali  in  cui  V  elemento  generatore  è  il 
piano,  sono  : 

1°.  Il  fascio  di  piani,  insieme  di  tutti  i  piani  che  appar- 
tengono ad  una  retta;  in  esso  il  sostegno  è  la  retta  comune  a 
tutti  i  piani  (asse  del  fascio). 

11°.  La  stella  di  piani,  insieme  di  tutti  i  piani  che  appar- 
tengono ad  un  punto  ;  qui  il  sostegno  è  il  punto  comune  a  tutti 
i  piani  (centro  della  stella). 
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IIF.  Lo  spazio  di  piani,  insieme  di  tutti  i  piani  dello  spa- 
zio; qui  il  sostegno  è  lo  spazio. 

e)  Le  forme  fondamentali  in  cui  l' elemento  generatore  è  la 
retta,  sono: 

I**.  Il  fascio  di  rette  (o  di  raggi),  insieme  di  tutte  le  rette 
che  appartengono  ad  un  punto  e  ad  un  piano  per  esso,  vale 
a  dire  che  passano  per  un  punto  e  giacciono  in  un  piano  con- 
dotto pel  punto;  qui  i  sostegni  della  forma  sono  il  punto  co- 
mune (centro  del  fascio)  ed  il  piano  comune  (piano  del  fascio). 

11°.  Il  piano  di  rette  o  piano  rigato,  insieme  di  tutte  le  rette 
che  appartengono  ad  un  piano;  il  sostegno  è  il  piano. 

IIF.  La  stella  di  rette  (o  di  raggi),  insieme  di  tutte  le  rette 
(dello  spazio)  che  appartengono  ad  un  punto;  il  sostegno  è  il 
punto  comune  a  tutte  le  rette  (centro  della  stella)  (^). 

Si  osserverà  subito  che  se  nelle  definizioni  precedenti  si 
scambiano  tra  loro  le  parole  punto  e  piano,  lasciando  inalterata 
la  parola  retta,  le  forme  generate  dal  punto,  cioè  la  retta  pun- 
teggiata, il  piano  punteggiato  e  lo  spazio  punteggiato,  si  tras- 
formano rispettivamente  nelle  forme  generate  dal  piano,  cioè 
nel  fascio  di  piani,  nella  stella  di  piani,  nello  spazio  di  piani. 
E  tra  le  forme  generate  dalla  retta,  il  fascio  di  rette  si  muta 
in  se  stesso,  ed  il  piano  rigato  e  la  stella  di  rette  si  scambiano 
tra  loro. 

Un  siffatto  modo  di  trasformare  le  proposizioni  geometriche 
col  nominato  scambio  di  parole  si  dice  trasformazione  per  dualità 
(nello  spazio).  E  duali  diconsi  due  proposizioni,  due  enti,  due 
figure  che  si  corrispondano  in  tal  guisa.  Le  forme  geometriche 
generate  dal  punto  sono  dunque  duali  delle  forme  generate  dal 
piano,  il  fascio  di  rette  è  duale  di  se  stesso  ed  il  piano  di  rette 
duale  deUa  stella  di  rette. 

Un  altro  modo  per  classificare  le  forme  fondamentali  con- 
siste nel  dividerle  in  forme  di  l'\  specie,  di  2'\  specie,  di  B''.  specie, 
comprendendo  nelle  forme  di  prima  specie  la  retta  punteggiata, 
il  fascio  di  piani,  il  fascio  di  rette,  tra  quelle  di  2''.  specie  il 
piano  punteggiato,   la   stella   di   piani,    il   piano    di   rette   e  la 


Q)  Lo  spazio  rigato,  o  insieme  di  tutte  le  rette  dello  spazio,  non  viene 
considerato  d'ordinario  come  forma  fondamentale. 
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stella  di  rette,  e  tra  quelle  di  T.  specie  lo  spazio  punteggiato 
e  lo  spazio  di  piani. 

Di  questa  classificazione,  clie  si  riferisce  alla  maggior  o 
minor  libertà  di  un  elemento,  il  quale  si  muova  generando  la 
forma,  si  vedrà  più  tardi  la  vera  ragione.  Per  ora  ci  limitiamo 
a  giustificarla  osservando  che  ogni  forma  fondamentale  di  2''. 
e  T.  specie,  generata  da  un  certo  elemento,  contiene  infinite 
forme  di  specie  inferiore,  generate  dallo  stesso  elemento. 
Aggiungeremo  esservi  molte  proprietà  che  spettano  a  tutte  le 
forme  di  una  stessa  specie,  e  non  appartengono  più  alle  forme 
di  specie  diversa.  Queste  proprietà  si  potranno  enunciare  come 
relazioni  tra  più  elementi  di  una  o  più  formo  della  stessa  specie, 
senza  precisare  la  natura  dell'elemento.  Sostituendo  poi,  alla 
parola  elemento,  i  termini  più  precisi  punto,  retta  o  piano,  si 
avranno  altrettante  proposizioni  relative  alle  diverse  forme  fon- 
damentali (di  quella  specie),  che  abbiamo  introdotto  (i). 

3.  Elementi  impropri.  —  Prima  di  enunciare  le  principali 
relazioni  che  passano  tra  elementi  e  forme  fondamentali,  con- 
viene introdurre  il  concetto  degli  elementi  impropri,  il  quale  ci 
permetterà  di  evitare  distinzioni  di  casi  ed  eccezioni  che  conti- 
nuamente si  presentano  nella  geometria  elementare. 

Ricordiamo  che  due  rette  a,  h  di  un  piano  n  si  segano 
m  un  punto  0,  o  sono  parallele.  Nel  primo  caso  esiste  un  fa- 
scio di  rette  che  contiene  a  e  ò,  ed  è  costituito  dalle  rette  di  n 
passanti  per  0.  Invece  nel  secondo  caso  non  esiste  un  fascio 
contenente  a  e  ò.  Se  però  osserviamo  che  tutte  le  rette  del 
piano  parallelo  ad  a  e  ò  costituiscono  pure  un  sistema  di 
rette  il  quale,  come  si  vedrà,  ha  molte  proprietà  comuni  col 
fascio  sopra  nominato,  si  presenta  naturale  l'idea  di  esten- 
dere nel  modo  seguente  il  significato  della  locuzione  fascio  di 
rette. 

Da  ora  in  poi  per  fascio  di  rette  intenderemo  sia  l'insieme 
delle  rette  di  un  piano  uscenti  da  un  dato  punto,  sia  l'insieme 
delle  rette  di  un  piano  parallele  tra  loro.  E  solo  quando  sarà 
necessario  di  distinguere  i  due  casi,  diremo  improprio  l'ultimo 


(1)    Come  si  classificano  le  forme    fondamentali   a   seconda   del   loro 
sosteorno? 
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fascio,  chiamando  proprio  il  fascio  costituito  da  rette  concor- 
renti in  un  punto. 

Le  rette  di  un  fascio  proprio  hanno  tutte  un  punto  comune 
che  dicesi  centro  del  fascio;  le  rette  di  un  fascio  improprio  non 
hanno  in  comune  un  punto,  bensì  una  direzione.  Per  riunire  in 
una  sola  queste  due  osservazioni,  conviene  sostituire  alla  parola 
direzione,  la  locuzione  punto  improprio,  o  punto  alV  infinito,  che 
nulla  significava  finora.  Volendo  poi  (quando  occorra)  distin- 
iiuere  l'ente  a  cui  convenzionalmente  attribuiamo  il  nome  di 
punto  improprio  dai  punti  intuitivi  dello  spazio,  chiameremo 
questi  ultimi  punti  propri.  Ora  possiamo  dire  che  le  rette  di 
un  fascio  hanno  sempre  un  punto  comune  (contro),  proprio  se  il 
fascio  è  proprio,  improprio,  cioè  una  direzione,  se  il  fascio  è 
improprio.  In  particolare  :  due  rette  di  un  piano  hanno  sem- 
pre un  punto  in  comune,  proprio  quando  si  segano  (nel  senso 
della  Geometria  elementare),  improprio  se  sono  parallele. 

Una    retta   a   possiede    infiniti    punti   propri   ed   un   punto 
improprio  o  all'infinito   Ay-,  cioè  una  direzione;  questo  punto 
(o  questa  direzione)  è  comple- 
tamente definito  quando  è  data         " ^^ 

la  retta,  e  non  varia  quando  la 
retta  venga  sostituita  con  una 

ad   essa  parallela.   Congiungere       " — ^ 

un  punto  proprio    B    con   Ay. 

vuol  dire  condurre  per  B  la  retta  parallela  ad  a;  questo  pro- 
blema ha  sempre  una  soluzione,  come  quello  di  congiungere  B  con 
un  punto  proprio  A. 

In  modo  perfettamente  analogo  introdurremo  il  concetto 
di  retta  impropria.  Partiamo  da  due  piani  a  e  j5.  Se  questi 
hanno  una  retta  comune  r,  resta  individuato  un  fascio  di  piani 
che  contiene  a  e  /?,  ed  è  costituito  da  tutti  i  piani  dello  spazio 
che  passano  per  la  r.  Se  invece  i  due  piani  a  e  /?  sono  paralleli 
(hanno  la  stessa  giacitura)  rimane  individuato  il  sistema  dei 
piani  paralleli  ad  «  e  /5;  poiché  il  detto  sistema  ha  molte  pro- 
prietà comuni  col  fascio,  conviene  di  estendere  il  nome  di  fascio 
di  piani  anche  al  sistema  di  piani  tutti  paralleli.  Quando  occorra 
distinguere  i  duo  casi,  chiameremo  fascio  proprio  l'ente  costi- 
tuito da'  tutti  i  piani  che  passano    per    una   retta;    improprio 
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quello    costituito   dai   piani   che   sono   paralleli   ad    uno    stesso 
piano.  E  potremo  dire  ormai  che  due  piani  dello  spazio  deter- 
minano sempre  un  fascio,  proprio  od  improprio,  che  li  contiene. 

I  piani  di  un  fascio  proprio  hanno  in  comune  una  retta 
(asse  del  fascio),  mentre  quelli  di  un  fascio  improprio  hanno 
in  comune  una  giacitura.  Sostituendo  alla  locuzione  giacitura 
quella,  non  ancora  adoperata,  di  retta  impropria  o  alV  infi- 
nito, potremo  dire  che  i  piani  di  un  fascio  proprio  o  improprio 
hanno  sempre  in  comune  una  retta  (propria,  cioè  una  retta 
intuitiva,  nel  1°.  caso,  impropria  nel  2°.)  che  chiameremo  asse 
del  fascio;  in  particolare  due  piani  dello  spazio  hanno  sempre 
una  retta  comune,  propria  se  si  segano  (nel  senso  della  Geo- 
metria elementare),  impropìzia  se  sono  paralleli. 

Una  retta  all'  infinito  è  individuata  quando  si  dia  un  piano 
che  la  contenga,  che  abbia  la  giacitura  definita  dalla  retta.  Cow- 
giung  ere  un  punto  (proprio)  B  colla,  retta  all'infinito  a^  di  un 
dato  piano  a,  vuol  dire  condurre  per  B  il  piano  parallelo  ad 
a;  il  problema  ha  sempre  una  soluzione  come  quello  di  con- 
giungere, mediante  un  piano,  il  punto  B  con  una  retta  propria 
a,  che  non  passi  per  B. 

4.  Relazione  tra  elementi  impropri.  —  Mettiamo  ora  in 
connessione  i  punti  e  le  rette  improprie.  Noi  diciamo  che  uti 
punto  improprio  JL^^  appartiene  ad  una  retta  impropria,  r^,, 
quando,  tracciata  una  retta  propria  che  definisca  A^.  ed  un  piano 
che  definisca  r-p,  quella  retta  è  parallela  a  questo  piano  o  vi 
giace  per  intero.  Segue  dalla  definizione  che  una  retta  propria 
ed  un  piano,  che  non  si  appartengano,  hanno  sempre  un  punto 
comune,  proprio  se  i  due  elementi  si  segano  nel  senso  della 
Geometria  elementare,  improprio  se  sono  paralleli. 

Per  verificare  se  un  punto  improprio  A^  appartiene  ad 
una  retta  impropria  r^,  basta  congiungere  un  punto  ausiliare 
proprio  P  ad  Ay.  q  -àà  r^  mediante  una  retta  a  ed  un  piano  jp, 
e  verificar  poi  se  a  appartiene  a  q.  Valendosi  di  questa  osser- 
vazione si  giustificano  subito  le  due  proposizioni  seguenti: 

Due  punti  impropri  individuano  una  retta  impropria  che 
appartiene  a  quelli  (la  loro  congiungente). 

Due  rette  improprie  individuano  un  punto  improprio  che 
appartiene  a  quelle  (la  loro  intersezione). 
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Segue  che  i  punti  impropri  e  le  rette  improprie  si  compor- 
tano come  i  punti  e  le  rette  di  un  piano.  Sorge  quindi  l'idea 
di  chiamare  piano  improprio  o  all'infinito^  l'insieme  dei  punti 
impropri  e  delle  rette  improprie  dello  spazio.  Il  piano  improprio 
è  unico;  ad  e.sso  appartengono  tutti  i  jìunti  impropri  e  tutte  le 
rette  improprie.  Ogni  retta  propria  ha  con  esso  un  punto  comune, 
il  punto  all'infinito  della  retta;  ogni  piano  proprio  ha  con  esso 
una  retta  comune,  la  retta  all'infinito  del  piano  proprio  (^). 

Abbiamo  introdotto  così  accanto  agli  elementi  propri,  o  in- 
tuitivi, dello  spazio,  gli  elementi  convenzionali  che  abbiamo 
detto  impropri  (infiniti  punti  o  direzioni,  infinite  rette  o  giaci- 
ture, ed  un  piano,  che  è  l' insieme  delle  direzioni  e  giaciture ), 
ed  abbiamo  definito  la  relazione  di  appartenersi  di  due  elementi 
propri  od  impropri,  di  nome  diverso.  Se  ora  torniamo  alle 
definizioni  di  forme  geometriche  fondamentali  (n.*'  2),  possiamo 
attribuire  a  quelle  la  massima  generalità,  coli' ammettere  che 
gli  elementi  o  i  sostegni,  di  cui  ivi  si  parla,  possano  essere 
indifferentemente  propri  od  impropri.  Lasciamo  al  lettore  la 
cura  di  enumerare  tutti  i  casi  che  cosi  si  presentano,  e  di 
esaminare  volta  per  volta  se  la  forma  possegga  elementi  im- 
propri. Solo,  in  via  di  esempio,  faremo  notare  che  accanto 
al  fascio  proprio  di  rette  avente  il  centro  e  il  piano  proprio, 
ed  al  fascio  improprio  di  rette  avente  centro  improprio  e  piano 
proprio,  va  considerato  inoltre  il  fascio  di  rette  improprie^  che 
ha  improprio  tanto  il  centro  quanto  il  piano.  Ed  accanto  alla 
stella  propria  di  rette  e  di  piani,  avente  il  centro  proprio,  vanno 
considerate  la  stella  impropria  di  rette,  costituita  da  tutte  le  rette 
dello  spazio  parallele  ad  una  retta  data,  e  la  stella  ivipropria  di 
piani,  costituita  da  tutti  i  piani  dello  spazio  paralleli  a  una 
retta  data;  il  centro  della  stella  impropria  è  un  punto  improprio. 
Osserrazione.  —  Sebbene  nel  fissare  le  convenzioni  relative  agli  ele- 
menti impropri  si  sia  fatto  uso  tacitamente  del  postulato  V  di  Euclide,  il 
quale  afferma  in  sostanza  che  sopra  un  piano  e  per  un  punto  si  può 
condurre  una  sola  retta  la  quale  non  incontri  una  retta  assegnata  in  quel 
piano,  fu  osservato  tuttavia  (dal  Klein)  che  la  Geometria  proiettiva  è  indi- 
pendente da  quel  postulato,  e  vale  anche  quando  il  postulato  stesso  venga 


(*)  I  concetti  di  punto  e  retta  all'  infinito  si  trovano  già  in  Desargues 
(1639);  mentre  il  piano  all'infinito  fu  introdotto  da  Poncelet  (1822). 
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sostituito  con  una  delle  due  ipotesi  a  cui  si  perviene  negandolo  (ipotesi 
di  LoBATSCHEFSKiJ,  o  della  geometria  iperbolici,  la  quale  afferma  che  per 
un  punto  e  sopra  un  piano  si  possono  condurre  inlìnite  rette  non  secanti 
una  retta  del  piano  ;  ipotesi  di  Riema.nn,  o  della  geometria  ellittica,  secondo 
la  quale  due  rette  di  un  piano  si  incontrano  sempre).  Si  dovranno  vera- 
mente modificare  in  consegnenza  le  convenzioni  con  cui  gli  elementi  impro- 
pri furono  introdotti  (convenzioni  che  anzi  non  occorrono  nella  ipotesi  di 
Riemann),  ma  sempre  si  potrà  procedere  in  modo  da  far  sì  che  valgano 
le  proposizioni  sopra  le  quali  la  Geometria  proiettiva  è  fondata. 

5.  Proposizioni  fondamentali  relative  all'  appartenersi 
degli  elementi.  —  La  opportunità  delle  convenzioni  fatte  per 
introdurre  gli  elementi  impropri,  apparirà  chiaramente  quando 
si  osservi  che  le  numerose  proposizioni  di  geometria  elementare 
relative  alle  mutue  posizioni  di  punti,  rette  e  piani,  possono 
ormai  riassumersi  in  pochi  principi,  che  valgono,  senza  ecce- 
zioni, per  elementi  propri  od  impropri.  Nel  presentare  quei 
principi  fondamentali  terremo  conto  del  fatto  che  ciascuno  di 
essi  ha  come  duale  (n.°  2)  un  altro  dei  principi  stessi;  porremo 
l'una  di  fronte  all'altra  due  proposizioni  siffatte. 


«)  Due  punti  individuano 
una  retta,  a  cui  essi  apparten- 
gono (la  loro  congiungente). 

6)  Tre  punti  che  non  ap- 
partengano ad  una  stessa  retta, 
individuano  un  piano,  a  cui 
essi  appartengono  (il  piano  che 
li  congiunge). 

e)  Un  punto  ed  una  retta 
che  non  si  appartengano,  indi- 
viduano un  piano  (  congiun- 
gente), a  cui  entrambi  appar- 
tengono. 

d)  Se  due  punti  di  una 
retta  appartengono  ad  un  piano, 
la  retta  appartiene  al  piano; 
(segue  da  e')  per  assurdo). 

e)  Due  rette  appartenenti 
ad  uno  stesso  punto,  apparten- 
gono pure  ad  uno  stesso  piano; 


a')  Due  piani  individuano 
una  retta,  a  cui  essi  apparten- 
gono (la  loro  intersezione). 

h')  Tre  piani  che  non  ap- 
partengano ad  una  stessa  retta, 
individuano  un  punto,  a  cui 
essi  appartengono  (in  cui  si 
segano). 

e')  Un  piano  ed  una  retta 
che  non  si  appartengano,  in- 
dividuano un  punto  (interse- 
zione), a  cui  entrambi  appar- 
tengono. 

d')  Se  due  piani  (passanti ) 
per  una  retta  apparteyigono  ad  un 
punto,  laretta  appartiene  al  pun- 
to ;  (segue  da  e)  per  assurdo). 

e')  Due  rette  appartenenti 
ad  uno  stesso  piano,  apparten- 
gono pure  ad  uno  stesso  punto; 


(segue  da  b)  e  d)  purché  sulle 
due  rette  si  fissino  due  punti 
distinti  dal  punto  comune). 
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(segue  da  6')  e  d')  purché  per 
le  due  rette  si  conducano  due 
piani  distinti  dal  piano  comune). 


Abbiamo  detto  che  le  dieci  proposizioni  valgono  per  ele- 
menti propri  od  impropri.  Ciò  si  giustifica  osservando  che,  se  si 
parte  da  una  qualsiasi  delle  proposizioni  stesse,  e  si  fanno  le 
varie  ipotesi  possibili  relativo  all'esser  propri  od  impropri  gli 
elementi  ivi  considerati,  si  ricade  sempre  in  note  proposizioni  di 
Geometria  elementare.  Così  ad  es.  la  «),  secondo  che  dei  punti 
ivi  nominati  si  suppongono  propri  due,  uno  o  nessuno,  si  traduce 
rispettivamente  nel  primo  postulato  della  retta,  nel  postulato 
delle  parallele,  o  nella  prima  proposizione  del  n°  4  (la  quale  si 
riduce  in  sostanza  al  teoroma:  tutti  i  piani  paralleli  a  due  rette 
non  parallele  son  paralleli  tra  loro).  Ma  da  (j[uesta  semplice  ve- 
rifica segue  una  conseguenza  notevole:  Of/ni  proposizione  de- 
dotta logicamente  da  quelle  dieci  fondamentali  (senza  introdurre 
nuovi  concetti)  vale  indifferentemente  per  elementi  propri  od  im- 
propri. La  stessa  conseguenza  sussisterebbe  per  un  teorema  la 
cui  dimostrazione  si  fondasse,  oltre  che  sulle  dieci  proposizioni 
nominate,  anche  sopra  altre  pur  valide  per  elementi  propri  od 
impropri.  E  siccome  a  questa  condiziono  soddisfano  tutti  i 
principi  che  servono  di  base  alla  Geometria  proiettiva,  si  con- 
clude: Ogni  proprietà  di  Geometria  proiettiva  sussiste  indiffe- 
rentemente per  elementi  propri  od  impropri.  Quando  adunque 
nella  Geometria  proiettiva  si  nomina  un  punto,  una  retta,  od 
un  piano,  è  sottinteso  che  l'elemento  potrà  essere  proprio  o 
improprio.  Va  notato  però  sin  d'ora  che  i  teoremi  di  Geometria 
proiettiva  contemplano  soltanto  la  mutua  posizione  degli  ele- 
menti (appartenenza,  allinearaonto  di  punti,  concorrenza  di 
rette  .  .  .),  sono,  come  suol  dirsi,  di  natura  grafica-^  ma  non 
riguardano  questioni  di  misure,  o  metriche^  non  si  occupano 
adunque  di  eguaglianze  di  segmenti,  angoli .  .  .  Nella  Geometria 
metrica.,  la  distinzione  tra  elementi  propri  e  impropri  va  sempre 
fatta,  e  quando  non  vi  si  accenni  esplicitamente,  si  intende 
che  i  punti,  le  rette  e  i  piani  di  cui  si  parla,  sono  propri. 

6.  Legge  di  dualità.  —  Ad  nn'  altra  conseguenza  di  im- 
portanza anche  maggiore  si  perviene  con  un  ragionamento 
analogo,   se  si    osserva  che  le   dieci  proposizioni  fondamentali 
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si  mutano  l'una  nell'altra  per  dualità  nello  spazio.  Noi  ci 
limitiamo  a  constatare  questo  fatto  ;  esso  dipende  in  parte 
dalla  natura  dello  spazio  come  ci  vien  rappresentato  dai  sensi 
aiutati  dalla  facoltà  di  astrazione,  in  parte  dalle  convenzioni 
con  cui  abbiamo  introdotti  gli  elementi  impropri.  Ma  da  questa 
osservazione  segue  che  ogni  proposizione  dedotta  logicamente  da 
quelle  dieci  fondamentali  (senza  introdurre  nuovi  concetti)  dà 
luogo  ad  un''  altra  proposizione  jmr  vera,  quando  V  enunciato  della 
prima  si  trasformi  per  dualità  nello  spazio,  vale  a  dire  quando 
in  esso  si  scambino  tra  loro  le  parole  punto  e  piano  lasciando 
inalterata  la  parola  retta;  infatti  la  stessa  dimostrazione  della 
prima  proposizione  si  muta,  con  quello  scambio,  nella  dimostra- 
zione della  seconda.  Siccome  poi  tutta  la  Geometria  proiettiva 
si  fonda  sopra  le  dieci  proposizioni  fondamentali  già  enunciate, 
e  sopra  altre  a  cui  si  applica  la  stessa  osservazione  relativa 
alla  dualità,  si  conclude:  Ogni  proprietà  di  Geometria  proiettiva 
dà  luogo  ad  un''  altra  proprietà  pur  vera  (che  in  casi  particolari 
può  coincidere  colla  prima),  quando  neW  enunciato  di  quella  si 
eseguisca  lo  scambio  per  dualità.  Di  due  proposizioni  duali,  basta 
dimostrare  una  per  esser  sicuri  che  sussiste  anche  l'altra.  In 
tale  affermazione  consiste  la  legge  di  dualità  nello  spazio. 

Si  osservi  però,  in  primo  luogo,  che  la  legge  si  potrà  appli- 
care ad  una  proposizione  solo  quando  la  dimostrazione  di  questa 
si  appoggi  esclusivamente  sopra  proposizioni  fondamentali  tras- 
formabili per  dualità;  da  questa  condizione  potremo  in  certi 
casi  liberarci  nel  seguito,  quando  riusciremo  a  giustificare  per 
altra  via  la  legge  di  dualità. 

Si  osservi,  in  secondo  luogo,  che  per  applicare  ad  una  pro- 
posizione la  legge  di  dualità,  occorre  che  la  proposizione  sia 
enunciata  in  forma  grafica  (n.°  6);  alle  proposizioni  metriche  la 
legge  di  dualità,  in  generale,  non  è  applicabile. 

Due  proposizioni  duali  si  riferiscono  a  due  figure  che  si 
chiamano  pur  duali.  Ad  ogni  punto,  retta,  o  piano  dell'  una 
corrisponde  rispettivamente  un  piano,  una  retta  od  un  punto 
dell'altra;  e  se  più  elementi  della  prima  figura  sono  legati 
da  qualche  relazione  grafica,  la  relazione  duale  passerà  tra 
gli  elementi  della  seconda  figura.  Cosi  ad  es.  se  due  ele- 
menti della  prima  figura  si  appartengono,  si  apparterranno  gli 
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elementi  corrispondenti  della  seconda;  se  tre  o  più  punti  della 
prima  figura  sono  allineati,  i  piani  corrispondenti  della  seconda 
passeranno  per  una  stessa  retta,  ecc. 

Accanto  alla  legge  di  dualità  nclìo  spazio  di  cui  ora  abbiamo 
discorso,  vanno  ricordate  altre  due  leggi  di  dualità,  Funa  valida 
in  geometria  piana,  la  seconda  nella  geometria  della  stella.  La 
legge  di  dualità  piana  afferma  clic  da  una  proposizione  grafica 
di  geometria  piana  si  può  dedurne  un'  altra  collo  scambio  delle 
parole  punto  e  retta.  La  legge  di  dualità  nella  stella  autorizza 
lo  scambio  delle  parole  retta  e  plano  (uscenti  dal  centro  della 
stella). 

Le  due  leggi  ora  menzionate  si  giustificano  in  modo  analogo, 
sebbene  meno  semplice,  di  quello  tenuto  a  proposito  della  dua- 
lità nello  spazio;  si  osserverà  ad  es.  che  la  geometria  proiettiva 
del  piano  si  potrebbe  dedurre  tutta  (sebbene  ciò  non  si  soglia 
fare)  da  alcune  proposizioni  fondamentali  di  planimetria,  e 
basterà  allora  constatare  che  a  queste  la  legge  di  dualità  piana 
è  applicabile.  Noi  del  resto  dovremo  in  seguito  giustificare  per 
altra  via  queste  leggi,  e  per  ora  ci  limiteremo  ad  applicarle  a 
quelle  proposizioni  le  cui  dimostrazioni  possono  trasformarsi  im- 
mediatamente coi  detti  scambi  di  parole,  senza  perdere  la  loro 
validità. 

La  legge  di  dualità  (o  reciprocità)  nel  piano  e  nello  spazio  fu  rilevata 
da  PoNCELET  (1818)  partendo  da  considerazioni  di  tutt' altra  natura,  ed 
enunciata  in  tutta  la  sua  estensione  da  (teiigonne  (1826). 

7.  Esempi  dì  proposizioni  grafiche.  -  Le  considerazioni 
dei  n'.  5  e  G  si  applicano  ad  es.  alle  seguenti  proposizioni  che 
si  appoggiano  soltanto  sui  principi  del  n.''  5.  Si  osserverà  nel 
confrontare  gli  enunciati,  corrispondentisi  per  dualità  nello 
spazio,  che  la  coppia  di  rette  secantisi  (in  un  punto  proprio  od 
improprio)  o.  come  si  suol  dire,  coppia  di  rette  incidenti,  è  un 
ente  duale  di  se  stesso  (n."  5,  e),  e'))\  e  per  conseguenza  è 
duale  di  se  stessa  la  coppia  di  rette  non  incidenti  o  rette  sghembe. 

Occupiamoci  anzitutto  dei  due  problemi  : 


a)  Per  un  dato  punto  con- 
durre una  retta  che  incontri  due 
rette  sghembe  assegnate,  nessuna 
delle  quali  passi  pel  punto. 


a')  In  un  dato  piano  con- 
durre una  retta  che  incontri 
due  rette  sghembe  assegnate,  nes- 
suna delle  quali  giaccia  nel  piano. 
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Se  P  è  il  punto  ed  a,  b 
sono  le  rette  date,  la  retta 
richiesta  dovrà  appartenere  al 
piano  Pa  ed  al  piano  P6,  sarà 
dunque  l'intersezione  dei  piani 
Fa,  Ph. 


Se  TT  è  il  piano  ed  a,  h  sono 
le  rette  date,  la  retta  richiesta 
dovrà  appartenere  al  punto  na 
ed  al  punto  nh,  sarà  dunque 
la  congiungente  i  due  punti  na,, 
7ih. 


I  due  problemi  hanno  sempre  una  od  una  sola  soluzione  ; 
questo  risultato  ci  conduce  al  seguente  teorema  che  è  duale  di 
se  stesso  : 

P)  Il  sistema  delle  infinite  rette  che  segano  due  rette  sghembe 
è  tale  che  ad  ogni  punto  o  ad  ogni  piano  dello  spazio  appartiene 
una  sola  retta  del  sistema;  eccettuati  i  punti  di  una  qualsiasi 
delle  due  rette,  ed  i  piani  per  una  qualsiasi  delle  due  rette,  ai 
quali  jiunti  o  piani  appartengono  infinite  rette  del  sistema  (for- 
manti fascio). 

y)  Esistono  infinite  rette  che  segano  tre  rette  date,  sgìiembe 
a  due  a  due;  ed  una  qualsiasi  di  quelle  può  costruirsi: 


o  assumendo  un  punto  arbi- 
trario sopra  una  delle  tre  retto 
date,  e  conducendo  per  esso  la 
retta  che  sega  le  altre  due. 

6)  Se  più  rette  si  segano 
a  due  a  due  senza,  passare  tutte 
per  uno  stesso  punto,  esse  stanno 
in  uno  stesso  pìiano. 


Infatti  :  due  qualunque  a 
e  6  delle  rette  date,  segandosi 
in  un  punto,   staranno  in  uno 


o  conducendo  un  piano  ar- 
bitrario per  una  delle  tre  rette 
date,  e  costruendo  in  esso  la 
retta  che  sega  le  altre  due. 

ò')  Se  più.  rette  si  segano 
a  due  a  due  senza  stare  tutte 
in  uno  stesso  piano,  esse  pas- 
sano per  uno  stesso  punto. 


Infatti:  due  qualunque  a, 
e  b  delle  rette  date,  giacendo 
nello  stesso  piano,  si  segheranno 
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stesso  piano  n.  Fra  le  altre  rette 
del  sistema,  ve  ne  sarà  per  ipo- 
tesi una  almeno,  e,  che  non  pas- 
serà pel  punto  ab]  essa  però, 
dovendo  segare  a  e  ò,  starà  nel 
piano  71.  Ogni  altra  retta  del 
sistema  poi^  o  non  passerà  pel 
punto  ab  ed  allora  (come  la  e) 
starà  nel  piano  jr;  o  passerà  pel 
punto  ab  ed  allora,  dovendo 
incontrare  la  e,  starà  anche 
essa  nel  piano  ti  delle  tre  rette 
a,  6,  e. 


in  un  punto  P.  Fra  le  altre 
rette  del  sistema,  ve  ne  sarà 
per  ipotesi  una  almeno,  e,  che 
non  starà  nel  piano  ab]  essa 
però,  dovendo  segare  a  e  ò,  pas- 
serà pel  punto  P.  Ogni  altra 
retta  del  sistema  poi,  o  non 
starà  nel  piano  ab  ed  allora, 
(come  la  e)  passerà  pel  punto  P, 
o  starà  nel  piano  «6  ed  allora, 
dovendo  segare  la  e,  passerà 
anch'  essa  pel  punto  P  comune 
alle  tre  rette  a,  6,  e. 


Esercìzi.  —  1  )  Come  è  formato  il  sistema  delle  rette  che  segano  due  rette 
incidenti  ?  quante  rette  di  esso  appartengono  ad  un  punto  o  ad  un  piano 
assegnato  ? 

2)  Enunciare  col  linguaggio  della  Geometria  elementare  tutti  i  casi 
a  cui  danno  luogo  le  proposizioni  a),  a'),  /?),  y),  quando  sì  supponga  che 
uno  o  più  degli  elementi  ivi  nom-inati  siano  impropri. 

3)  Se  una  retta  a  ed  un  piano  a  sono  perpendicolari,  il  punto  Ay^  della 
retta  e  la  retta  a'^  del  piano  sono  tali  che  ogni  retta  per  ^4.^  è  perpen- 
dicolare ad  ogni  piano  per  a'-j~.  Le  rette  dello  spazio  che  formano  angolo 
retto  con  a  (e  colle  sue  parallele)  segano  tutte  a'^,  e  viceversa;  quindi  le 
rette  perpendicolari  ad  a  danno  un  particolar  sistema  di  rette  secanti  due 
rette  sghembe  a,  a'^.  Si  applichino  ad  esse  i  problemi  a)  ed  a')  ed  il 
teorema  /J)  :  come  si  presentano  gli  enunciati? 

4)  Dedurre  che  esiste  sempre  una  ed  una  sola  retta  perpendicolare  a 
due  rette  sghembe  a,  b,  e  costruirla;  di  qual  problema  può  questo  riguar- 
darsi come  caso  particolare  ? 

8.  Poligoni  e  moltilaterì  completi.  —  Prima  di  procedere 
nello  studio  delle  proprietà  grafiche  gioverà  accennare  a  certe 
figure  che,  essendo  definite  mediante  caratteri  grafici,  possono 
offrire  esempi  alle  considerazioni  dei  n.'  5  e  6. 

I.  In  una  forma  di  jìTima  specie  avremo  spesso  occasione 
di  considerare  gruppi  di  un  certo  numero  finito  n  di  elementi: 
n.upla  di  punti  di  una  punteggiata,  di  rette  o  di  piani  di  un 
fascio. 

II.  In  una  forma  di  seconda  specie,  e  precisamente  in  un 
piano  punteggiato  o  rigato,  si  sogliono  definire  due  figure  che 
si  corrispondono  per  dualità  piana  : 
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a)  V  n.gono  completo^  figura  costituita  da  n  punti  (^vertici) 
di  cui  mai  tre  siano  allineati,  e  dalle  -ii"~  rette  indefinite 
(lati)  che  congiungono  quei  punti  a  due  a  due; 

è)  r   n.latero    completo^   figura  costituita   da  n  rette  (lati), 


di  cui  mai  tre  concorrano  in  un  punto,  e  dagli 


«  (  M  —   1  ) 


punti 


(vertici)  in  cui  quelle  rette  si  segano  a  due  a  due. 

1  casi  più  semplici  corrispondono  ai  valori  ii  =  3  (trian- 
golo o  trilatero  ordinario,  coli'  avvertenza  che  i  vertici  o  lati 
possono  anche  essere  impropri,  ed  in  ogni  caso  i  lati  si  intendono 
prolungati  all'infinito),  ed  n  =  4;  fermiamoci  su  quest'ultimo. 

Il  quadrangolo  com- 
pleto possiede  quattro  ver- 
tici A,  B,  C,  D,  e  sei  lati 
AB,  AC,  AD,  BC,  BD, 
CD.  Due  lati;,  come  AB 
e  CD  non  aventi  un  ver- 
tice in  comune,  diconsi 
opposti;  ed  il  punto  M  in 
cui  si  segano  si  dice  punto 
diagonale.  Si  hanno  tre 
coppie  di  lati  opposti  e 
quindi  tre  punti  diago- 
nali, M,  il  punto  AC  ■  BD  ^  N  Q  ì\  punto  AD  -  BC=P; 
il   triangolo  MNP  che  essi  formano,  dicesi  triangolo  diagonale 

del  quadrangolo  completo. 
Il  quadrilatero  com- 
pleto (Carnot,  1801)  in- 
vece possiede  quattro  lati 
a,  h,  e,  d  e  sei  vertici  ab, 
a  e,  ad,  he,  bd,  ed,  i  quali 
si  raggruppano  in  tre 
coppie  di  vertici  opposti 
ab  e  ed,  ac  e  bd,  ad  e 
bc;  le  rette  ab  •  ed  ^^  m, 
ac  •  bd  ^^  n,  ad  •  bc^  p, 
che  congiungono  vertici 
opposti,  sono  le  rette  diagonali  del  quadrilatero  completo,  e 
formano  il  trilatero  diagonale. 
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a')  Ritornando  alla  figura  determinata  da  n  punti  di  un 
piano,  se  questi  si  considerano  in  un  determinato  ordine,  e  si 
congiunge  ciascun  punto  col  consecutivo,  e  V  ultimo  col  primo 
si  ottiene  un  n.gono  semplice^  figura  che  possiede  n  vertici 
ed  n  lati. 

6')  Similmente  si  definisce  V  n.latero  semplice  (n  lati  ed  n 
vertici),  figura  che  non  differisce  dall"  n.gono  semplice. 

Finalmente  partendo  da  n  rette  o  da  n  piani  di  una  stella 
si  determinano  in  modo  analogo  a  quello  esposto  in  a)  e  b) 
due  figure  corrispondenti  per  dualità  nella  stella,  e  precisa- 
mente : 

e)  V  angoloide  n.  spigolo  completo  che  possiede  n  spigoli  e 
— -^— ^  facce  e  corrisponde  per  dualità  nello  spazio  all'  n.  latero 
piano  completo  ; 

d)  V  angoloide  n.  edro  completo  che  possiede  n  (accie  e  "^"-p-- 
spigoli^  e  corrisponde  per  dualità  nello  spazio  all'  n.gono  piano 
completo. 

III.  Nelle  forme  di  terza  specie  (spazio  di  punti  e  di  piani) 
si  possono  definire  due  figure  corrispondentisi  per  dualità  nello 
spazio  : 

a)  V  n.  gono  sghembo  completo  (n  vertici,  ^-^^—'-  lati  o  spi- 
goli, "  '"~g  •*   facce). 

b)  V  n.edro  sghembo  completo   {n  facce,  ~~-^^— ^  lati  o  spigoli, 

n{n—  ^Hw—         vertici). 

Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  completare,  guidato  dalla 
analogia,  queste  ultime  definizioni  a  cui  non  avremo  occasione 
di  ricorrere  in  seguito. 

Esercizi.  —  1)  Enumerare  i  casi  a  cui  danno  luogo  il  triangolo,  quadran- 
golo, quadrilatero,  tetraedro  .  .  .  quando  si  suppongono  impropri  uno  o  piìi 
vertici,  lati,  facce,  punti  o  rette  diagonali.  Come  si  ottiene  il  parallelo- 
gramma quale  caso  particolare  del  quadrilatero  completo  ?  come  è  costituito 
il  trilatero  diagonale  ?  E  se  il  parallelogramma  si  riguarda  come  caso  parti- 
colare del  quadrangolo  completo,  quali  ne  saranno  i  lati,  i  punti  diagonali? 

2)  Se  in  un  quadrangolo  completo  due  coppie  di  lati  opposti  si  com- 
pongono di  rette  ortogonali,  anche  la  terza  coppia  si  comporrà  di  rette 
ortogonali;  il  quadrangolo  in  tal  caso  si  dice  ortogonale. 

3)  Coi  vertici  (o  lati)  di  un  quadrangolo  (o  quadrilatero)  completo  si 
possono  formare  tre  diversi  quadrangoli  (o  quadrilateri)  semplici.  Come 
si  estende  questa  osservazione  al  caso  di  un  m. gono  (o  «.latero)  per  n  >  4? 
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9.  Proiezione  e  sezione.  —  La  Greometria  proiettiva  fa 
spesso  uso  di  due  operazioni  duali  l'una  dell'altra,  proiezione 
e  sezione,  le  quali  servono  per  trasformare  una  figura  geome- 
trica in  nuove  figure  a  cui  si  estendono  varie  proprietà  della 
figura  primitiva.  Ecco  come  si  definiscono. 


Proiettare  da  un  punto  8 
(centro  di  proiezione)  una  figura 
(J,  B,  .  .  .  ,  a,  b  .  .  .)  composta 
di  punti  e  rette,  significa  con- 
durre le  rette  e  i  piani  che  con- 
giungono -iS*  ai  punti  e  alle  rette 
della  figura.  La  nuova  figura 
cosi  ottenuta,  composta  di  rette 
e  piani  uscenti  da  S,  si  designa 
con  >S'  (A,  B,  .  .  .  ,  0,  6,  .  .  .)  e 
si  chiama  proiettante  o  visuale 
della  figura  primitiva  dal  cen- 
tro 8. 

Proiettare  da  una  retta  s 
(asse  di  proiezione)  una  figura 
composta  di  punti,  significa 
condurre  i  piani  che  congiun- 
gono la  retta  s  ai  punti  della 
figura. 

E  chiaro  poi  che  in  geometria  piana  si  potrà  proiettare  da 
un  punto  una  figura  composta  di  punti  e  segare  con  una  retta 
una  figura  composta  di  rette. 

Spesso  le  due  operazioni  di  proiezione  da  un  punto  e 
sezione  con  un  piano  si  riuniscono  por  formare  una  sola  ope- 
razione, che  prende  il  nome  di  proiezione  da  un  centro  8  sopra 
un  piano  a.  La  operazione  si  eseguisce  proiettando  la  figura 
data  (A,  i?,  .  .  .  ,  a,  ft,  .  .  .)  dal  centro  8  e  segandone  la  visuale 
8{A^  j5,  ...,«,  ò  ...)  col  piano  a.  La  figura  (.4',  .S',  .  .  .  ,  a',  è'  .  .  .) 
che  cosi  si  ottiene  in  o,  dicesi  appunto  proiezione  della  figura 
primitiva  da  8  sopra  a. 

La  teoria  delle  ombre  e  la  prospettiva  forniscono  esempi  di  proiezioni  da 
centri  sopra  piani  ;  ad  es.  nel  disegno  prospettico  il  centro  di  proiezione 
è  r  occhio  dell'  osservatore  ed  il  piano  è  il  quadro  sopra  cui  si  disegna . 


8egare  con  un  piano  a  {pia- 
no di  sezione  o  quadro)  una 
figura  (a,  /?,  .  .  .  ,  a,  ò  .  .  .)  com- 
posta di  piani  e  rette,  significa 
determinare  le  rette  e  i  punti 
in  cui  o  sega  i  piani  e  le  rette 
della  figura.  La  nuova  figura 
cosi  ottenuta,  composta  di  rette 
e  punti  giacenti  in  a,  si  desi- 
gna con  a  (a,  /?,...,  a,  6  ... ) 
e  si  chiama  sezione  o  traccia 
della  figura  primitiva  (esegui- 
ta) col  piano  a. 

8egare  con  una  retta  s  (tras- 
versale) una  figura  composta 
di  piani,  significa  determinare 
i  punti  intersezioni  della  retta 
s  coi  piani  della  figura. 
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E  sembra  appunto  che  gli  studi  di  prospettiva  richiesti  dallo  sviluppo 
delle  arti  belle  nel  Rinascimento,  studi  di  cui  si  occuparono  Leon  Battista 
Alberti  e  Pier  della  Francesca  (verso  la  metà  del  secolo  XV j,  Leonardo  da 
Vinci  e  Alberto  Dìjrer  (sul  principio  del  secolo  XVI),  richiamando  l'at- 
tenzione sulle  leggi  delle  proiezioni,  abbiano  dato  con  Desargues  (sulla 
prima  metà  del  secolo  XVII)  il  primo  impulso  alle  ricerche  di  Geometria 
proiettiva. 

10.  Relazioni  tra  formo  fondamentali  ottenute  mediante 
proiezione  e  sezione.  —  Medianto  le  nominato  operazioni  una 
forma  fondamentale  di  prima  o  seconda  specie  si  trasforma 
in  un'  altra  forma  della  stessa  specie,  che  si  suol  dire  pro- 
spettiva alla  primitiva.  Così  una  punteggiata,  proiettata  da  un 
punto  fuori  di  essa,  dà  un  fascio  di  rette,  ed  ogni  punto  della 
punteggiata  dà  una  determinata  retta  del  fascio.  Viceversa  il 
fascio  di  rette  segato  da  una  traversale  che  non  ne  contenga 
il  centro,  dà,  sopra  questa,  una  punteggiata.  Similmente  si 
ottiene  un  fascio  di  piani  proiettando  una  punteggiata  da  una 
retta  che  non  ne  incontri  il  sostegno,  o  un  fascio  di  rette  da 
un  punto  che  non  appartenga  al  piano  del  fascio;  e  colle  ope- 
razioni inverse  (sezione  mediante  retta  o  piano)  si  ritorna  dal 
fascio  di  piani  alla  punteggiata  o  al  fascio  di  rette. 

Finalmente  proiettando  un  piano  punteggiato  o  rigato  da 
un  punto  esterno  si  ottiene  rispettivamente  una  stella  di  rette 
o  di  piani;  e  dalla  stella  si  ritorna  al  piano  mediante  seziono  (^). 

Sia  F  ad  es.  una  figura  piana,  la  quale  mediante  proiezione  da  un 
centro  S  dia  una  figura  F'  nella  stella  S  (figura  che  si  suol  dire  vroqjcttiva 
ad  J^).  Ogni  punto  A  o  retta  a  della  figura  piana  F  ha,  come  corrispondente 
nella  figura  F  ',  la  retta  proiettante  SA  =  a'  od  il  piano  proiettante  Sa  =  a'. 
Ed  è  chiaro  che  se  i  due  elementi  A  ed  a  della  figura  i'^'si  appartengono, 
si  apparterranno  pure  in  F'  i  due  elementi  a'  ed  a'  corrispondenti  a  quelli; 
donde  segue  che  a  punti  di  F  situati  iii  linea  retta  corrispondono  in  F' 
rette  giacenti  in  un  piano,  ed  a  rette  di  F  concorrenti  in  un  punto  corris- 
pondono in  F  '  piani  passanti  per  una  retta.  In  breve  ogni  carattere  gra- 
fico di  F  dà  luogo  ad  un  carattere  grafico  di  F',  il  cui  enunciato  si  ottiene 
dall'  enunciato  del  primo  sostituendo  alle  parole  punto  e  retta  le  parole 
retta  e  piano.  Ogni  proprietà  grafica  del  piano  conduce  mediante  quello  scam- 
bio di  parole  ad  una  proprietà  grafica  della  stella.  Ed  in  generale  una  pro- 


(^)  Come  deve  esser  disposto  il  piano  secante  perchè  un  fascio  proprio 
di  piani  fornisca  un  fascio  improprio  di  rette? 
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prietà  grafica  di  una  forma  di  prima  o  seconda  specie  dà  mediante  un 
semplice  scambio  dì  parole  una  proprietà  grafica  di  una  forma  della  stessa 
specie,  che  si  possa  ottener  da  quella  con  una  proiezione  o  sezione. 

11.  Proiezione  di  una  figura  piana  sopra  un  altro  piano.  — 

Partiamo  ora  da  una  figura  F  situata  sopra  un  piano  or,  e 
proiettiamola  da  un  centro  generico  S  sopra  un  piano  n'  otte- 
nendo così  la  figura  proiezione  i^'.  È  chiaro  che  ogni  punto  A 
ed  ogni  retta  a  di  jP  dà  per  proiezione  un  punto  A'  ed  una 
retta  a'  di  F']  sicché  ad  ogni  elemento  di  F  corrisponde  un 
elemento  dello  stesso  nome  in  F'\  e  viceversa,  giacché  la  F' 
potrebbe  a  sua  volta  riguardarsi  come  proiezione  della  J^  da  8. 
È  chiaro  inoltre  che,  se  gli  elementi  J.  ed  a  di  -F  si  apparten- 
gono, si  apparterranno  pure  gli  elementi  corrispondenti  A'  ed  a' 
di  F'^  e  viceversa;  in  breve  i  caratteri  grafici  (allineamento  di 
punti,  concorrenza  di  rette.  .  .)  si  trasmettono  dall'una  all'altra 
figura.  Si  osserverà  poi  che  ogni  punto  della  retta  r  =  tttt' 
considerato  nell'un  piano  ha  per  corrispondente  se  stesso  nel- 
r  altro  piano  ;  e  che  ogni  altra  retta  a  di  tt  ha  una  proiezione  a  ' 
la  quale  passa  per  il  punto  an,  donde  segue  che  rette  corrispon- 
denti a,  a'  dei  due  piani  segano  r  in  uno  stesso  punto. 

Supposti  propri  i  due  piani    jt,  tt',   la  retta  all'infinito  i^ 

di  71  ha  per  corrispon- 
dente su  7i'  quella  retta 
*',  generalmente  propria 
e  parallela  ad  r,  che  è 
l'intersezione  di  n'  col 
piano  parallelo  a  n  con- 
dotto per  8]  i'  si  dice 
retta  limite  o  retta  di 
fuga  del  piano  n' .  Si- 
milmente si  avrebbe  da 
considerare  la  retta  li- 
mite j  del  piano  ti  che 
corrisponde  alla  retta  al- 
l' infinito  j'^  di  n'. 
Due  rette  parallele  in  u  (secantisi  in  un  punto  di  i^) 
hanno  per  corrispondenti  due  rette  di  n'  che  si  segano  in  un 
punto,  generalmente  proprio,  di  i';   un  fascio   improprio   di  n 
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ha  dunque  per  corrispondente,  in  generale,  un  fascio  proprio 
di  ti',  il  cui  centro  sta  sopra  i'.  Ed  un  parallelogramma  AB  CD 
di  n  ha  per  corrispondente  un  quadrangolo  semplice  A' B'  C D\ 
in  cui  le  coppie  di  lati  opposti  si  segano  in  punti,  generalmente 
propri,  di  «';  ecc. 

12.  Caratteri  proiettivi  di  una  figura;  scopo  della  Geome- 
tria proiettiva.  —  Le  considerazioni  precedenti  dimostrano 
r  opportunità  di  introdurre  una  distinzione  nei  caratteri  di  una 
figura  piana  F,  quando  questa  si  paragoni  con  una  figura  F' 
proiezione  di  quella  sopra  un  altro  piano. 

Infatti  alcuni  caratteri  della  F  si  trasmettono  ad  ogni 
figura  proiezione  F',  e  diconsi  perciò  caratteri  proiettivi.  Tali 
sono  ad  es.  l'allineamento  di  punti,  la  concorrenza  di  rette,  in 
breve  i   caratteri   che    abbiamo    chiamato  grafici  (^). 

Invece  altri  caratteri  della  figura  i'"',  caratteri  non  proiettivi.^ 
si  alterano  in  generale  quando  la  figura  si  assoggetti  ad  una 
proiezione  sopra  un  altro  piano;  tali  sono  ad  es.  il  parallelismo 
di  rette,  la  distanza  di  due  punti,  l'area,  in  breve  la  maggior 
parte  dei  caratteri  in  cui  comparisce  il  concetto  di  misura 
(caratteri  metrici).  Una  analoga  distinzione  si  potrà  fare  in 
seguito  fra  i  caratteri  delle  figure  solide  ;  ma  quel  che  abbiamo 
detto  sinora  è  sufficiente  per  comprendere  la  definizione  che 
segue  : 

La  Geometria  proiettiva  si  propone  lo  .studio  dei  caratteri 
proiettivi  delle  figure.,  e  delle  relazioni  che  legano  quei  caratteri 
tra  loro  (proprietà  proiettive). 

La  Geometria  proiettiva,  in  senso  stretto,  fa  astrazione 
dalle  proprietà  metriche  delle  figure;  ma  essa  riesce  ad  estendere 
il  suo  dominio  fino  a  quelle,  in  base  all'  osservazione  che  le 
proprietà  metriche  possono  dedursi  come  corollari  dalle  pro- 
prietà proiettive,  quando  le  figure  cui  si  riferiscono  abbiano 
speciali  relazioni  con  enti  particolari,  come  sono  le  rette  o  il 
piano  all'  infinito,  . .  .  Così  avviene  che  le  proprietà  proiettive 
di    un   quadrangolo    piano    si    riducono    a  proprietà   metriche 


{})  Inversamente  si  può  dimostrare  che  ogni  carattere  proiettivo  può 
enunciarsi  sotto  tal  forma  da  apparire  come  un  carattere  grafico.  Perciò 
nel  seguito  non  faremo  distinzione  fra  caratteri  grafici  e  caratteri  proiettivi. 
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(considerate  in  geometria  elementare),  quando  il  quadrangolo 
abbia  speciali  relazioni  colla  retta  all'infinito,  sia  dunque  un 
trapezio,  un  parallelogramma,  ecc.  (cfr.  pure  n°  8,  es.  1))  (^). 
Di  fronte  a  questo  indirizzo  moderno  della  Geometria 
proiettiva  che  subordina  le  proprietà  metriche  alle  proprietà 
proiettive,  va  ricordato  un  altro  indirizzo,  il  cosidetto  metodo 
della  proiesione  centrale^  che  procede  in  senso  inverso,  ed  ebbe  la 
massima  importanza  nello  sviluppo  della  nostra  scienza.  Val  la 
pena  di  esporne  il  concetto  direttivo.  Volendo  studiare  le  pro- 
prietà proiettive  di  una  figura  piana  F^  si  cerchi  se  tra  le 
proiezioni  di  F  eseguite  da  centri  arbitrari  sopra  piani  arbi- 
trari, ve  ne  sia  qualcuna  JF"  dotata  di  particolarità  metriche; 
(se  Fé  ad  es.  un  quadrangolo  semplice,  si  potrà  supporre  che 
F'  sia  un  parallelogramma).  Trovata  una  tal  figura  F',  se  ne 
ricerchino  lo  proprietà  coi  noti  metodi  della  Greometria  elemen- 
tare ;  e  tra  le  proprietà  stesse  si  distinguano  quelle  che  hanno 
carattere  proiettivo  dalle  altre;  le  prime  potranno  senz'  altro 
trasportarsi  alla  figura  F,  e  condurranno  a  proprietà  proiettive 
di  questa.  Nello  sviluppo  del  nostro  corso,  e  colla  scelta  degli 
esercizi  vedremo  anche  più  chiaramente  le  particolarità  dell'uno 
e  dell'altro  indirizzo. 

La  distinzione  tra  proprietà  proiettive  e  non  proiettive  delle  figure  è 
dovuta  a  Poncelet  (1822),  che  adoperò  sistematicamente  il  metodo  della 
proiezione  centrale  per  arricchire  la  Geometria  proiettiva.  Lo  Staudt  per 
primo  (1847)  ri  usci  a  liberare  dalle  nozioni  metriche  i  fondamenti  di 
questa  scienza,  e  segnò  così  la  strada  che  attualmente  si  tiene  nello  stu- 
dio della  Geometria  proiettiva.  I  rapporti  che  passano  tra  la  Geometria 
proiettiva  e  la  Geometria  metrica  furono  messi  in  piena  luce  dal  Cayley 
e  dal  Klein. 

Esercizi.  —  1  )  Segando  un  tetraedro  con  un  piano  generico  si  ottiene 
un  quadrilatero  completo;  come  deve  esser  condotto  il  piano  secante  per 
ottenere  un  parallelogramma  ?  Proiettando  un  tetraedro  da  un  punto  sopra 
un  piano  si  ottiene  un  quadrangolo  completo;  fissato  il  centro  di  proiezione, 
come  deve  esser  scelto  il  piano,  perchè  i  vertici  del  quadrangolo  formino 
un  parallelogramma? 

2)  Dato  sopra  un  piano  un  quadrangolo  semplice,  proiettarlo  da  un 
tal  centro  sopra  un  tale  piano  che  la  proiezione  risulti  :  a)  un  trapezio, 
b)  un  parellogramma,  e)  un  rettangolo,  d)  un  rombo  (o    losanga),   e)  un 

(^)  Con  questa  segnatura,  adottata  sempre  nel  seguito,  viene  indi- 
cato l'esercizio  1)  che  segue  il  n."  8. 
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quadrato;  negli  ultimi  quattro  casi   quale   sarà   la   retta   limite  del   piano 
primitivo  ? 

3)  Dato  un  triangolo  qualsiasi  proiettarlo  in  guisa  che  la  proiezione 
risulti  un  triangolo  simile  od  anche  uguale  a  un  triangolo  dato  ;  (si  può 
sciegliere  ad  arbitrio  la  retta  limite). 

4)  Chiamando  proiezione  di  un  segmento  o  di  un'  area  l'insieme  delle 
proiezioni  dei  punti  del  segmento  o  dell'  area,  si  esamini  a  quali  casi  può 
dar  luogo  la  proiezione  di  iin  segmento  o  di  un'area  (per  es.  triangolare) 
di  un  piano  n  sopra  7i\  a  seconda  della  posizione  del  segmento  o  dell'area 
rispetto  alla  retta  limite  di  n. 

5)  Quando  la  retta  limite  di  tt  è  propria,  vi  è  un  solo  punto  impro- 
prio di  n  che  ha  per  proiezione  un  punto  improprio  di  n\  e  quindi  vi  è 
un  solo  fascio  improprio  in  n  ciré  ha  per  proiezione  un  fascio  improprio. 

6)  Se  la  retta  all' infinito  di  ?r  si  proietta  nella  retta  all'infinito  di  n\ 
allora  rette  parallele  di  n  si  proiettano  in  rette  parallele  di  n\  ogni  paralle- 
logramma di  n  si  proietta  in  un  parallelogramma  di  tc\  ecc.  Ora  due  sono 
i  casi  in  cui  quel  fatto  si  presenta;  l'uno  corrisponde  ad  una  particolarità 
nella  posizione  del  centro  di  proiezione,  i  due  piani  essendo  arbitrari  {-proie- 
zione parallela)^  l'altro  ad  una  particolarità  nella  posizione  reciproca  dei 
due  piani,  essendo  arbitrario  il  centro  di  proiezione  {omotrMa);  i  due  casi 
possono  del  resto  presentarsi  insieme. 

7)  Una  particolare  proiezione  parallela  è  la  proiezione  ortogonale^  che  ha 
luogo  quando  il  centro  di  proiezione  è  all'infinito  nella  direzione  nor- 
male al  piano  su  cui  si  proietta.  Si  dimostri  che  la  condizione  perchè  un 
angolo  retto  si  proietti  ortogonalmente  in  un  angolo  retto  è  che  l'angolo 
primitivo  abbia  uno  (almeno)  dei  suoi  lati  parallelo  al  piano  di  proiezione; 
in  altre  parole,  la  sezione  piana  di  un  diedro  retto  è  un  angolo  retto  solo 
quando  un  lato  dell'  angolo  è  perpendicolare  allo  spigolo  del  diedro. 

13.  Altre  osservazioni  sulle  proiezioni  di  una  figura  piana 
sopra  un  piano.  —  Fu  già  osservato  (n''  11)  che  se  due  figure 
F  =  (A,  .  .  .  ,  a, .  .  .),  i*^  '  =  (.!',  ...,«.'...)  appartenenti  a  due 
piani  TT,  n\  sono  proiezioni  Funa  dell'altra  da  un  centro  8^ 
allora  tutte  le  rette  AA%  .  .  .  che  congiungono  punti  corrispon- 
denti distinti  delle  due  figure,  passano  per  uno  stesso  punto  S^ 
mentre  tutti  i  punti  aa\  .  . .  in  cui  si  segano  rette  corrispon- 
denti distinte  delle  due  figure,  appartengono  ad  una  stessa 
retta  r  =  nn' . 

Consideriamo  ora  due  figure  F  =  (J.,...,  a...), 
F'  =  (  J.', .  . .  ,  a'  .  .  .)  le  quali  appartengano  ad  uno  stesso 
piano  TI,  e  siano  proiezioni  da  due  centri  diversi  8,  8'  di  una 
stessa  terza  figura  Fq  =  (  J.,,  ,  .  .  .  ,  «o  •  •  •)  appartenente  ad  un 
altro  piano  ttq.  Riguardiamo  come  corrispondenti  nelle   figure 
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jP,  F'  due  elementi  (come  A  ed  A\  oppure  a  ed  a')  i  quali 
siano  proiezioni  di  uno  stesso  elemento  {Ao  od  «o)  di  i^o-  Allora 
una  retta  congiungcnte  punti  corrispondenti  distinti  J.,  A' 
di  F^  F'  appartiene  al  piano  n  ed  inoltre  al  piano  88' Ao, 
quindi  passa  per  il  punto  fisso  0  traccia  di  88'  su  n.  D'altra 

parte  due  rette  corris- 
pondenti a,  a'  delle  due 
figure  F,  F'  devono 
passare  per  la  traccia 
della  retta  a^  sul  piano 
Tio  (n.°  11),  traccia  la 
quale  appartiene  alla 
retta  r  =  nno\  dunque 
rette  corrispondenti  di- 
stinte di  F  QÒ.  F'  si  se- 
gano in  un  punto  della 
retta  fissa  r.  Concluden- 
do: se  due  figure  di  uno 
stesso  piano  sono  proiezioni  da  centri  diversi  di  una  stessa 
figura  di  un  secondo  piano,  allora  nelle  due  prime  figure  le 
rette  che  congiungono  punti  corrispondenti  distinti  passano  per 
uno  stesso  punto,  e  le  intersezioni  di  rette  corrispondenti  di- 
stinte stanno  sopra  una  stessa  retta. 

Nell'uno  e  nell'altro  dei  casi  ora  considerati  ci  si  pre- 
sentano due  figure  piane  (  4,  .  .  .  ,  o,  .  .  .),  (  J.  ',  .  .  . ,  a.'  .  .  .)  cosi 
riferite  che  ad  ogni  punto  o  retta  dell'una  corrisponde  un  punto 
od  una  retta  dell'  altra,  in  guisa  che  le  rette  congiungenti  punti 
corrispondenti  passano  tutte  per  uno  stesso  punto,  ed  i  punti 
di  incontro  di  rette  corrispondenti  stanno  tutti  sopra  una  stessa 
retta.  Due  figure  in  tal  relazione  si  dicono  omologiche  (o  pro- 
spettive)'^ il  punto  per  cui  passano  tutte  le  congiungenti  nomi- 
nate è  il  centro  di  omologia^  mentre  la  retta  sopra  cui  si  trovano 
tutte  le  intersezioni  nominate  è  l'asse  di  omologia. 

Riservandoci  di  studiare  in  seguito  la  relazione  di  omologia 
in  generale,  ci  interessa  ora  il  caso  particolare  che  le  due  figure 
siano  triangoli.  Le  considerazioni  precedenti  si  riassumono  allora 
nel  seguente  lemma  : 

Due  triangoli  sono  omologici,  sia  quando,  giacendo  in  piani 
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diversi,  sono  Vuno  proiezione  deW  altro,  sia  quando,  giacendo 
in  uno  stesso  piano,  sono  entrambi  proiezioni  (da  centri  diversi) 
di  uno  stesso  triangolo  situato  in  un  altro  piano. 

14.  Teorema  dei  triangoli  omologici.  —  Detti  A,  B,  C 
e  A',  B',  C  i  vertici  dei  due  triangoli,  a,  h.  e  e  a',  h',  e'  ì 
lati  rispettivamente  opposti,  perchè  i  due  triangoli  siano  omo- 
logici devono  verificarsi  le  due  condizioni  seguenti  : 

1)  le  rette  A  A',  BB',  CC,  congiungenti  vortici  corris- 
pondenti, devono  passare  per  uno  stesso  punto  P  (centro  di 
omologia  )  ; 

2)  i  punti  aa',  bb',  ce',  intersezioni  di  lati  corrispondenti, 
devono  appartenere  ad  una  stessa  retta  p  (asse  di  omologia). 

Ora  è  notevole  il  fatto  che  delle  due  condizioni  una  qual- 
siasi è  conseguenza  dell" altra.  Ciò  afferma  l'importante  teorema 
dei  triangoli  omologici  dovuto  a  Desargues  (1639),  che  noi  enun- 
ceremo spezzandolo  in  due  parti,  inversa  Tuna  dell'altra,  secondo 
la  ipotesi  1)  o  2)  da  cui  vorremo  partire. 

1)  Se  due  triangoli,  non  aventi  alcun  elemento  comune,  sono 
così  riferiti  che  le  rette  congiungenti  i  vertici  dell'  mio  coi  vertici 
corrispondenti  delV  altro  passino  per  uno  stesso  punto,  le  inter- 
sezioni dei  lati  dell' uno  coi  lati  corrispondenti  deW  altro  appar- 
tengono a  una  medesima  retta. 

2)  Se  due  triangoli,  non  aventi  alcun  elemento  comune,  sono 
così  riferiti  che  le  intersezioni  dei  lati  dell'uno  coi  corrispondenti 
lati  dell'altro  stiano  in  una  stessa  retta,  le  rette  congiungenti  i 
vertici  delVuno  coi  vertici  corrispondenti  dell'altro  passano  per 
uno  stesso  punto. 

I  due  triangoli  possono  del  resto  stare  in  piani  diversi  o 
in  uno  stesso  piano. 

1°   Caso  —  /  due  triangoli  stiano  in  piani  diversi  n,  n' . 

Supposto  che  la  intersezione  nn'  non  sia  lato  ne  del  primo 
ne  del  secondo  triangolo  (^),  basterà  dimostrare  che  uno  dei 
due  triangoli  può  considerarsi  come  proiezione  dell'  altro  da  un 
centro  conveniente  ;  giacche,  visto  ciò,  possiamo  applicare  sen- 
z'  altro  il  lemma  del  n°  13. 


(^)  Nella  ipotesi  opposta,  ad  es.  ^^  nn'  =  a,  ì  teoremi  continuano  a 
sussistere  ma  divengono  senz'  altro  evidenti,  come  risulta  eseguendo  la 
figura. 
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Ora  se  si  ammette  (teorema  1))  che  le  rette  AA\  BB'^ 
CC\  congiungenti  vertici  corrispondenti,  passino  per  uno  stesso 
punto  P  (il  quale  non  potrà  appartenere  né  a  ?r  ne  a  ?r'  per 
la  restrizione  sopra  imposta),  risulta  che  il  triangolo  A'B'C 
può    ottenersi  proiettando  il  triangolo  ABC  dal  punto    P   sul 

piano  71 ']  e  ciò  a  noi 
basta.  E  in  tal  caso 
p  =  31  jv'  l'asse  di  omo- 
logia. 

Se  si  ammette  in- 
vece (teorema  2))  che  i 
lati  a,  h,  e  del  primo 
triangolo  seghino  i  lati 
a',  6',  e'  del  secondo 
triangolo  in  tre  punti 
(della  retta  jp  ^  tctt'-), 
allora  i  tre  piani  aa', 
òò',  cc'^  dei  quali  nes- 
suno coincide  con  n  o  n\  avranno  in  comune  un  punto  P; 
ma  in  tal  caso,  proiettando  da  P  i  lati  del  primo  triangolo  su 
7i\  si  ottengono  i  lati  del  secondo  triangolo;  questo  è  dunque 
proiezione  del  primo,  e.  d.  d. 

11*^   Caso  —  1  due  triangoli  stiano  in  uno  stesso  piano  ji. 

Basterà  dimostrare 
questa  volta,  in  virtù  del 
lemma  n.*'  13,  che  essi 
possono  considerarsi  co- 
me proiezioni  su  tt  da 
due  centri  diversi  di  un 
triangolo  ausiliare  gia- 
cente fuori  di   TP. 

Ora,  se  le  rette  AA', 
BB\  ce  passano  per 
uno  stesso  punto  P  (teo- 
rema 1)),  per  costruire 
il  triangolo  ausiliare  si 
fissino  fuori  del  piano  jt  due  punti  S,  S'  che  siano  alhneati 
con  P.  Si  conducano  poi  le  due  rette  SA,  8' A'  che,  giacendo 
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nel  piano  PSA,  devono  segarsi  in  un  punto  J.,,,  il  quale  è 
proiettato  da  8  in  A  g  da  S'  in  A'.  Si  costruiscano  similmente 
i  punti  ^0  =  SB-S'B'  e  (7o  ^  SG-S'C.  I  tre  punti  A^, 
_Bo,  Cq  formano  un  triangolo  che,  proiettato  su  ji  una  volta 
da  ;iS'  ed  una  seconda  volta  da  S\  fornisce  i  triangoli  ABC, 
A' B' C \  dunque  ecc.  kSi  osserverà  che  questa  volta  l'asse  di 
omologia  ]ì  è  la  traccia  su  n  del  piano  del  triangolo  ausiliare, 
i  cui  lati  «Q,  6o,  Cq  hanno  per  tracce  i  punti  A'\  B",  C" . 

'  Se  invece  (teorema  '2))  lo  intersezioni  dei  lati  omologhi  dei 
due  triangoli  A"  =  ««',  B"  EE  6  6',  C"  E=  ce'  stanno  sopra 
una  stessa  retta  ^;,  si  conduca  per  ;>  un  piano  qualsiasi  diverso 
da  TT,  e  su  quello  si  tracci  un  triangolo  J.^  i^o  Cq  i  cui  lati  «„, 
Òq,  Cf)  passino  rispettivamente  per  A",  B'\  G".  Allora  per  co- 
struzione i  due  triangoli  ahc,  a^^h^-^c^^^  iu  piani  diversi,  sono 
riferiti  in  modo  che  le  intersezioni  dei  lati  corrispondenti  stanno 
in  una  stessa  retta  ;;,  quindi  (teorema  2),  1'^  caso)  il  triangolo 
ahc  può  riguardarsi  come  proiezione)  del  triangolo  (J(^b^^Cf^  da 
un  centro  conveniente  8.  Similmente  si  potrà  ottenere  il  trian- 
golo a'h'c'  proiettando  il  triangolo  ausiliare  af^^b^CQ  da  un  se- 
condo centro  8'  ;  e  tanto  l)asta  per  dimostrare  il  nostro  teorema. 
Il  centro  di  omologia  P  dei  due  triangoli  di  ti  sarà  ora  la 
traccia  su  n  della  retta  88'. 

15.  Osservazioni  sul  teorema  precedeute.  —  Il  teorema  dei 
triangoli  omologici  offre  un  esempio  notevole  di  una  proposizione 
grafica  la  cui  dimostrazione  si  appoggia  soltanto  sulle  proposi- 
zioni fondamentali  del  n.°  5.  Al  teorema  stesso  potranno  adun- 
que applicarsi  tutte  le  considerazioni  generali  fatte  nei  n.'5,G,10. 
Risulta  cosi  (n."  G)  che  del  teorema  è  vero  anche  il  duale 
nello  spazio  relativo  ai  triedri  omologici;  può  esser  lasciata 
al  lettore  la  cura  di  enunciarlo  e  dimostrarlo.  Inoltre  si  osser- 
verà che  nel  caso  (11'^)  in  cui  i  due  triangoli  omologici  stanno 
in  uno  stesso  piano,  le  due  parti  1),  2)  del  nostro  teorema  si 
corrispondono  per  dualità  piana  (^). 


{})  Un  modo  per  dedurre  il  teorema  2)  dal  teorema  1)  nel  caso  II"  senza 
uscire  dal  piano,  consiste  nell' osservare  che  se  i  due  triangoli  ABC,  A' B'C  ' 
soddisfanno  alla  ipotesi  2),  allora  i  due  triangoli  CC'A"  e  AA'(^"  soddi- 
sfanno alla  ipotesi  1),  per  modo  che  ad  essi  si  può  applicare  il  teorema  1) 
già  dimostrato;  ecc. 
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Risulta  ancora  (n.°5)  che  il  teorema  dei  triangoli  omologici 
vale  pure  se  alcuni  degli  elementi  (punti  p  rette)  che  compa- 
riscono nell'enunciato,  sono  impropri;  e  dalle  varie  ipotesi  che 
si  possono  fare  in  proposito  discendono  vari  corollari  metrici. 
Limitiamoci  ad  enunciarne  uno:  Se  due  triangoli  in  un  piano 
sono  così  riferiti  che  le  rette  congiungenti  vertici  corrispondenti 
passino  per  uno  stesso  punto,  e  due  lati  del  primo  triangolo  sono 
paralleli  ai  corrispondenti  lati  del  secondo,  anche  il  terzo  lato 
del  primo  triangolo  sarà  parallelo  al  terzo  lato  del  secondo.  Ora 
questo  corollario  si  può  dimostrare  facilmente  coi  mezzi  della 
Geometria  elementare  (trasversali  a  rette  parallele);  e  da  esso 
si  può  risalire  al  teorema  generale  1)  (caso  IF)  col  metodo 
della  proiezione  centrale  (n.°  12),  di  cui  si  ha  cosi  una  notevole 
applicazione. 

16.  Applicazioni  grafiche  del  teorema  dei  triangoli  omo- 
logici; costruzioni  lineari.  —  Siamo  ora  in  grado  di  risolvere 
i  due  problemi  seguenti: 

1°.  Date  in  un  piano  due  rette  a,  b  ed  un  punto  M,  che  non 
appartenga   a   nessuna    di  quelle,   congiungere  M  col  punto   ab 

senza  far  uso  di  quesf  ul- 
timo punto.  Basta  ad  es.  co- 
struire due  triangoli  ABM, 
A'B'M'  omologici,  sceglien- 
do A  ed  J.'  arbitrariamente 
sopra  a,  B,  B'  arbitraria- 
mente sopra  h,  ed  assumendo 
come  asse  di  omologia  una 
retta  p  arbitraria  passante 
per  il  punto  AB  •  A'B' . 
Resta  allora  determinato  il 
punto  M'  che  congiunto  con 
M  dà  la  retta  x  richiesta. 
Caso  particolare  metrico  :  date  in  un  piano  due  rette  parallele 
ed  un  punto,  condurre  per  questo  la  parallela  alle  rette  serven- 
dosi della  sola  riga. 

IF.  Dati  in  un  piane  due  punti  A,  B  ed  una  retta  m,  non 
passante  per  nessuno  di  quelli,  determinare  la  intersezione  di  m 
colla  retta  AB  senza  servirsi  di  questa  retta.  Basta  ad  es.  costruire 
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due  trilateri  omologici  «6w,  a'h'm\  conducendo  a  Qà  a'  arbi- 
trariamente per  A^h  Qh'  arbitrariamente  per  5,  ed  assumendo 
il  centro  di  omologia  P  arbitrariamente  sulla  retta  ah  •  a'h'. 
Il  punto  mm'  =  X  risolve  il  problema.  Un  caso  particolare 
metrico  notevole  si  presenta 
quando  a  eà  a'  sono  paral- 
lele tra  loro,  e  son  pur  pa- 
rallele tra  loro  beh',  giacche 
allora,  tenendo  conto  del  caso 
metrico  già  trattato,  si  ha  il 
modo  di  risolvere  (colla  co- 
struzione indicata  da  Ponce- 
let)  il  problema:  dato  un  pa- 
rallelogramma, una  retta  qual- 
siasi ed  un  punto,  condurre 
per  questo  la  jìarallela  alla  retta 
facendo  uso  della  sola  riga. 

I  risultati  precedenti  ci  fanno  vedere  che  lo  due  costruzioni 
fondamentali  di  geometria  piana  eseguibili  colla  sola  riga:  coyi- 
giungere  due  punti  mediante  una  retta;  trovare  la  intersezione 
di  due  rette,  sono  eseguibili  con  quello  strumento  anche  quando 
qualcuno  dei  punti  dati  sia  fuori  del  foglio  del  disegno,  o 
sia  improprio,  purché  allora  il  punto  nominato  sia  definito 
come  intersezione  di  due  rette  tracciate  in  parte  nel  foglio  ;  o 
quando  qualcuna  delle  rette  date  cada  totalmente  fuori  del 
foglio  del  disegno,  o  sia  impropria,  purché  la  retta  in  questione 
sia  definita  mediante  due  suoi  punti,  dati  alla  loro  volta  nel 
modo  ora  indicato. 

Esercizi.  I.  Sulle  figure  omologiclie.  —  1)  Dato  in  un  piano  due  rette 
r,  r'  ed  un  punto  P  non  appartenente  a  nessuna  di  quelle,  se  per  P  si 
conducono  più  trasversali  che  seghino  r,  r'  nelle  coppie  di  punti  A  A',  BB\ 
ce..,  i  punti  di  incontro  di  AB'  con  A'B,  di   AC   con  A'C,  di  BC 

con    B'C, stanno  sopra  una  stessa   retta   p    che   passa   per  il  punto 

rr'  =  0,  e  dicesi  polare  di  P  rispetto  alla  coppia  di  rette  r,  r'. 

2)  Un  punto  P'  qualsiasi  della  retta  p  ora  nominata  ha  per  polare 
(rispetto  ad  r.  r')  la  retta  OP  =  p' ■■,  in  altre  parole:  se  di  due  punti  il 
secondo  sta  sulla  polare  del  primo,  il  primo  apparterrà  alla  polare  del 
secondo.  Segue  che  ogni  punto  di  p  ha  per  polare  p%  ed  ogni  punto  di  // 
ha  per  polare  p\  la  polare  di  un  punto  rispetto  ad  r,  r'  non  varia  dunque 
quando  il  punto  descrive  una  retta  passante  per  la  intersezione  rr'. 
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3)  Si  supponga  in  particolare  che  le  due  rette  r,  r'  sopra  nominate 
siano  parallele  e  sia  improprio  il  punto  P,  e  si  approfitti  di  questo  caso 
metrico  per  dimostrare  gli  esercizi  1)  e  2)  col  metodo  della  proiezione 
centrale. 

4)  Si  enuncino  e  dimostrino  le  proposizioni  duali  nel  piano  delle  1) 
e  2)  ;  si  arriverà  alla  nozione  di  polo  di  una  retta  rispetto  ad  una  coppia 
di  punti.  In  particolare  quale  è  il  polo  della  retta  all'infinito  rispetto  ad 
una  coppia  di  punti  propri  ? 

5)  Si  approfitti  degli  esercizi  1)  e  4)  per  risolvere  in  altro  modo  i 
problemi  del  n°  16. 

6)  Se  i  vertici  A^,  A2,  A^,  A^  di  un  quadrangolo  semplice  apparten- 
gono ordinatamente  aliati  a^,  Oo,  ag,  «4  di  un  quadrilatero  semplice,  ed  i 
lati  opposti  A1A2,  vlg/Lj  del  primo  si  segano  sopra  la  diagonale  a^Ui  •  a^a?, 
del  secondo,  i  rimanenti  lati  opposti  del  primo  si  segheranno  sulla  rima- 
nente diagonale  del  secondo. 

7)  Se  due  quadrangoli  completi  ABCD,  A'B'C'D',  privi  di  ele- 
menti comuni,  son  cosi  riferiti  che  cinque  lati  AB,...  del  primo  seghino 
i  corrispondenti  cinque  lati  A'B',...  del  secondo  in  cinque  punti  di  una 
stessa  retta,  i  sesti  lati  dei  due  quadrangoli  si  segheranno  m  un  punto  di 
quella  retta,  e  le  congiungenti  vertici  corrispondenti  passeranno  per  uno 
stesso  punto;  i  due  quadrangoli  in  tal  caso  sono  omologici.  (Caso  parti- 
colare metrico  :  la  retta  sia  all'infinito).  Trasformare  il  teorema  per  dua- 
lità piana. 

8)  Ingenerale,  se  due  n.goni  completi  A^Ao.  ■  ■  A„,  A^'A./  .  ■ -A' „  sono 
cosi  riferiti  che  il  lato  A1A2  e  gli  altri  2(w  —  2)  lati  passanti  per  A^  o  A2 
del  primo  seghino  i  corrispondenti  lati  del  secondo  in  punti  di  una  stessa 
retta,  i  rimanenti  lati  del  primo  segheranno  i  corrispondenti  lati  del  secondo 
in  punti  della  retta  nominata,  e  le  rette  congiungenti  vertici  corrispondenti 
dei  due  n.goni  passeranno  per  uno  stesso  punto.  Teorema  duale. 

9)  L'es.  7)  permette  di  dare  un'altra  risoluzione  (dovuta  a  Lambert) 
del  problema:  dato  un  parallelogramma,  condurre  per  un  punto  la  paral- 
lela a  una  retta  data  servendosi  della  sola  riga.  Basta  considerare  il  qua- 
drangolo completo  determinato  da  due  vertici  opposti  del  parallelogramma 
e  dai  punti  all'infinito  dei  lati,  e  costruire  un  secondo  quadrangolo  omo- 
logico a  quello  rispetto  alla  retta  data,  e  di  cui  il  punto  dato  sia  un  vertice. 

10)  Se  si  congiunge  il  punto  di  incontro  M  delle  diagonali  di  un  qua- 
drangolo semplice  ABCD  coi  punti  di  incontro  P  e  Q  delle  coppie  di  lati 
opposti,  le  due  congiungenti  segano  ancora  ì  lati  del  quadrangolo  nei  ver- 
tici di  un  nuovo  quadrangolo^  i  cui  lati  opposti  vanno  ad  incontrarsi  nelle 
intersezioni  della  retta  PQ  colle  diagonali  del  primo  quadrangolo,  (si  di- 
mostri in  base  all' es.  7)  o  col  metodo  della  proiezione  centrale). 

11)  Date  tre  rette  a,  h,  e  e  tre  punti  allineati  A',  B\  C,  costruire  un 
triangolo  i  cui  vertici  ^,  J5,  C  appartengano  ordinatamente  alle  tre  rette 
date  e  i  cui  lati  i?6*,  CA,  AB  passino  ordinatamente  per  i  tre  punti  dati 
(es.  7).  Nel  caso  che  le  tre  rette    a,  b,  e   passino  per  uno  stesso  punto,  il 
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problema  generalmente  non  ammette  soluzione  ;  se  ne  ammette  una,  ne 
ammette  infinite.  Questione  duale. 

12)  Se  due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D'  privi  di  elementi  comuni 
sono  cosi  riferiti  che  le  rette  eongiungenti  i  vertici  dell'  uno  coi  coi-rispon- 
denti  vertici  dell'  altro  passino  per  uno  stesso  punto,  i  punti  e  le  rette  in- 
tersezioni di  spigoli  e  faccie  corrispondenti  stanno  in  uno  stesso  piano. 
Enunciai'e  e  dimostrare  il  teorema  duale  (nello  spazio). 

II.  Sul  teorema  di  Pascal  —  13)  Chiameremo  seilatero  sghembo  semplice 
la  figura  composta  di  sei  rette  01,02, . . .  Oo»  considerate  nell'ordine  scritto, 
non  appartenenti  tutte  ad  un  piano,  e  tali  che  ciascuna  incontri  la  suc- 
cessiva e  l'ultima  incontri  la  prima;  il  seilatero  ha  sei  vertici  A^-^  =  aia^T  . . 
e  sei  facce  ajo  =  Oiflo,...,  ed  è  una  figura  duale  di  se  stessa.  Ora  si 
dimostri  che  se  in  un  seilatero  sghembo  semplice  ciascun  lato  (a <)  sega  il 
lato  opposto  (a»  4- 3),  allora  le  tre  rette  congiungenti  coppie  di  vertici  op- 
posti (4 1-2  •  .4 45,...)  passano  per  uno  stesso  punto,  e  le  tre  rette  interse- 
zioni di  coppie  di  facce  opposte  {a^^  •  ajj, . .  .  )  stanno  in  uno  stesso  piano; 
(un  tale  seilatero  si  ottiene  assumendo  tre  rette  a^.  a-^,  05  sghembe  a  due 
a  due  e  tre  rette  02,  04,  a^^  che  seghino  quelle). 

14)  Segando  con  un  piano  il  seilatero  dell'  esercizio  precedente,  si  ot- 
tiene un  esagono  semplice  tale  che  i  punti  intersezioni  delle  coppie  di  lati 
opposti  appartengono  ad  una  stessa  retta  {esagono  di  Pascal);  proiettando 
invece  da  un  punto  sopra  un  piano  il  seilatero  stesso,  si  ottiene  un  seila- 
tero piano  semplice  tale  che  le  rette  congiungenti  le  coppie  di  vertici  op- 
posti passano  per  uno  stesso  punto  {seilatero  di  Prianchon). 

15)  Una  applicazione  notevole  delle  osservazioni  precedenti  si  ottiene 
ove  si  consideri  la  superfìcie  {iperboloide  rotondo  ad  una  falda)  generata  da 
una  retta  mobile  a,  la  quale  ruoti  intorno  ad  una  retta  fissa  0  sghemba 
con  a  ed  invariabilmente  collegata  con  essa.  La  superficie  contiene  in- 
finite rette  a,  Oj,  Oo»  •  •  •  i  successive  posizioni  di  a,  le  quali  sono  sghembe 
a  due  a  due.  Siccome  però  la  superfìcie  è  simmetrica  rispetto  ad  ogni 
piano  71  passante  per  l' osse  0  (come  risulta  ad  cs.  dal  notare  che  le  sezioni 
di  quella  con  piani  normali  ad  0  sono  cerchi),  segue  che  la  superfìcie  con- 
terrà un  secondo  sistema  di  rette  i,  òj,  fco  •  •  •  5  pure  sgliembe  a  due  a  due, 
che  sono  simmetriche  delle  a,  Oj,  Oo  •  •  •  dispetto  al  plano  tt;  e  la  superficie 
stessa  può  generarsi  facendo  ruotare  intorno  all'asse  0,  una  retta  b.  Una 
qualsiasi  retta  del  primo  sistema  sega  una  qualsiasi  retta  del  secondo  si- 
stema; per  ogni  punto  della  superficie  passa  una  retta  del  primo  ed  una 
retta  del  secondo  sistema.  Tre  rette  del  primo  sistema  e  tre  rette  del  se- 
condo sistema  possono  riguardarsi  come  lati  (rispett.  primo,  terzo,  quinto; 
secondo,  quarto,  sesto)  di  un  seilatero  sghembo  semplice  del  tipo  conside- 
rato nell'es.  13). 

16)  Segando  la  figura  con  un  piano  normale  all'  asse  0,  si  deduce  che 
«  se  un  esagono  semplice  è  iscritto  in  un  cerchio,  le  tre  intersezioni  delle 
tre  coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad  una  retta»  (teorema  di  Pascal, 
dimostrazione  di  Dandelin  ).  Proiettando  invece  la  figura  sul  detto  piano  da 
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un  punto  dell'asse  o  (anche  dal  punto  all'infinito  di  o),  si  deduce:  «  se  un 
seilatero  semplice  è  circoscritto  ad  un  cerchio,  le  tre  rette  congiungenti  le 
coppie  di  vertici  opposti  passano  per  uno  stesso  punto  »  (teorema  di  Brian- 
chon). 

17)  Se  la  stessa  figura  si  sega  con  un  piano  contenente  due  rette  della 
superfìcie  (una  del  primo  sistema  e  l'altra  del  secondo  sistema),  si  ha: 
«  se  un  esagono  semplice  ha  i  vertici  di  posto  dispari  sopra  una  retta  e 
i  vertici  di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta,  1  punti  di  incontro  delle  tre 
coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad  una  terza  retta  »  (teorema  di  Pappo); 
mentre  si  ottiene  il  teorema  duale  nel  piano  se  la  stessa  figura  si  proietta 
da  un  punto  della  superfìcie  sopra  un  piano  arbitrario. 

18)  Un  corollario  metrico  del  teorema  di  Pappo  dice  :  «  se  in  un  tra- 
pezio, di  cui  AB  e  CU  siano  le  basi,  si  congiungono  i  vertici  A  e  C  con 
un  punto  del  lato  BD,  le  parallele  alle  due  congiungeuti  condotte  per  D 
e  B  rispettivamente  si  segheranno  sopra  AC  ».  Ora  questo  corollario  si  di- 
mostra facilmente  coi  mezzi  della  Geometria  elementare  ;  se  ne  deduca  il 
teorema  generale  di  Pappo  ricorrendo  alla  proiezione  centrale. 

19)  Del  teorema  di  Pappo  e  del  suo  duale  si  approfìtti  per  dare  nuove 
soluzioni  dei  problemi  indicati  nel  n"  16. 
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Parte  Prima. 
Forme  di  prima  specie. 

Capitolo  I. 
Sistemi  di  coordinate  sulle  forme  di  prima  specie. 

17.  I   due    versi    sopra   una    forma   di   prima   specie.   — 

Vogliamo  ora  occuparci  in  particolare  delle  forme  di  prima 
specie  (punteggiata,  fascio  di  rette  e  fascio  di  piani).  Stabili- 
remo anzitutto  alcune  nozioni  proiettive  sulle  dette  forme, 
nozioni  le  quali  dovranno  valere  indifferentemente  per  la  pun- 
teggiata e  per  i  fasci  (n.*'  10).  Poi  passeremo  ad  introdurre  i 
concetti  di  misura,  ed  allora  saremo  costretti  a  distinguere  le 
varie  forme  tra  loro. 

Una  osservazione  immediata  mostra  che  sopra  una  forma 
di  prima  specie  un  elemento  può  muoversi  in  due  sensi  o 
versi  distinti,  V  uno  opposto  all'  altro.  Di  questi  versi  uno  a 
nostro  arbitrio  si  chiamerà  positivo  e  si  designerà  ad  es.  con 
una  freccia,  l'altro  si  chiamerà  negativo.  Immaginiamo  ora  un 
elemento  mobile  il  quale  parta  da  una  posizione  iniziale  e  si 
muova  sulla  forma  in  un  determinato  verso,  per  es.  in  verso 
positivo;  quell'elemento  descriverà  tutta  la  forma  e  ritornerà 
in  fine  alla  posizione  iniziale?  Questo  fatto  certamente  si  veri- 
fica nel  fascio  proprio  di  rette  (o  di  piani),  dove  la  rotazione 
di  un  mezzo  giro  dell'elemento  mobile  intorno  al  centro  (od 
asse)  del  fascio,  basta  per  descrivere  tutta  la  forma.  Invece 
sulla  punteggiata  propria,  secondo  il  concetto  che  ci  formiamo 
comunemente  di  movimento,  dobbiamo  concludere  che  un  ele- 
mento, il  quale  parta  da  una  posizione  fissa  e  si  muova  sempre 
nello  stesso  verso,  va  allontanandosi  all'infinito  in  quel  verso, 
e  descrive  così  solo  una  metà  della  forma.  Ora  se  noi  vogliamo 
introdurre  nella  Geometria  proiettiva  le  nozioni  di  verso,  di 
movimento  . .  . ,  dobbiamo  cercare  di  assimilare  tra  loro,  anche 
sotto   questo  rapporto,   le   varie  forme  di  prima   specie,  stabi- 
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lendo  opportune  convenzioni.  Noi  riusciamo  allo  scopo,  nel 
modo  più  naturale,  se  mettiamo  in  relazione  prospettiva  (me- 
diante una  proiezione)  una  punteggiata  u  con  un  fascio  8  pro- 
prio di  rette.  Sia  M  il  punto  mobile  sopra  ?i,  m  la  retta 
mobile  corrispondente  nel  fascio  .S';  e  siano  A  (punto  proprio) 
ed  a  le  due  posizioni  iniziali  corrispondenti  del  punto  M  e 
della  retta  in.  Mentre  m  si  muove  entro  al  fascio  sempre  nello 

stesso  verso  (ad  es.  quello  indicato 
dalla  freccia),    il  punto   corrispon- 
dente M  varia  sopra  u   in    un  de- 
terminato verso   descrivendo    anzi- 
tutto una  metà  della  retta  (a  de- 
stra di  A  sulla  figura).  Quando  m 
si  è  portato  sulla  parallela  i  ad  m 
condotta   per  /S',   il   punto    M.,    se- 
condo  le   nostre  convenzioni,  cade 
nel  punto  all'infinito  Xx  di  m.   Ora 
se   m   continua   il   suo    movimento 
sempre  nello  stesso  verso,  il  punto  M  ricompare   sopra  ti  dal- 
l'altra banda  (a  sinistra)  di  A^  e  descrive,  sempre  nello  stesso 
verso,   l'altra  metà    della   retta  u  ritornando   in  fine  alla  po- 
sizione  iniziale    A.    Questa    considerazione    ci  porta   a   modifi- 
care il   concetto   intuitivo   (metrico)  di  movimento   sopra  una 
retta,  ed  a  sostituirlo  nella   Geometria  proiettiva  col  concetto 
convenzionale   di  movimento  proiettivo,   in  virtù   del   quale  nn 
punto    che    si    muova    sempre    nello    stesso    verso    sopra   una 
retta  propria  partendo    da  una  posizione  iniziale,    ritorna  alla 
posizione    di   partenza,    dopo   aver   descritta  tutta  la  retta,  ed 
oltrepassato  il  punto  all'infinito.    La  stessa   nozione    di   movi- 
mento proiettivo  si  estende  facilmente,  operando  per  proiezione 
e  sezione,  ad  ogni  altra  forma  di  prima  specie  (retta  impropria, 
fascio  proprio   già   considerato,  ed  improprio  ••■),&  porta  alla 
seguente    conseguenza:   ogni  forma  di  prima  specie  jpi^ò    esser 
descritta  per  intero  da  un  suo  elemento  che  parta  da  una  posi- 
zione fissa  e  si  muova  sempre  nello  stesso  verso.  Od  anche:  una 
forma  di  prima   specie  non  è  spezzata  in  parti  da  un  suo   ele- 
mento, giacche,  fissato  l'elemento  A,  si  può  passare  da  una  posi- 
zione M  ad   una    seconda  posizione   iV^  qualsiasi   seguendo   la 
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forma  e  senza  oltrepassare  A,  pur  di  muoversi  in  un  verso 
conveniente. 

Una  forma  di  prima  specie  va  dunque  riguardata,  nella  Geometria 
proiettiva,  come  chiusa;  col  fissarne,  o  meglio  col  toglierne  un  elemento  la 
forma,  senza  spezzarsi  in  parti,  si  muta  da  chiusa  in  aperta.  Lo  stesso  fatto 
si  presenta  ad  es.  per  una  circonferenza  quando  la  si  tagli  in  un  suo  punto. 

18.  Segmenti,  angoli,  diedri  in  senso  proiettivo.  Coppie 
che  si  separano.  —  Siano  A  e  B  due  elementi  di  una  forma 
di  prima  specie.  Un  elemento  mobile  il  quale  si  porti  da  A  in 
B  con  un  determinato  verso,  assume  una  serie  di  infinite  posi- 
zioni che  costituiscono  un  tratto  di  forma  avente  gli  estremi  A^  B. 
Se  invece  l'elemento  mobile  va  da  J^  in  ^  nel  verso  opposto,  esso 
descrive  un  secondo  tratto  di  forma  che  ha  gli  stessi  estremi 
X,  -B,  ma  non  ha  alcun  altro  punto  comune  col  primo.  Dunque 
una  forma  di  prima  specie  è  spezzata  da  due  suoi  elementi  in 
due  tratti  che  hanno  solo  gli 
estremi  comuni.  I  tratti  ^i^  ^  e     B  d 

O  0  0  o ■ 

prendono  nomi  diversi  se- 
condo la  natura  della  for- 
ma; si  chiamano  segmenti 
(proiettivi)  se  si  tratta  di 
una  punteggiata,  avverten- 
do che  se  A  e  B  sono  due 
punti  propri,  l'un  segmento 
coincide  col  segmento  fi- 
nito AB  della  G-eometria 
elementare,  mentre  1*  altro 
si  compone  dei  prolunga- 
menti del  primo  segmento; 
si  chiamano  angoli  o  diedri 

completi  se  si  tratta  di  un  fascio  di  rette  o  di  piani,  avvertendo 
che  se  ad  es.  il  fascio  di  rette  è  proprio,  ciascun  angolo  com- 
pleto è  formato  dalle  rette  che  cadono  in  uno  degli  angoli  nel 
significato  ordinario,  e  nell'opposto  al  vertice.  Per  distinguere 
sulla  forma  l'uno  dall'altro  i  due  tratti  AB  basta  dare  o  il 
verso  in  cui  il  tratto  di  cui  si  parla  vien  descritto  da  un  elemento 
che  vada  da  A  in  B,  oppure  una  posizione  intermedia  dell'ele- 
mento mobile;  sicché  ad  es.  per  tratto  ACB  si  intenderà  quel 

3 
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tratto  AB  in  cui  cade  C.  Ed  assegnando  i  tre  elementi  ACB 
nell'ordine  scritto,  sarà  pure  determinato  quel  verso  in  cui  si 
muove  un  elemento  che  vada  A  in  B  passando  per  C.  Risulta 
poi  che  le  tre  permutazioni  pari  di  ACB  individuano  uno 
stesso  verso,   e   le  tre  permutazioni  dispari  il  verso  opposto. 

Se  C  e  D  sono  due  elementi  di  cui  uno  appartenga  all'uno 
dei  due  tratti  AB,  e  l'altro  all'altro,  è  chiaro  che  per  an- 
dare da  A  in  B  un  elemento  mobile  lungo  la  forma  dovrà 
oltrepassare  o  C,  o  D  (secondochè  si  muoverà  nel  verso  ACB 
o  nel  verso  opposto  ADB)]  si  dice  perciò  in  tal  caso  che  gli 
elementi  C  e  D  separano  o  dividono  gli  elementi  A  e  B.  ^ 
risulta  allora  che  anche  A  e  B  separano  Ce  Z);  in  breve,  le 
due  coppie  AB  e  CD  si  separano.  Dei  tre  modi  in  cui  quattro 
elementi  AB  CD  della  forma  possono  distribuirsi  in  due  coppie, 
uno  solo  conduce  a  coppie  che  si  separano;  se  tali  sono  ad  es. 
le  coppie  AB,  CD,  gli  altri  due  modi  AC,  BD  e  AD,  BC 
danno  luogo  a  quattro  elementi  che  si  succedono  nell'uno  o  nel- 
l' altro  verso. 

Osserveremo  infine  che,  sia  per  la  natura  stessa  delle  forme 
di  prima  specie,  sia  per  la  convenzione  fatta  nell' introdurre  il 
movimento  proiettivo,  tutti  i  concetti  sopra  esposti  hanno  carat- 
tere proiettivo.  In  particolare,  elementi  che  si  succedono  in  un 
dato  verso  sopra  una  forma  di  prima  specie  danno  per  proie- 
zione o  sezione,  sopra  una  forma  prospettiva,  elementi  che  si 
succedono  in  un  certo  verso  (prospettivo  a  quello);  e  coppie 
che  si  separano  danno  coppie  che  si  separano. 

*  19.  Postulati  relativi  alla  successione  degli  elementi  di 
una  forma  di  prima  specie.  —  Noi  avremo  spesso  occasione 
di  valerci  delle  nozioni  ora  esposte  che  provengono  dalla  nostra 
intuizione,  convenientemente  guidata,  e  che  sembrano  cosi  chiare 
da  togliere  ogni  possibilità  di  equivoco.  Si  osservi  però  che 
volendo  introdurre  quelle  nozioni  in  un  sistema  logicamente 
organico,  come  aspira  ad  essere  la  geometria,  occorre  esporle 
in  termini  precisi  sotto  forma  di  postulati,  i  quali  dispensino 
dal  ricorrere  ulteriormente  alla  osservazione  del  mondo  esterno. 


*   I   paragrafi   preceduti   da  nn   asterisco  possono   omettersi   in  una 
prima  lettura. 
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Noi  possiamo  far  ciò  seguendo,  con  minime  modificazioni,  la 
via  indicata  da  Enriques  (^). 

Premettiamo  una  definizione  :  un  insieme  di  infiniti  elementi 
di  natura  qualsiasi  (numeri,  punti,  ecc.)  si  dice  ordinato,  quando 
per  la  natura  o  per  la  legge  con  cui  l'insieme  è  formato,  resti 
fissato  un  criterio  in  base  al  quale,  di  due  elementi  qualisivo- 
gliano  A  Q  B  dell'insieme,  si  possa  decidere  se  A  precede  B^  o 
B  precede  A.  Il  significato  di  questo  verbo  rimane  per  ora 
indeterminato,  solo  si  esige  che  esso  soddisfi  alla  condizione 
seguente:  se  A  precede  B  e  B  precede  C,  allora  A  precede  C. 
Gli  elementi  di  un  insieme  ordinato  si  possono  disporre  o  pen- 
sare in  due  ordini  (naturali)  opposti;  giacché  si  può  collocare 
ciascun  elemento  prima,  o  dopo  degli  elementi  che  esso  precede. 
È  ordinato  per  esempio  l' insieme  dei  numeri  interi,  o  dei  numeri 
razionali,  o  di  tutti  i  numeri  reali,  intendendo  che,  di  due  nu- 
meri a  e  6,  il  primo  a  preceda  il  secondo  è,  quando  a  <i  h.  1 
due  ordini  opposti  secondo  cui  si  possono  disporre  i  detti  nu- 
meri, sono  rispettivamente  V  ordine  crescente  e  V  ordine  decre- 
scente. 

Ora  possiamo  enunciare  le  proprietà  delle  forme  di  prima 
specie  che  abbiamo  in  vista  mediante  i  seguenti  postidati. 

I.  Fissato  (o  soppresso)  un  elemento  in  una  forma  di  prima 
specie^  gli  elementi  che  restano  formano  un  insieme  ordinato^  e 
possono  quindi  esser  pensati  in  due  ordini  opposti  ;  l' elemento 
fissato  si  può  ritenere  aggregato  come  primo,  o  come  ultimo 
elemento  a  ciascuno  dei  due  ordini. 

Un  secondo  postulato  stabilisce  la  relazione  che  passa  tra 
due  ordini  fissati  sopra  una  stessa  forma  di  prima  specie,  ma 
differenti  per  l' elemento  iniziale.  Si  osservi  a  tale  scopo  che  se 
in  uno  dei  due  ordini  che  hanno  come  origine  un  elemento 
fissato  J.,  si  incontrano  successivamente  gli  elementi  J.,  -B,  C,  •  •  , 
5",  iC .  .  . ,  allora  in  uno  degli  ordini  che  hanno  per  elemento 
iniziale  -B,  si  troveranno  successivamente  gli  elementi  B,  C,  .  .  , 
if,  K,  . .  .  A]  dunque  : 

II.  /S'è  A  e  B  sono  due  elementi  di  una  forma  di  prima 
specie,  ed  in  uno  dei  due  ordini  che  lianno  per  primo  elemento  A 


(*)  Geometria  proiettiva,  §§  5,  6. 
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si  eseguisce  una  permutazione  circolare  che  porti  B  in  primo 
posto,  si  ottiene  uno  dei  due  ordini  che  hanno  per  primo  elemento  B  ; 
questo  nuovo  ordine  si  può  dire  concorde  al  primitivo. 

Il  carattere  comune  agli  infiniti  ordini  concordi,  differenti 
per  l'elemento  iniziale,  dicesi  verso;  la  forma  possiede  dunque 
due  versi  opposti;  ed  un  ordine  è  fissato  quando  se  ne  dia 
l'elemento  iniziale  ed  il  verso. 

Un  terzo  postulato  afferma  che  in  ogni  tratto  di  forma  di 
prima  specie  esistono  infiniti  elementi: 

III.  In  ciascuno  degli  ordini  aventi  A  per  elemento  iniziale 
esistono  infiniti  elementi  die  precedono  un  secondo  elemento  B 
assegnato  ad  arbitrio.  In  altre  parole:  gli  elementi  di  una  farina 
di  prima  specie  costituiscono  un  insieme  denso  (o  condensato)] 
adottando  l' ultimo  aggettivo  per  designare  un  insieme  ordinato 
(di  numeri,  punti,  ecc.)  tale  che,  fissati  comunque  due  ele- 
menti A  e  B  dell'  insieme,  esistano  infiniti  elementi  dell'  in- 
sieme che  seguono  A  e  precedono  B.  Tra  gli  esempi  sopra  ci- 
tati, suggeriti  dall'aritmetica,  si  osserverà  che  è  denso  l'insieme 
dei  numeri  razionali  e,  a  più  forte  ragione,  di  tutti  i  numeri 
reali;  mentre  non  è  denso  l'insieme  dei  numeri  interi. 

Un  quarto  postulato  stabilisce  il  carattere  proiettivo  degli 
ordini,  ecc.  : 

IV.  L'ordine,  e  quindi  il  verso,  sopra  una  forma  di  prima 
specie,  hanno  carattere  proiettivo. 

Esercizi  (*).  —  1)  Fissato  sopra  una  punteggiata  a  di  un  piano  il 
verso  positivo,  in  ogni  fascio  S  del  piano  rimane  fissato  il  verso  positivo, 
precisamente  quel  verso  Sia)  che  si  ottiene  proiettando  il  verso  di  a;  fanno 
solo  eccezione  quei  fasci  i  cui  centri  appartengono  ad  a.  Se  a  è  la  retta 
all'infinito,  in  ogni  fascio  proprio  del  piano  rimane  fissato  il  verso  positivo 
delle  rotazioni,  il  quale  ha  dunque  carattere  metrico.  Per  dualità  piana: 
fissato  in  un  fascio  A  il  verso  positivo,  sopra  ogni  retta  s  del  piano  non 
passante  per  A  rimane  fissato  un  verso  positivo  s{A).  Qui  non  si  presenta 
una  particolarità  metrica  come  nel  caso  duale. 

2)  Fissati  i  versi  positivi  sopra  due  punteggiate  a,  b  di  un  piano,  i 
punti  S  del  piano  vengono  distribuiti  in  due  regioni  angolari;  alla  prima 


(*)  Gli  esercizi  di  questo  n°.  possono  dodursi  rigorosamonto  dai  postulati  che  pre- 
cedono. Ma  lo  studioso  può  limitarsi  a  giustificare  questi  esercizi  in  base  a  considera- 
zioni intuitive;  notando  ad  es.,  per  l'es.  2),  che,  se  il  punto  S  descrive  un  cammino  con- 
tinuo nel  piano,  i  due  versi  S{a),  S{b)  rimangono  concordi  o  discordi  finche  uno  dei 
due  non  diviene  indeterm.inato,  finché  dunque  S  non  attraversa  006;  ecc. 
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regione  (+)  appartengono  i  punti  per  cui  verso  S{a)  =  verso  S{b);  alla 
seconda  regione  (  —  )  i  punti  per  cui  verso  S{a)  =  —  verso  S{b);  fanno 
solo  eccezione  i  punti  di  e  e  di  6,  clie  separano  l'una  dall'altra  le  due  re- 
gioni. Due  punti  di  regioni  diverse  sono  separati  dalle  intersezioni  della 
loro  congiungente  con  a  e  h\  mentre  il  contrario  succede  per  due  punti 
di  una  stessa  regione.  Si  faccia  vedere  come  dualmente  il  piano  rigato 
venga  diviso  in  due  regioni  col  fissare  i  versi  positivi  in  due  fasci  A,  B. 

3)  Fissati  i  versi  positivi  sopra  tre  punteggiate  a,  fe,  e,  non  concor- 
renti, di  un  piano  punteggiato,  questo  viene  diviso  in  2"^  =  4  regioni 
triangolari  (+,+)>  (+,—),  (—,+),  (—,—);  ^a  regione  a  cui  un 
punto  S  appartiene  dipende  dai  segni  con  cui  valgono  le  uguaglianze 
verso  S{a)  =  ±  verso  S{b)  =  zh  verso  S{c).  Le  rette  a,  ò,  e  stabiliscono 
i  confini  tra  le  dette  regioni.  Questione  duale  relativa  al  piano  rigato. 

4)  Questioni  analoghe  alle  precedenti  nella  ipotesi  che  siano  date  n 
punteggiate  od  n  fasci  coi  versi  positivi. 

5)  Eissato  il  verso  positivo  sopra  un  fascio  di  rette  di  sostegno  a 
entro  una  stella  di  rette,  nel  fascio  di  piani  che  ha  per  asse  una  retta  s 
della  stella  (non  appartenente  ad  a)  rimane  fissato  un  verso  positivo  s{a) 
prospettivo  al  verso  del  fascio.  Questione  duale  nella  stella  di  piani. 

6)  Fissati  i  versi  positivi  sopra  due  fasci  di  rette  a,  i3  di  una  stella  di 
rette,  questa  vien  divisa  in  due  regioni,  appartenendo  alla  prima  (-|-)  o  alla 
seconda  (  —  )  regione  una  retta  s.  secondo  che  l'crso  s{a)  =  ziz  verso  s{fi). 
Questione  duale  per  la  stella  di  piani. 

7)  Fissato  il  verso  positivo  sopra  una  punteggiata  a,  in  ogni  fascio 
di  piani  il  cui  asse  s  non  incontri  a,  rimane  fissato  un  verso  positivo  s(a); 
e  dualmente  se  a  è  l' asse  di  un  fascio  di  piani  ed  s  il  sostegno  di  una 
punteggiata. 

8)  Fissati  i  versi  positivi  sopra  due  punteggiate  a,  b  comunque  situate 
nello  spazio,  le  rette  (assi)  delio  spazio  vengono  distribuite  in  due  regioni, 
ed  una  retta  s  appartiene  alla  prima  o  alla  seconda  regione  secondo  che 
verso  s{a)  =  +  verso  s{b).  Dualmente:  fìssati  i  versi  positivi  nei  fasci 
di  piani  aventi  per  assi  a  e  ft,  le  rette  (punteggiate)  dello  spazio  vengono 
distribuite  in  due  regioni,  ed  una  retta  t  appartiene  alla  prima  o  alla  se- 
conda regione  secondo  che  i  due  versi  t{a),  tib)  segati  dai  due  fasci  sopra 
t  sono  uguali  od  opposti.  Questa  seconda  distribuzione  non  differisce  dalla 
prima  ;  precisamente,  fissati  comunque  i  versi  positivi  sulle  punteggiate  a,  b 
(versi  di  traslazione)  e  il  verso  positivo  (di  rotazione)  nel  fascio  a,  si  può 
fissare  il  verso  positivo  (  di  rotazione  )  nel  fascio  b  in  tal  guisa,  che  le  rette  s 
da  cui  i  versi  positivi  di  traslazione  sopra  a  e  b  vengono  proiettati  me- 
diante uno  stesso  verso,  coincidano  colle  rette  t  sopra  cui  i  versi  positivi 
di  rotazione  intorno  ad  a  e  &  segano  uno  stesso  verso.  A  queste  distribu- 
zioni sfuggono  soltanto  le  rette  che  si  appoggiano  ad  a  o  ò. 

9)  L'ultimo  risultato  dimostra  che,  quando  per  una  determinata  retta  a 
dello  spazio  venga  associato  ad  un  determinato  verso  di  traslazione  un  de- 
terminato verso  di  rotazione,  sopra  ogni  altra  retta  6  dello  spazio  rimane 
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associato  ad  un  verso  di  traslazione  un  verso  di  rotazione;  (se  ad  es.  h  è 
sghemba  con  a,  si  associerà  al  verso  di  traslazione  segato  su  b  dal  fascio  a 
il  verso  di  rotazione  proiettante  da  b  la  punteggiata  a).  Chiamando  verso 
elicoidale  intorno  ad  una  retta  a  la  riunione  di  un  verso  di  traslazione 
lungo  a  con  un  verso  di  rotazione  intorno  ad  a,  possiamo  dire  :  «  fissato 
un  verso  elicoidale  intorno  ad  una  retta,  rimane  pure  fissato  il  verso  eli- 
coidale intorno  ad  ogni  altra  retta  dello  spazio  ».  Lo  spazio  possiede  due 
versi  elicoidali  che  ordinariamente  vengono  detti  destrorso  e  sinistrorso. 
Questi  sono  definiti  per  via  proiettiva,  come  accade  per  i  versi  sopra  una 
forma  di  prima  specie.  Iti  vece  i  versi  sopra  una  forma  di  seconda  specie 
(ad  es.  il  verso  di  rotazione  sopra  un  piano)  non  possono  esser  definiti, 
se  non  quando  si  fissi  un  ente  convenzionale  di  riferimento  (ad  es.  la  retta 
all'infinito). 

*  20.  Il  postulato  della  continuità.  —  I  postulati  I  e  III, 
secondo  i  quali  gli  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  (fatta 
astrazione  da  uno  tra  questi)  formano  un  insieme  ordinato  e 
denso,  stabiliscono  una  analogia  tra  le  forme  di  prima  specie  e 
l'insieme  dei  numeri  reali.  L'analogia  appare  anche  più  spic- 
cata quando  si  faccia  la  considerazione  seguente,  la  quale  è 
affine  a  quella  che  serve  nell'aritmetica  per  introdurre  i  numeri 
irrazionali. 

Si  concepiscano  gli  elementi  di  una  forma  di  prima  specie, 
ad  es.  di  una  punteggiata,  in  uno  dei  loro  ordini,  che  si  ot- 
terrà fissando  un  primo  elemento  A  ed  un  verso.  Allora  un 
elemento  X  della  forma,  distinto  da  A,  determina  una  sepa- 
razione in  due  classi  degli  elementi  della  forma;  la  prima 
classe  essendo  costituita  dagli  elementi  che  in  quell'ordine 
precedono  X,  la  seconda  classe  dagli  elementi  che  non  pre- 
cedono X  (cioè  che  seguono  X,  più  lo  stesso  X).  Le  due 
classi  hanno,  come  è  chiaro,  le  proprietà  seguenti:  1)  ogni 
elemento  della  forma,  senza  eccezioni,  appartiene  alla  prima  o 
alla  seconda  classe  (ad  es.  A  appartiene  alla  prima  classe,  ed  X 
alla  seconda);  2)  ogni  elemento  della  prima  classe  precede  nel 
verso  fissato  ogni  elemento  della  seconda  classe. 

Ora  volendo  invertire  questa  osservazione,  supponiamo  che 
in  un  modo  qualsiasi,  ma  senza  l'intervento  dell'elemento  X, 
gli  elementi  di  una  forma  di  prima  specie,  sopra  cui  sia  già 
fissato  un  ordine,  vengano  separati  in  due  classi  soddisfacenti 
alle  due  condizioni  enunciate:  1)  che  ogni  elemento  della  forma, 
senza  eccezione,  appartenga  alla  prima  o  alla  seconda  classe; 
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2)  che  ogni  elemento  della  prima  classe  preceda  un  elemento 
della  seconda  classe.  Si  domanda  se  rimanga  con  ciò  comple- 
tamente individuato  un  elemento  (di  separazione)  X  dotato 
della  proprietà  che  ogni  elemento  precedente  X  appartenga  alla 
prima  classe,  ed  ogni  elemento  seguente  X  appartenga  alla 
seconda  classe.  La  questione  non  può  venir  risolta  mediante 
una  deduzione  logica  dai  postulati  già  ammessi,  perchè  qui  si 
tratta  di  un  concetto  essenzialmente  distinto  da  quelli  a  cui  i 
detti  postulati  si  riferiscono;  non  può  nemmeno  venir  risolta 
sperimentalmente,  giacché  è  chiaro  che  una  esperienza  in  pro- 
posito non  potrebbe  dare  nessuna  risposta  precisa.  Tuttavia  il 
concetto  che  generalmente  ci  formiamo  di  tratto  continuo  di 
retta  (o  curva,  o  forma  di  prima  specie),  ci  induce  a  rispon- 
dere affermativamente  alla  domanda  ora  enunciata;  tanto  più 
che  una  risposta  negativa  porterebbe  complicazioni,  almeno  di 
linguaggio,  nello  sviluppo  della  Geometria. 

Siamo  dunque  portati  ad  ammettere  il  seguente: 
Postulato  della  coutiuuità  (^).  Fissato  un  ordine  sopra  una 
forma  di  prima  specie  e  distribuiti  gli  elementi  della  forma  in 
due  classi,  in  guisa  che  ogni  elemento  appartenga  alla  prima  o 
alla  seconda  classe,  ed  ogni  elemento  della  prima  classe  preceda 
ogni  elemento  della  seconda,  rimane  individuato  sulla  forma  un 
elemento  X,  dotato  della  proprietà  che  ogni  elemento  precedente 
X  appartiene  alla  prima  classe,  ed  ogni  elemento  seguente  X  ap- 
partiene alla  seconda  classe.  L'elemento  X  stesso  appartiene  alla 
prima  o  alla  seconda  classe,  secondo  la  legge  con  cui  le  due 
classi  sono  definite. 

Il  postulato  si  può  anche  presentare  premettendo  la  defi- 
nizione di  insieme  continuo.  Si  dice  che  un  insieme  ordinato 
e  denso  (di  numeri,  punti,  ecc.)  è  continuo,  quando  ogni  divi- 
sione dell'insieme  in  due  classi  soddisfacenti  alle  proprietà  1) 
e  2)  sopra  riferite  individua  un  elemento  x  {ài  separazione) 
appartenente  all'insieme,  e  tale  che  ogni  elemento  precedente  x 
appartenga  alla  prima  classe  ed  ogni  elemento  seguente  x  ap- 
partenga alla  seconda  classe.  Cosi  ad  es.  è  chiaro  che  l'insieme 


(1)  Enunciato  in  termini  precisi  da  Dedekind  (1872),  ma  del  resto  am- 
messo come  evidente  anche  prima. 
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dei  numeri  razionali  non  è  continuo,  mentre  è  continuo,  per 
definizione,  l'insieme  di  tutti  i  numeri  reali.  Orbene  il  postu- 
lato di  Dedekind  afferma  che  gli  dementi  di  una  forma  di 
prima  specie  costituiscono  un  insieme  continuo. 

*  31.  Corrispondenze  fra  punti  di  nna  retta  e  numeri  reali.  — 
L'analogia  rilevata  tra  elementi  di  una  forma  di  prima  specie 
e  numeri  reali  appare  sotto  l'aspetto  più  luminoso,  quando  si 
dimostri  che  si  può  associare  ad  ogni  elemento  della  forma  un 
numero  reale,  in  guisa  che  dato  l'elemento  sia  individuato  il 
numero,  e  dato  il  numero  sia  individuato  l' elemento,  e  in  guisa 
che  siano  soddisfatte  inoltre  certe  condizioni  di  ordinamento  e 
continuità  sulle  quali  ci  fermeremo  poi. 

A  stabilire  una  corrispondenza  siffatta  tra  elementi  e  numeri 
si  potrebbe  arrivare  per  via  puramente  proiettiva,  senza  intro- 
durre (almeno  sotto  la  forma  ordinaria)  il  concetto  di  misura. 
Ma  occorrebbe  premettere  una  lunga  serie  di  proprietà  che  noi 
stabiliremo  nel  seguito,  e  solo  in  parte.  Si  riesce  invece  allo 
scopo  nel  modo  più  semplice  se  si  fa  uso  dei  concetti  metrici 
noti  dalla  Geometria  elementare.  Questa  via  noi  seguiremo, 
abbandonando  pel  momento  la  Geometria  proiettiva  pura.  Noi 
faremo  uso  adunque  dello  comuni  nozioni  di  uguaglianza  di 
segmenti,  angoli ...  ;  ci  serviremo  di  segmenti  o  angoli  multi- 
ph  o  summultipli  di  un  dato  segmento  o  angolo  ;  e  supporremo 
tacitamente,  finché  non  si  avverta  il  contrario,  che  i  punti,  le 
rette,  o  i  piani,  di  cui  parleremo,  siano  propri,  i  segmenti  finiti  ecc. 
Dovremo  poi  distinguere  e  trattare  a  parte  il  caso  della  pun- 
teggiata dal  caso  dei  fasci  perchè,  come  fu  già  avvertito  più 
volte,  queste  forme  differiscono  sotto  l'aspetto  metrico.  Occu- 
piamoci anzitutto  delle  punteggiate. 

Sia  data  una  retta  w,  col  verso  positivo,  e  sopra  questa 
un  punto  0  che  diremo  origine  o  punto  zero;  il  detto  punto, 
insieme  al  punto  all'infinito  di  m,  spezza  la  retta  u  in  due 
semirette  che  potranno  dirsi  positiva  e  negativa  secondo  il  verso 
che  dovrebbe  seguire  un  punto,  il  quale  si  allontanasse  da  0 
sulla  corrispondente  semiretta.  Si  fissi  inoltre  sopra  u  e  dalla 
banda  positiva  di  0  un  punto  che  indicheremo  con  1  e  chiame- 
remo punto  unità;  il  segmento  01  sarà  V  unità  lineare. 

1)  Costruiamo  anzitutto  sopra  u  una  serie  di  segmenti  12, 
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'23,  34 .  .  .  tutti  uguali  al  segmento  unità  ed  ugualmente  diretti, 
ciascuno  dei  quali  abbia  come  primo  estremo  l'ultimo  estremo 
del  precedente;  ed  una  serie  di  segmenti  uguali  ma  diretti  in 
senso  opposto  0  —  1,  —  1  —  2,  —  2  —  3  .  .  .  costruiamo  dalla 
banda  negativa  di  0.  Questa, operazione  si  può  continuare  ali"  infi- 
nito senza  mai  esaurire  la  retta,  giacché  la  retta  (secondo  la  geo- 
metria metrica  euclidea)  è  infinita  nei  due  sensi.  Otteniamo  cosi 
sopra  u  una  serie  di  infiniti  punti,  a  ciascuno  dei  quali  è  asso- 
ciato un  numero  intero,  positivo  o  negativo,  che  diremo  ascissa 
del  punto:  chiameremo,  pel  momento,  punti  interi  i  punti  così  se- 
gnati. Osserviamo  che  l' insieme  dei  punti  interi  è  ordinato  come 
l'insieme  dei  numeri  corrispondenti,  perchè  ad  ascisse  crescenti 
corrispondono  punti  procedenti  in  verso  positivo  :  non  è  denso, 
al  contrario  è,  come  si  vuol  dire,  discreto^  esprimendo  con  ciò 
il  fatto  che  tra  due  punti  dell'insieme  è  contenuto  un  numero 
finito    (zero  incluso)     di 

punti  dell" insieme.  Osser-  . , .    .    .    ,    „    '^,  ^ 

viamo    finalmente    che   ò         '^         '^         o  ^  ,  i  i       z  ,5 

soddisfatto  il  postulato  di 

Archimede  (^),  il  quale  afferma,  in  sostanza,  che  un  punto  qual- 
siasi, proprio,  della  retta  m,  o  coincide  con  uno  dei  punti  interi 
già  segnati,  o  si  trova  compreso  tra  due  punti  interi  consecutivi. 
2)  Dividiamo,  in  secondo  luogo,  il  segmento  unità  01  in 
un  numero  intero  n  qualsiasi  di  parti  uguali,  e  sia  ^/„  il  primo 
punto  di  divisione  a  partire  da  0.  Operiamo  col  segmento  0  ^1  „ 
nello  stesso  modo  come  abbiamo  operato  col  segmento  unità, 
ottenendo  cosi  i  punti  ^/„,  ^/„,  .  .  .  e  i  punti  —  V'„,  — •  2/„  .  .  .;  e 
immaginiamo  di  ripetere  la  stessa  operazione  in  corrispondenza 
ad  ogni  valore  intero  di  n.  Costruiremo  cosi  infiniti  punti  (tra 
cui  sono  compresi  i  punti  interi),  ognuno  dei  quali  sarà  asso- 
ciato ad  un  numero  razionale  ^,  ascissa  del  pvmto,  m  ed  n 
essendo  interi  che  possono  supporsi  primi  tra  loro  ;  e  viceversa  ad 
ogni  numero  razionale  sarà  associato  uno  dei  detti  punti.  Chiame- 
remo questi  ultimi,  provvisoriamente,  punti  razionali.  L'insieme 
dei  punti  razionali  è  ordinato  come  l' insieme  dei  numeri  corri- 


(')  Non  si  tratta  veramente  di  xva  nuovo  postulato,  giacché  si  dimo- 
stra che  esso  è  un  corollario  del  postulato  della  continuità. 
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spendenti;  ed  è  denso  (n.°19),  giacché  tra  due  punti  razionali  esi- 
stono infiniti  altri  punti  razionali.  Tuttavia  il  detto  insieme  non 
è  continuo,  e  non  esaurisce  la  retta;  sopra  u  esistono  infiniti 
punti  che  non  appartengono  all'insieme  dei  punti  razionali. 
Uno  di  quelli  si  ottiene  ad  es.  portando  sopra  u  a  partire  da  0, 
in  verso  arbitrario,  un  segmento  uguale  alla  diagonale  del 
quadrato  avente  per  lato  il  segmento  unità.  Noi  cercheremo 
ora  di  associare  i  punti  rimanenti  di  u  ai  numeri  irrazionali,  di 
cui  non  ci  siamo  ancora  serviti. 

3)  Sia  X  un  punto  della  retta  u  non  appartenente  all'in- 
sieme dei  punti  razionali.  Il  punto  x  determina  una  divisione 
m  due  classi  A,  B  dei  punti  razionali,  in  virtù  della  quale 
entrano  nella  prima  classe  A  quei  punti  razionali  a  che  pre- 
cedono X  (nel  verso  positivo),  e  nella  seconda  classe  B  i 
punti  razionali  ò  rimanenti,  i  quali  tutti  seguono  x.  Se  ora  for- 
miamo similmente  due  classi  numeriche,  l'una  A  colle  ascisse  a 
dei  primi  punti,  l'altra  B  colle  ascisse  ò  dei  secondi  punti, 
avremo  diviso  l'insieme  dei  numeri  razionali  in  due  classi  A,  B 
tali  che  ogni  numero  razionale  appartiene  alla  prima  classe  o 
alla  seconda,  e  che  ogni  numero  della  classe  A  precede  ogni 
numero  della  classe  B.  Ma  una  siffatta  spartizione  aritmetica 
definisce  un  numero,  nel  nostro  caso  irrazionale,  x  =  {A,  B\ 
che  si  dice  superiore  ai  numeri  ài  A  q  inferiore  ai  numeri  di  B. 
Noi  assoderemo  questo  numero  irrazionale  x  al  punto  x  as- 
segnato; diremo  che  quel  numero  è  V  ascÀssa  del  detto  punto. 
Vediamo  così  che  dato  il  punto  x,  è  pienamente  determinata  la 
sua  ascissa. 

Inversamente,  sia  dato  un  numero  irrazionale  x,  definito 
mediante  la  spartizione  in  due  classi  A,  B  di  tutti  i  numeri 
razionali.  Sostituendo  ad  ogni  numero  razionale  il  punto  corris- 
pondente sulla  retta,  verremo  a  distribuire  in  due  classi  A  g  B 
i  punti  razionali  della  retta,  per  modo  che  ogni  punto  razionale 
appartiene  alla  classe  A  o  alla  classe  B,  ed  ogni  punto  della 
classe  A  precede  ogni  punto  della  classe  B.  Le  due  classi  non 
contengono  però  complessivamente  ttitti  i  punti  della  retta  m; 
ma  è  facile  inserire  in  quelle  i  punti  che  vi  mancano.  Basta 
infatti  aggregare  alla  classe  A  ogni  altro  punto  che  preceda 
un  qualche  punto  della  classe  stessa,  ottenendo  cosi  una  classe 
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pili ampia  che  chiameremo  A^]  poi  aggregare  alla  classe  B 
tutti  i  punti  rimanenti  della  retta,  vale  a  dire  i  punti  che 
seguono  tutti  i  punti  di  A,  ottenendo  cosi  una  nuova  classe 
Bq  contenente  B.  Ora  è  chiaro  che  ogni  punto  della  retta  entra 
nella  classe  Aq  o  nella  classe  Bq\  che  inoltre  ogni  punto  della 
classe  .4(1  precede  ogni  punto  della  classe  Bq.  Ma  due  classi 
cosi  fatte  definiscono,  per  il  postulato  della  continuità,  un 
punto  X  della  retta,  tale  che  ogni  punto  precedente  x  appar- 
tiene ad  Aq  ed  ogni  punto  seguente  x  appartiene  a  Bq.  Diremo 
che  quel  punto  x  corrisponde  al  numero  irrazionale  x  assegnato 
(ascissa  del  punto);  il  punto  in  questione  ha  la  proprietà  di 
seguire  i  punti  di  ascissa  inferiore  e  precedere  i  punti  di  ascissa 
superiore. 

Con  ciò  è  pienamente  raggiunto  lo  scopo  propostoci  di 
stabilire  una  corrispondenza  fra  i  punti  della  retta  e  i  numeri 
reali. 

22.  Ascisse  sulla  punteggiata.  (Viète,  secolo  XVI).  — 
Riassumiamo  in  due  parole  il  risultato  della  discussione  pre- 
cedente. 

«  Data  una  retta  propria,  sopra  cui  siano  fissati  il  verso 
«  positivo  ed  un  punto  proprio  0,  origine,  dato  inoltre  un  seg- 
«  mento  finito  che  si  assume  come  unità  lineare,  ad  ogni  punto  P 
«  della  retta  viene  associato  un  numero  reale,  ascissa  del  punto,  il 
«  quale  misura  la  distanza  OP,  ed  è  preceduto  dal  segno  -{- o  — , 
«  secondo  che  per  andare  da  0  in  P  lungo  il  segmento  finito 
«  si  percorre  la  retta  in  verso  positivo  o  negativo.  Viceversa 
«  ad  ogni  numero  reale  è  associato  un  punto  della  retta  avente 
«  quel  numero  come  ascissa  ».  La  corrispondenza  fra  punti  ed 
ascisse  si  suol  dire  perciò  univoca  in  doppio  senso  o  biunivoca. 

L' origine    ha   per   ascissa 
zero]   due  punti  simmetrici  ri-  ^ 

spetto  ad  0  hanno  ascisse  uguali  o  p 

ed  opposte  ;  il  punto  all'infinito 

della  retta  non  ha  alcuna  ascissa,  o,  se  si  vuole,  ha  per  ascissa 
±  Gc,  intendendo  dire  con  ciò  che  se  un  punto  si  allontana  al- 
l' infinito  sulla  retta,  la  sua  ascissa  va  crescendo  senza  limite  in 
valore  assoluto,  con  segno  dipendente  dal  verso  in  cui  il  punto 
si  muove. 
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23.  Sistema  di  coordinate  sopra  una  forma  fondamentale. 

—  La  corrispondenza  che,  col  mezzo  delle  ascisse,  viene  a  sta- 
bilirsi tra  punti  propri  di  una  retta  e  numeri  reali,  oltre  ad 
essere  biunivoca,  è  pure  ordinata  e  continua.  E  ordinata^  per- 
chè a  numeri  disposti  in  ordine  crescente,  corrispondono  punti 
procedenti  in  un  dato  verso  (positivo)  sulla  retta.  È  continua^ 
perchè,  detta  x  l'ascissa  di  un  punto  proprio  qualsiasi  X, 
si  può  includere  il  detto  punto  in  un  segmento  MN  tale, 
che  la  differenza  tra  F  ascissa  y  di  un  punto  qualsiasi  del 
detto  segmento  MN  e  l'ascissa  x  di  X  riesca  in  valore 
assoluto  minore  di  una  quantità  positiva  comunque  assegnata 
d,  cioè  \y  —  x\  <C  d\  basta  infatti  a  tale  scopo  assumere  come 
punti  M  eà  N  quelli  che  hanno  per  ascissa  rispettivamente 
X  —  -g-  e  X  -|-   ,y  ,    osservando  che  ogni  punto  del    segmento 

MN  ha  allora  una  ascissa  y  tale  che  x :,-  ^  y  "^  x  -\-  -^^ 

donde   segue    \y  —  x\  ^    .^    <;  d. 

Ora  esistono  svariatissimi  metodi,  di  cui  alcuni  saranno 
indicati  nel  seguito,  per  riferire  in  modo  biunivoco  e  continuo 
i  punti  di  una  punteggiata  (uno  escluso)  ai  numeri  reali; 
ognuno  di  questi  metodi  dà  luogo  ad  un  sistema  di  coordinate^ 
chiamandosi  coordinata  di  un  punto  il  numero  che  gli  corri- 
sponde. Un  particolare  sistema  di  coordinate  è  il  sistema  delle 
ascisse  di  cui  ora  abbiamo  discorso. 

Anche  gli  elementi  (uno  eccettuato)  di  un  fascio  di  rette 
o  di  piani  possono  riferirsi  in  modo  biunivoco  e  continuo  (^) 
ai  valori  di  una  variabile  reale,  che  si  dirà  coordinata  del  corris- 
pondente elemento.  Ciò  si  ottiene  ad  es.  quando  si  seghi  il  detto 
fascio  con  una  trasversale  propria  m,  per  modo  che  ad  ogni 
elemento  a  del  fascio  corrisponda  sopra  u  un  punto  Aj  sezione 
di  a:  si  fissi  poi  sopra  u  un  sistema  di  coordinate,  ad  es.  di 
ascisse,  e  si  associ  ad  ogni  elemento  a  del  fascio  quel  numero  x 
che  è  ascissa  del  corrispondente  punto  A  di  u. 

Osseryazìoue.  —  Appunto  per  la  possibilità  di  rappresentare  in  modo 
biunivoco  e  continuo  ciascun  elemento  di  una  punteggiata  o  di  un  fascio 
di  rette  o  piani  mediante  un  numero  reale,  queste  tre  forme  fondamemtali 


(^)  La  definizione  di  corrispondenza  continua  data  sopra  a  proposito 
delle  punteggiate  si  trasporta  subito  al  fascio  di  rette  o  piani,  pur  di  sosti- 
tuire alla  parola  segmento,  la  parola  angolo  o  diedro. 
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furono  dette  di  prima  specie.  Si  riconosce  infatti  che  la  stessa  possibilità 
non  sussiste  per  le  forme  di  specie  superiore;  ad  es.  nel  piano  punteggiato 
(o  nelle  altre  forme  di  secowrZa  specie)  occorre  la  conoscenza  di  due  numeri, 
coordinate,  per  definire  un  punto  (o  un  elemento)  quando  si  esiga  che  la  cor- 
rispondenza tra  punto  e  numero,  oltre  ad  esser  biunivoca,  sia  continua.  Si 
noti  però  che  queste  considerazioni  cadrebbero  quando  si  abbandonasse  la 
condizione  della  continuità  nella  corrispondenza.  Infatti  G.  Cantor  ha  dimo- 
strato (1877)  che  si  può  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca,  ma  non  con- 
tinua, tra  i  singoli  punti  di  un  piano,  o  dello  spazio,  e  i  singoli  numeri  reali. 

24:.  Il  metodo  analitico.  —  Lo  scopo  per  cui  si  fissa  un 
sistema  di  coordinate  sopra  una  forma  geometrica  non  è  vera- 
mente quello  di  mettere  in  luce  V  analogia  che  passa  tra  la 
forma  e  l'insieme  dei  numeri,  ma  piuttosto  quello  di  approfit- 
tare della  detta  analogia  per  tradurre  ogni  relazione  geometrica 
tra  gli  elementi  della  forma  in  una  relazione  analitica  tra  i  nu- 
meri che  son  coordinate  degli  elementi  stessi,  sfruttando  in  tal 
guisa  le  risorse  dell'analisi  a  vantaggio  della  geometria. 

Così,  per  limitarci  alle  forme  di  prima  specie,  anzi  alle 
punteggiate,  osserveremo  che  un  proljlema  relativo  ad  una  pun- 
teggiata potrà  in  generale  enunciarsi  nei  termini  seguenti  : 
«  Dati  più  punti  J.,  B.  .  . .  di  una  retta,  determinare  sulla  retta 
«  uno  o  più  punti  X,  .  .  .  legati  ai  punti  dati  da  relazioni  geo- 
«  metriche  assegnate  ».  Se  ora  noi  fissiamo  sulla  retta  un  sistema 
di  coordinate,  ad  es.  ascisse,  e  chiamiamo  »,  ò  ...  le  coordinate 
di  A,  B  .  .  .  che  potremo  ritener  note,  ed  x,  ...  le  coordinate 
incognite  di  X,  .  .  . ,  il  problema  geometrico  proposto  si  tradurrà 
in  un  problema  analitico  «  dati  più  numeri  a,  6  . . .  ,  calcolarne 
«  altri  ic, .  .  .  che  siano  legati  a  quelli  da  relazioni  analitiche 
«  assegnate  ». 

Anzi  il  primo  passo  da  percorrere  nella  via  qui  tracciata 
consiste  nel  tradurre  le  relazioni  geometriche  del  primo  enun- 
ciato nelle  relazioni  analitiche  equivalenti  del  secondo;  fatto 
ciò,  si  sarà  messo  in  equazione  il  problema  primitivo.  Il  secondo 
passo  consiste  nel  trasformare  e  risolvere,  quando  sia  possibile, 
le  equazioni  rispetto  alle  incognite  x, .  .  .  che  esse  contengono, 
ufficio  questo  spettante  all' Analisi  (Algebra,  Calcolo  infinitesi- 
male .  .  .  ).  Il  terzo  passo  finalmente  consiste  nella  interpretazione 
sulla  figura  primitiva  dei  risultati  del  procedimento  analitico 
(costruzione  dei  punti  incogniti  X,  . . .  ,  discussione,  ecc.). 
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Similmente  si  procede  quando  si  debba  dimostrare  anali- 
ticamente un  teorema  relativo  a  una  figura  geometrica  ;  si 
tradurranno  le  ipotesi  e  la  tesi  in  relazioni  analitiche  tra  le 
coordinate  degli  elementi  della  figura;  e  tutto  si  ridurrà  a  far 
vedere  che  la  relazione  traducente  la  tesi  è  conseguenza  delle 
relazioni  traducenti  le  ipotesi. 

Il  complesso  di  tutti  quei  procedimenti  che  permettono  di 
trattare  una  questione  geometrica  col  mezzo  delle  coordinate, 
costituisce  la  Geometria  analitica^  la  quale  è  dunque  un  insieme 
di  metodi  e  non  un  insieme  di  proprietà  (a  differenza  della 
Geometria  proiettiva,  n.°  12).  Di  fronte  alla  Greometria  analitica 
sta  la  Geometria  sintetica,  la  quale  studia  direttamente  le  figure 
geometriche  senza  il  sussidio  del  calcolo,  e  le  trasforma  mediante 
operazioni  geometriche  anziché  mediante  procedimenti  analitici. 
Una  stessa  questione  geometrica,  in  particolare  di  Geometria 
proiettiva,  può  esser  trattata  o  per  via  analitica  o  per  via 
sintetica,  come  apparirà  chiaramente  dal  seguito. 

25.  Relazioni  tra  più  segmenti  di  una  retta.  —  Per  appli- 
care il  sistema  delle  ascisse  allo  studio  delle  proprietà  della 
punteggiata,  occorre  premettere  una  osservazione.  Sopra  una 
retta  u,  sulla  quale  sia  fissato  il  verso  positivo,  stiano  due 
punti  A,  B.  Noi  indicheremo  con  AB  \\  valore  del  segmento 
finito  congiungente  i  due  punti,  misurato  con  una  unità  lineare 
prestabilita,  e  preso  col  segno  -j-  o  —  secondo  che  per  andare 
da  A  in  B,  seguendo  il  segmento  stesso,  si  percorre  la  retta 
in  verso  positivo,  o  negativo;  in  altri  termini  AB  è  l'ascissa 
di  B  rispetto  all'origine  A.  Segue  subito  che  sarà 
(1)  AB  —  —  BA,     ossia     AB  -\-  BA  —  0. 

Se   (7  è  un  terzo  punto  qualsiasi  della  retta,  tra  le   mutue 

distanze  dei  tre  punti  vale  sem- 

^  pre  la  relazione 

^  ^       ^  "        {2)       AB  -^  BC  =   AC, 

ossia  AB  -\-  BC-^  CA  =  0; 
la  quale  si  giustifica,  ad  es.,  facendo  vedere  che  sussiste  nei  sei 
casi  che  i  tre  punti   possono  presentare  rispetto   all'ordine  di 
successione.  La  (2)  può  anche  scriversi  sotto  la  forma 
(2')  AB  —  GB  —  CA. 
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Col  metodo  da  n  ad  n  -]-  1  si  riesce  poi  ad  estendere  la 

(2)  ad  un  numero  qualsiasi  di  punti  A,  B,  C . .  .  ,  H,  K  comun- 
que situati  sopra  u\  si  ha  precisamente 

(3)  AB  ^  BC  ^  ...  -^  HK  =  AK, 
ossia               AB  -^  BC  ^  . .  .  -^-  HK  -^  KA  =  0. 

26.  Distanza  di  due  punti  espressa  mediante  le  loro 
ascisse.  —  La  (2'),  quando  si  riguardi  C  come  origine  di  un 
sistema  di  ascisse,  ci  dice  subito  che  la  distanza  di  due  lìmiti 
è  espressa  dalla  differenza  tra  V ascissa  del  secondo  e  l'ascissa 
del  pruno  ]  in  formula 

(4)  AB  =  h  —  a, 
se  a  e  h  sono  le  ascisse  di  JL  e  ^. 

Come  applicazione  cerchiamo  l'ascissa  x  del  punto   medio 
M  del  segmento  AB-,  sarà  per  ipotesi  AM  =  MB  ossia 
X  —  a  =  b  —  X,    donde  x   =    "'-^~; 

l'ascissa  del  punto  medio  di  un  segmento  è  la  senùsomma  delle 
ascisse  degli  estremi. 

27.  Trasformazione  delle  ascisse.  —  Può  accadere  che  dopo 
aver  riferito  i  punti  di  una  rotta  ad  una  origine  0,  convenga 
riferire  i  punti  stessi  ad  una  nuova  origine  0'  (restando  immu- 
tato il  verso  e  l'unità  lineare). 

Quando   sia  nota  la   posizione     ^ ^_ ^* 

relativa  di  0  ed  0',  assegnando  ^  u'       f 

ad  es.  l'ascissa  h  di  0'  rispetto 

all'origine  0,  si  scrive  subito  la  relazione  che  lega  le  ascisse 
OP  ^:^  X.,  0' B  :=  x'  di  uno  stesso  punto  P  riferito  alle  due 
origini  (formola  per  la  trasformazione  dille  ascisse).  Si  ha  in- 
fatti   OP  =   0  0'  -\-  O'P,   ossia 

X  =^  x'  -{-  h,     .r'   =  X'  —  II. 

Esercizi.  I.  —  1)  Se  ^,  B,  C,  D  sono  quattro  punti  di  una  retta,  vale 
la  relazione  (di  Eulero)  AB  ■  CD  +  AC  •  DB  +  AD  ■  BG  ^  0. 

2)  Se  M  ed  N  sono  i  punti  medi  dei  segmenti  AB  q  CD,  si  ha 
'ÌMN  =   AC  -{-  BD  =  AD  -\-  BC. 

3)  Essendo  M  il  punto  medio  di  ^jB  e  P  un  punto  qualsiasi  della 
retta,  si  ha  PÀ  ■  PB  =   PM'  —  MA'. 

4)  Date  le  ascisse  degli  estremi  di  un  segmento,  calcolare  la  ascisse 
dei  punti  che  dividono  il  segmento  in  n  parti  uguali.  Calcolare  l'ascissa 
del  punto  che  divide  il  segmento  in  media  ed  estrema  ragione. 
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5)  Date  (mediante  le  ascisse)  due  coppie  di  punti  AB,  EF  sopra  una 
retta,  determinar  su  questa  (l'ascissa  di)  un  punto  M  tale  che  sia  MA  ■  M  B 
=   ME  ■  MF. 

6)  Il  verso  in  cui  si  succedono  tre  punti  di  una  retta  aventi  le  ascisse 
a,  b,  e,   concorda   col   segno   della   espresssione  {a  —  b)  (b  —  e)  (e  —  a). 

IL  —  7)  Dati  n  punti  Ai,  A2-,  ■  ■  ■  ■,  An  ài  una  retta,  determinare  su  que- 
sta un  punto  M  tale  che  risulti  nulla  la  somma  delle  distanze  di  M  dai  punti 
dati  moltiplicate  per  n  numeri  dati  (positivi  o  negativi)  j^h  P2ì  •  •  •  P"'i  ^^ 
simboli 

'y    p.  MA.     =    0. 

Il  punto  M  dicesi  baricentro  dei  punti  dati  presi  coi  pesi  p i,  P2ì  ■  ■  ■  Pni^)- 
e  nel  caso  che  i  pesi  siano  tutti  uguali  (ad  es.  uguali  ad  1),  M  dicesi 
centro  delle  medie  distanze.  In  qual  caso  il  baricentro  è  improprio?  quando 
indeterminato?  Si  dimostri  che  nell'ultima  ipotesi  ciascuno  dei  punti  dati 
è  baricentro  dei  rimanenti  presi  coi  pesi  loro  spettanti. 

8)  Coi  dati  dell'esercizio  precedente  determinare  sulla  retta  un  punto 
N  tale  che  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  di  N  da  A^,  A.2,  .  .  ■  molti- 
plicate per  P\  1  P2ì  •  •  ■  abbia  un  dato  valore  k: 

'2"  p.   NA'.    =   k. 

i    =   ì.  ' 

In  quale  caso  il  problema  ammette  due,  una,  o  nessuna  soluzione?  Si 
dimostri  che  il  primo  membro  dell'ultima  uguaglianza  ha  valore  minimo 
0  massimo  (secondo  che  2!  pi  ^  0)  quando  N  cade  nel  baricentro  dei 
punti  dati.  Quale  particolarità  presenta  il  problema  se  2! pi  =  0? 

9)  Nella  trattazione  dei  due  ultimi  problemi  e  degli  analoghi,  con- 
viene introdurre  la  nozione  seguente.  Detta  a;;  l'ascissa  di  Ai  rispetto  ad 
un  origine  0,  dicesi  momento  d'ordine  m  dei  punti  Ai  coi  pesi  pi  rispetto 
al  punto  0  la  somma 

i  r=  n 

I,n   =    .£^    PiK  (m   =   0,  1,...): 

per  m  =  1,  il  momento  dicesi  pure  statico  o  baricentrico\  per  w  =  2,  mo- 
mento d^ inerzia.  Riferiti  i  punti  Ai  ad  una  seconda  origine  0'  tale  che 
00'  =  h,  e  indicati  con  Z^',  Jg',  .  .  .  i  momenti  dei  punti  stessi  rispetto 
ad  0' ,  si  dimostrino  le  relazioni 

J/  =  Jj  -  Mo,      I,'  =  I2  -  2hli  +  hn^. 
10)  La  somma  dei  quadrati  delle  mutue  distanze  di  n  punti   allineati 
è  uguale  ad  n  volte  la  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dei  punti  stessi 
dal  centro  delle  medie  distanze.  In  simboli,  indicando  con  0  il  detto  centro, 

n^iOA^    =     ^ìu'^a', 

dove  la  prima  somma  va  estesa  ai  valori  i  =  1,  2 .  . .  w,  e  l'ultima  alle 
combinazioni  binarie  ik  dei  numeri  stessi. 


(1)  Per  la  costruzione  del  baricentro,  conformo  a  quella  insegnata  dalla  statica,  si 
veda  n."  32,  es.  8). 
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11)  Attribuendo  ai  punti  Ai  i  pesi  pi  ,e  indicando  con  0  il  baricentro 
dei  punti  stessi,  si  ha  la  relazione  più  generale 

(^,  Pi  ){^iPi  Oa')    =    2,,p,  p,  A^A,"- 

12)  Nelle  ipotesi  ultime,  detto  P  un  punto  qualunque  della  retta, 
vale  la  formola  (data  da  Lagrangk  per  punti  comunque  situati  nello  spazio) 

{^iPi){^iPiP^i)    -    0P^[2.p^y  =^   2!,,  p,p,A,aI. 

28.  Ascisse  angolari  nel  fascio  di  rette.  —  Volendo  esten- 
dere, per  quanto  è  possibile,  la  nozione  delle  ascisse  al  fascio 
proprio  di  rette,  siamo  indotti  ad  operare  sopra  gli  angoli  come 
abbiamo  operato  precedentemente  sopra  i  segmenti. 

Sia  S  il  centro  di  un  fascio  proprio,  del  quale  sarà  consi- 
derato per  ora  come  elemento  la  intera  retta.  Nel  fascio  sia 
segnato  il  verso  positivo  e  sia  fissata  una  retta  origine  o.  Si 
assuma  poi  un  determinato  angolo  come  unità  di  misura;  tale 
angolo  può  esser  preso  ad  arbitrio,  ma  si  conviene  d' ordinario  di 
scegliere  quelF  angolo  che  intercetta  sopra  un  cerchio,  avente  il 
centro  nel  vertice,  un  arco  uguale  al  raggio  (angolo  misurato  in 
gradi  da  57°  17'  54"  . . .).  Ciò  posto,  ad  ogni  valore  assegnato  qo, 
positivo  o  negativo,  corrisponde  una  determinata  retta  a,  tale 
che  l'angolo  6à  abbia  il  valore  qo; 
questa  retta  a  sarà  la  posizione 
finale  di  una  retta  mobile  la  quale 
parta  da  o  e  ruoti  intorno  ad  -S^, 
in  verso  positivo  o  negativo  se- 
condo il  segno  di  g),  di  un  angolo 
misurato  dal  valore  assoluto  di 
q).  Qui  però  non  può  dirsi  inver- 
samente che  ad  ogni  retta  a  del 
fascio  corrisponda  un  solo  an- 
golo g)j  a  meno  che  non  si  fac- 
ciano nuove  convenzioni.  Ciò  di- 
pende dal  fatto  che  la  retta  mobile,  dopo  aver  rotato  di  un  angolo 
finito  7c  (mezzo  giro)  intorno  ad  S,  in  verso  positivo  o  negativo, 
riprende  la  posizione  iniziale:  in  breve  il  fascio  è  una  forma 
di  estensione  finita  e  di  misura  n.  Se  dunque  indichiamo  con 
oa  il  valore  di  ogni  angolo  misurante  una  rotazione,  che  porti 


—  so- 
la retta  mobile    da    o   in  a,  dovremo    scrivere,    ove  sia    k  un 
numero  intero,  positivo,  nullo  o  negativo, 

0(2  r=  qo  -|-  ]ixi:^     ossia     oà  ^  q)  (mod.  7i). 

Possiamo  assumere  il  valore  di  oci  come  ascissa  angolare 
od  anomalia  della  retta  a  rispetto  all'  origine  o;  ricordando 
però  che  data  la  retta,  l'anomalia  è  determinata  solo  a  meno 
di  multipli  di  ji  Q-). 

Estesa  la  definizione  data  per  1'  angolo  oci,  ai  mutui  angoli 
di  più  rette  a,  è,  e,  .  .  .  di  un  fascio,  si  possono  scrivere  alcune 
relazioni  analoghe  a  quelle  del  n.°  25  colleganti  più  segmenti  di 
una  retta,  sostituendo  però  1'  uguaglianza  col] a  congruenza,  od 
anche  (quando  non  si  temano  equivoci)  scrivendo  l'uguaglianza, 
e  ricordando  che  questa  vale  a  meno  di  midtipli  di  ti.  In  tal 
senso  vanno  intese  le  relazioni 

i  ah  =--  ^  ba,       ossia       ah  -\-  ha  =  0 

^  ^->  ,-^  ^-^  ^^  ^^ 

(1)<  ah  -^  he  =  ac,     ossia      ah-{-hc-{-cti=^0 

^  ah  =  eh  — •  ca. 

Talvolta  nelle  questioni  metriche  si  preferisce  assumere  come 
elemento  del  fascio  proprio  la  semiretta  uscente  dal  centro,  o  la 
intera  retta  dotata  di  un  verso,  retta  orientata^  ciò  che  produce 
lo  stesso  effetto  quando  si  osservi  che,  dato  il  verso,  rimane  ben 
definita  sulla  intera  retta  la  semiretta  positiva  uscente  dal  cen- 
tro. Nella  nuova  ipotesi  si  può  ripetere  tutto  ciò  che  sopra  si 
disse  a  proposito  degli  angoli,  colla  sola  avvertenza  che  questa 
volta  la  semiretta  o  retta  orientata,  deve  ruotare  di  un  intero 
giro,  misurato  da  2n^  per  descrivere  tutto  il  fascio;  sicché 
r  ambiguità  nella  valutazione  degli  angoli  sarà  questa  volta 
di  multipli  di  2  ji.  Le  f ormole  (1)  varranno  ancora,  però  a  meno 
di  multipli  di  2,71. 

Osservazione.  —  Se  sopra  tutto  il  piano  (cioè  per  ogni  fascio  proprio) 
è  definito  il  verso  positivo  delle  rotazioni,  ad  es.  il  verso  opposto  a  quello 
descritto  dalle  lancette  di  un  orologio,  e  si  suppone  inoltre  che  una 
retta  orientata,  la  quale  si  muova  mantenendosi  parallela  a  sé  stessa,  tra- 

(  ^  )  Una  siffatta  indeterminazione  potrebbe  togliersi  quando  si  lasciasse 
variare  l'ascissa  angolare  soltanto  fra  zero  e  ti  (l'ultimo  valore  escluso). 
Questa  convenzione,  la  quale  però  porta  altri  inconvenienti,  potrà  farsi  caso 
per  caso,  ove  se  ne  presenti  1'  opportunità. 
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scini  con  se  il  proprio  verso,  si  osserverà  che  l'  angolo  di  due  rette  orien- 
tate non  varia  quando  le  rette  si  spostino  mantenendosi  parallele  alle 
posizioni  iniziali.  Segue  che  la  relazione  (1)  fra  tre  rette  (  e  le  analoghe 
fra  più  rette)  vale  anche  se  le  rette  stesse  non  appartengono  ad  un  fascio, 
ma  sono  disposte  comunque  in  un  piano.  Si  noti  ad  es.  che  quella  rela- 
zione, tenuto  conto  dell'ambiguità  di  un  multiplo  di  2  7r,  esprime,  in  al- 
tra forma,  il  teorema  sulla  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo. 

29.  Coordinate  tangenti  nel  fascio  di  rette.  —  Sebbene 
r  angolo  ab  di  due  semirette,  o  rette  orientate,  sia  determinato 
solo  a  meno  di  multipli  di  2  tv,  tuttavia  le  funzioni  goniome- 
triche  sen  aò,  cos  aò,  tgaò,  ...  sono  pienamente  individuate, 
perchè  sen{<p  -\-  2k7c)  =  sen  gj,  ecc.  E  qui  si  noti  che  se 
ad  uno  dei  lati,  ad  es.  a  6,  si  sostituisce  la  semiretta  prolun- 
gamento 6',  o  la  retta  stessa  col  verso  invertito,  dall'  essere 

ab'  =  ab   -\-  tc^ 
seguono  le  relazioni 
sena//  =   — ■  senaè,  cos  ab'  =   —  cosai,  tg  ab'  =  tgab. 

Vediamo  così  che  la  tangente  dell'  angolo  di  due  rette  non 
dipende  dai  versi  positivi  che  si  assumono  sopra  queste,  ma 
solo  dal  verso  positivo  delle  rotazioni,  a  differenza  di  ciò  che 
accade  pel  seno  e  pel  coseno. 

Segue  che,  volendo  fissare  nel  fascio  proprio  S  un  sistema 
di  coordinate  atto  ad  individuare  le  rette  intere,  si  può  assu- 
mere come  coordinata  di  una  retta  a  la  tangente  dell'  angolo 
o'ft  che  a  forma  con  una  retta  fissa  {origine)  o.  Si  noterà 
allora  che  mentre  la  retta  a  varia  descrivendo  il  fascio  in 
verso  positivo,  partendo  ad  es.  dalla  posizione  b  normale  ad  a 
condotta  per  S,  la  sua  coordinata  tangente,  jc  =  tg  oc,  varia 
percorrendo  tutto  il  campo  dei  numeri  reali  da  —  oo  a  -|-  e/}  ; 
e  tra  la  posizione  della  retta  e  il  valore  di  x  si  viene  a  stabi- 
lire una  corrispondenza  biunivoca,  ordinata  e  continua,  fatta 
astrazione  per  la  retta  6  del  fascio,  alla  quale  si  dovrebbe  attri- 
buire la  coordinata   di  co  . 

Aggiungiamo  che,  dette  x,  x'  le  coordinate  tangenti  di  due 
rette  a,  a'  del  fascio,  1'  angolo  che  esse  formano  è  determinato 
dalla  formola 

tg  aa'  =  tg{oa'  —  oa)  =   "ffj^r  ,^ 
e  la  condizione  di  perpendicolarità  delle  due  rette  è  espressa  da 

XX'  -\-  1  =  0. 
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Osservazione.  —  Fissato  il  verso  positivo  delle  rotazioni  nel  piano, 
ed  attribuita  ad  ogni  retta  del  piano  un  verso  positivo,  gli  angoli  di  due 
rette  e  le  loro  funzioni  goniometriche  acquistano,  secondo  le  nostre  con- 
venzioni, certi  segni.  È  dunque  il  caso  di  verificare  se  le  formole  tri- 
gonometriche, che  ordinariamente  vengono  stabilite  in  valore  assoluto, 
siano  valide  anche  nei  segni,  quando  si  rispettino  quelle  convenzioni.  Pel 
seguito  interessa  solo  osservare  che,  dato  un  triangolo  di  vertici  A,  B,  C, 
i  cui  lati  rispettivamente  opposti  siano  le  rette  orientate  a,  b,  e,  le  note 
relazioni  di  proporzionalità  tra  lati  e  seni  degli  angoli  opposti  valgono  anche 
nei  segni  quando  si  scrivano  così  : 

_AB       _       BC^  _       CA 
senafe  senfcc  sen  ca 

Si  giustifica  r  affermazione  considerando  anzitutto  il  caso  che  i  versi 
positivi  sui  lati  siano  diretti  da  A  a  B,  da  7?  a  C,  da  C  ad  A  (giacche 
allora  i  tre  numeratori  sono  positivi  ed  i  tre  denominatori  hanno  uno  stesso 
segno),  ed  osservando  poi  che  l' inversione  del  verso  sopra  uno  dei  lati 
produce  il  cambiamento  di  segno  nel  numeratore  di  una  frazione  e  nei 
denominatori  delle  altre  due. 

Esercizi.  —  1)  Si  dimostri  che  il  sistema  delle  coordinate  tangenti, 
ove  si  seghi  il  fascio  con  una  trasversale  conveniente,  rientra  nel  sistema 
di  coordinate  proposto  al  n."  23. 

2)  Data  la  coordinata  tangente  di  una  retta  rispetto  ad  una  origine 
0,  calcolare  la  coordinata  tangente  della  stessa  retta  rispetto  ad  una  nuova 
origine  o'. 

3)  Date  le  coordinate  tangenti  di  due  rette  a,  ò,  calcolare  le  coordi- 
nate tangenti  delle  bisettrici  degli  angoli  a  6,  e  verificarne  la  perpendicolarità. 

30.  Cenno  sul  fascio  di  piani.  —  Le  proprietà  metriche 
del  fascio  proprio  di  piani  si  traducono  subito  in  proprietà  del 
fascio  di  rette,  come  risulta  segando  il  fascio  di  piani  mediante 
un  piano  normale  al  suo  asse.  Segue  che  ogni  sistema  di  coor- 
dinate introdotto  nel  fascio  di  rette  dà  luogo  ad  un  analogo 
sistema  pel  fascio  di  piani.  Qui  ci  limiteremo  a  notare  che  nel 
fascio  di  piani  si  può  riguardare  come  elemento  o  l'intero  piano 
(come  sempre  deve  farsi  nelle  considerazioni  di  natura  proiet- 
tiva), o  il  semipiano,  una  delle  due  metà  in  cui  un  piano  è 
diviso  dall'  asse  del  fascio  ;  avvertendo  che  talora,  in  luogo  dei 
due  semipiani  formanti  l'intero  piano,  si  considerano  le  due 
facce  o  pagine  del  piano,  che  son  viste  da  un  osservatore  gia- 
cente neir  una  o  nell'  altra  delle  due  regioni  di  spazio  separate 
dal  piano. 

Quando  sia  fissato  il  verso  positivo  delle  rotazioni  intorno 
all'asse,  il  valore  del  diedro  a§  formato  da  due  piani  o  semi- 
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piani   a,    ^  è  determinato  a  meno    di  un  multiplo  di  n  o  2  ti, 
mentre  tg  a/?  è  determinata  senza  ambiguità. 

31.  Rapporto  di  tre  punti  sulla  puntei^giata.  —  Ritor- 
niamo alla  punteggiata  propria  u,  per  fissar  su  questa  un  nuovo 
sistema  di  coordinate,  intermedio  fra  il  sistema  delle  ascisse 
ed  il  sistema  delle  coordinate  proiettive  di  cui  dovremo  presto 
occuparci. 

Presi  due  punti  propri  A  e  B  sopra  u,  e  detto  M  un 
terzo  punto  della  retta,  è  determinato  in  valore  e  segno  il 
rapporto  j-^j,  che  non  dipende  ne  dall'unità  di  lunghezza,  né 
dalla  scelta  del  verso  positivo.  Quel  rapporto  noi  chiameremo 
rapporto  semplice  dei  tre  punti  A,  B,  M^  ed  indicheremo  con  (^) 

(ABM)  =   Af . 

Anche  quando  M  cada  in  A  quel  rapporto  è  determinato, 
giacche  per  definizione  è  (AB A)  =  0;  occorrono  invece  spe- 
ciali   convenzioni    quando     M 

cade  in  J5  o  nel  punto  all'  infi-      . . . « 

nito  della    retta.  A  tal  fine  os-  ^  MB  /- 

serviamo  anzitutto  che  (A BM) 

è  negativo  o  positivo  secondo  che  M  cade  nel  segmento  finito 
AB  0  in  uno  dei  suoi  prolungamenti  ;  osserviamo  inoltre  che 
se  M  si  avvicina  sempre  più  a  i?,  il  rapporto  semplice 

UBM)   =  1  +  ^ 

va  crescendo  oltre  ogni  limite,  in  valore  assoluto,  mantenen- 
dosi positivo  o  negativo  secondo  che  M  è  fuori  o  dentro  al 
segmento  finito  AB:,  osserviamo  infine  che  mentre  M  si  allon- 
tana sopra  u  (in  un  verso  o  nell'altro),  tendendo  al  punto  al- 
l'infinito I^  di  u,  il  rapporto  semplice  tende  al  limite  1.  Por- 
remo perciò 

{ABB)  =  zt  co,       (ABI^)  —  1. 
Cosi  ad  ogni  posizione  di  M  corrisponde  un   determinato 
valore  r  del  rapporto  semplice  {ABM).  Viceversa  dato  il  nu- 


(^)  È    essenziale  badare  al T  ordine  in  cui  si  considerano  i  tre  punti; 
giacché,  ad  es.,  è  {BAM)   =   jxWW)- 
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mero  reale  r  e  noti  i  due  punti  A  e  B,  h  pienamente  determi- 
nato  il   punto  M  tale   che  sia  (ABM)  =  r;  giacche  è   noto 

BM  =  -^. 
»•  —  1 

Se  M  parte  dalla  posizione  _B,  si  porta  in  A  percorrendo 
il  segmento  finito  BA,  e  continua  a  muoversi  nello  stesso  verso 
fino  a  ritornare  alla  posizione  iniziale  B,  il  rapporto  semplice 
r  =z  (ABM)  parte  dal  valore  —  co  ,  e  va  sempre  crescendo  alge- 
bricamente, passa  pel  valore  —  1  quando  31  si  trova  nel  punto 
medio  di  AB,  pel  valore  0  quando  M  giunge  in  A,  percorre 
l'intervallo  da  0  a  +  1  quando  M  varia  tra  A  ed  I^,  e  per- 
corre infine  l'intervallo  da  -j-  1  a  -f  oo  quando  M  varia  tra 
Zoo  e  B.  La  corrispondenza  biunivoca,  che  passa  tra  la  posizione 
di  M  ed  il  valore  di  r,  è  adunque  ordinata,  e,  come  si  vede 
facilmente,  continua,  fatta  astrazione  dal  punto  B.  Potremo 
perciò  assumere  il  valore  r  =  (ABM)  come  una  particolare 
coordinata,  coordinata  rapporto  semplice,  o  coordinata  baricentrica, 
del  punto  il/  variabile  sulla  retta;  A  e  B,  di  coordinate  0  e 
±  GO  ,  sono  [punti  fondamentali  del  nuovo  sistema  di  coordinate. 

32.  Relazione  tra  l'ascissa  e  la  coordinata  rapporto  sem- 
plice di  uno  stesso  punto.  —  Il  passaggio  dall'uno  all'altro 
dei  due  sistemi  di  coordinate  introdotti  sinora  sulla  punteggiata 
si  fa  colle  formolo  seguenti. 

I.  Date  le  ascisse  a,  ò,  x  di  tre  punti  di  una  retta,    espri- 
mere il  loro  rapporto  semplice  r;  è  per  definizione  (n.  31,  26) 
/i  \  a  —  X 

0  —  X 

II.  Date  le  ascisse  a,  h  di  due  punti  ed  il  rapporto  semplice 
r  die  un  terzo  2)unto  forma  con  quelli,  determinare  l'ascissa  x 
di  questo;  risolvendo  la  (1)  rispetto  ad  x,  si  ottiene 

(2)  ^  =  ";--ll 

1  —   r 

Esercizi  —  1)  Dati  due  punti  A,  B  di  una  retta,  costruire  su  questa 
un  punto  M  tale  che  (ABM)  sia  uguale  al  rapporto  di  due  dati  segmenti, 
ed  abbia  un  segno  convenuto. 

2)  Esprimere  la  distanza  di  due  punti  M,  iV,  o  il  rapporto  semplice  di 
tre  punti  M,  N,  1\  date  le  coordinate  baricentriche  dei  punti  stessi  rispetto 
a  due  punti  fondamentali  A,  B  di  cui  sia  nota  la  distanza. 

3)  Il  baricentro  di  due  punti  A^,  Ao,  presi  coi  pesi  f^,  p^  (n.°  27, 
es.  7)  ),  è   quel  punto  M  che  forma   coi  detti  punti  il  rapporto   semplic  e 
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ÌA1A2M)  := -;   si  ha   di  qua  una  nuova  definizione   del   baricentro 

che  concorda  con  quella  suggerita  dalla  statica. 

4)  Dati  più  punti  allineati  Ai,  A2, .  ■ .,  An  coi  pesi  pi ,  p2, . . .,  p»  ,  si 
costruisca  il  baricentro  di  Ai,  A^  presi  coi  pesi  PisP%\  poi  il  baricentro 
del  baricentro  trovato  preso  col  peso  fi  A^  p^  Q  à\  A^  col  peso  p?^;  poi  il 
baricentro  del  nuovo  baricentro  preso  col  peso  pi  -\-  p  2  ~\~  V^  6  di  A^  col 
peso  j?4;  e  cosi  si  continui.  Quando  si  siano  esauriti  tutti  i  punti  dati,  si 
sarà  ottenuto  un  punto,  il  quale  non  dipende  dall'ordine  in  cui  quelli  fu- 
rono adoperati,  ed  è  il  baricentro  dei  punti  Ai  coi  pesi  pi  . 

5)  Sulla  retta  che  congiunge  due  centri  luminosi  A,  B  di  intensità 
a,  /?,  determinare  un  punto  che  sia  ugualmente  illuminato  dai  detti  centri; 
il  problema  ha  due  soluzioni.  (Si  ricordi  che  l'intensità  luminosa  varia  in- 
versamente al  quadrato  delle  distanze). 

'òli.  Rapporto  semplice  di  tre  rette  in  un  fascio.  —  Cer- 
chiamo ora  di  estendere  al  fascio  di  rette  il  concetto  di  rapporto 
semplice  introdotto  salla  punteggiata. 

Siano  a,  ò,  in,  tre  rette  di  un  fascio  proprio  o  improprio, 
di  centro  S,  sulle  quali  siano  fissati  comunque  i  versi  positivi. 
Scelto  un  punto  M  ad  arbitrio  su  vi,  distinto  da  S,  si  condu- 
cano le  rette  MQ,  ME  perpendicolari  ad  a  g  b,  e  sopra  ciascuna 
perpendicolare  si  fissi  il  verso  positivo,  ad  es.  colla  convenzione 
che  la  perpendicolare  debba  ruotare  intorno  al  suo  piede  del- 
l'angolo -|-  ^,  aflEinchò  il  suo 
verso  positivo  venga  a  coinci- 
dere col  verso  positivo  della 
retta  alla  quale  è  condotta.  Al- 
lora sono  determinati  in  valore 
e  segno  i  segmenti  MQ,  MB 
e  quindi  il  loro  rapporto  ~. 
Ora  è  facile  vedere  che  '^^-j,  non 
dipende  dalla  posizione  del  punto 
M  scelto  sopra  m;  ma  solo  dalla 
mutua  posizione  delle  tre  rette 
a,  6,  m.    Ciò   è  chiaro   nel  caso 

del  fascio  improprio  ;  e  nel  caso  del  fascio  proprio,  risulta  ad 
es.  dalla  considerazione  dei  triangoli  rettangoli  SQM,  SRM, 
i  quali  danno  (  anche  tenendo  conto  dei  segni  ) 

MQ  =  MS  senni  a,     ME  z=  MS  senmb, 

,      ,  MQ  sen  m  a  sen  a  m 

donde  .ry-^  = =  ^~  ■ 

ME  sen  mo  sen  om 
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In  base  a  questa  osservazione  possiamo  definire  come  rap- 
porto semplice  (abm)  di  tre  rette  a,  b,  m  di  un  fascio,  il  rapporto 
delle  distanze  (prese  coi  debiti  segni)  che  un  punto  arbitrario 
della  terza  retta  ha  dalle  due  prime;  od  anche 

/    -,\    sen  am 

{abm)    —    g^y^  pel  fascio  proprio, 

/    i     \    distaw 

{aòm)    —    ^{-^^^  pel  fascio  improprio, 

(indicando  con  disi  a m  la  distanza   delle  due   rette  parallele  a 
ed  m,  ecc.). 

Dalla  definizione  segue  subito  (n.°  29)  che  il  rapporto  semplice 
(abm)  non  dipende  dal  verso  positivo  che  si  assume  sopra  m,  ne 
dal  verso  positivo  delle  rotazioni  (i).  Segue  poi  che  dati  a  e  è,  coi 
'loro  versi  positivi,  ad  ogni  posizione  di  m  corrisponde  un  de- 
terminato valore  di  r  =  (abm),  purché  si  ponga  convenzio- 
nalmente (abb)  =z  H^GC.  Se  m  cade  in  a,  è  r  =  0,  se  m  si 
trova  nell'angolo  formato  dai  due  versi  positivi  di  a  e  b  e 
nell'opposto  al  vertice  (supposto  proprio  il  fascio),  allora  r  è 
negativo,  mentre  r  è  positivo  se  m  si  trova  nell'angolo  com- 
pleto rimanente;  e  in  particolare  r  vale  —  1  o  -f  1  secondo- 
che  m  biseca  il  primo  od  il  secondo  angolo.  Osservazioni  analo- 
ghe pel  fascio  improprio. 

Inversamente,  date  due  rette  «  e  è   coi  loro  versi  positivi, 

e  dato  un  numero  reale  r,  è  pienamente  determinata  nel  fascio 

ab  una  retta  m  tale   che   sia  (abm)  =  r;  infatti  (ragionando 

ad    es.    nel    caso    del    fascio    proprio)    dalla    definizione    segue 

facilmente 

,     ,  sen  «6 

tg  bm  = ^  , 

r  —  cos  ab 

la  quale  individua  7n  (n."  29). 

In  base  alle  considerazioni  fatte  potremo  assumere  come 
coordinata  rapporto  semplice  della  retta  m  variabile  in  un  fascio 
proprio  od  improprio,  il  valore  del  rapporto  (abm)  che  la  m  de- 
termina con  due  rette  fisse  fondamentali  del  fascio  ;  la  corrispon- 


(1)  Si  potrebbe  anche,  senza  fissare  i  versi  positivi  sopra  a  eh,  convenire 
che  alle  rette  m  contenute  in  uno  dei  due  angoli  completi  ah  spettino 
rapporti  semplici  {ahm)  positivi,    e  alle   altre  rapporti  semplici  negativi. 
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denza  biunivoca  che  viene  a  stabilirsi  tra  la  posizione  di  m  e  la 
sua  coordinata,  è,  come  si  vede  facilmente,  ordinata  e  continua, 
quando  si  faccia  astrazione  dalla  particolare  retta  h  del  fascio. 

OsserTazioni.  —  I.  Posto  clie  le  due  rette  fondamentali   a  e  b  siano 
perpendicolari,  precisamente  in  guisa  che  insulti    ba   =   -j-   -?r  ,  si  trova 


{abm)    = 


2   ' 
sen  a  ni 

=^  ter  am\ 

cos  am 

ed  il  sistema  delle  coordinate  rapporti  semplici  coincide  col  sistema  delle 

coordinate  tangenti  (n.°  29). 

II.  Le  considerazioni  fatte  pel  fascio  di  rette  si  trasportano  subito  al 

fascio  di  piani;  così  ad  es.  il  rapporto  semplice  («/?,«)  di  tre  piani   di  un 

fascio  si  definirà  mediante  1'  uguaglianza 

,     ^    ,  senati  distaw 

(a/?/*)    =    ,  oppure   =     ,,7,-^ — • 

sen  p,tt  dist  /?,«■ 

secondo  che  il  fascio  è  proprio  od  improprio. 

34.  Relazione  fra  i  rapporti  semplici  di  tre  elementi  nella 
punteggiata  e  nel  fascio  di 
rette.  —  Se  tre  punti  A,  B, 
M  di  una  punteggiata  pro- 
pria t  si  proiettano  da  un  cen- 
tro 8  proprio  od  improprio, 
si  ottengono  tre  rette  a,  6,  m 
di  un  fascio  ;  quale  relazione 
passa  fra  i  rapporti  semplici 
{ABM)Qà{aì)m)? 

Fissati  ad  arbitrio  i  versi 
positivi  sulle  rette  a,  h,  m  e 
t,  si  conducano  dal  punto   M 

le  perpendicolari    ITQ,   MB    su    a  q  b  coi  versi  convenuti;  si 
avrà  per  definizione 

Ma    dai    triangoli    rettangoli     MQA,    MBB     si    ricava 
MQ  =  MA  senta,       MB  =  MB  sentb,  e  quindi 


«) 


MA     sen  ta 
MB     sen  t  b 

/^  ì        o         •  sen  a  t 

Ora  la  trazione 


(abm) 


(ABM) 


sen  at 


sen  bt 


^gj^j^    si   riduce  Sid   1    se  S  è   improprio, 
sicché  in  tal  caso  si  ha 


(abm)  =    (ABM). 
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Se  invece    S   è  punto  proprio,    allora   dal  triangolo    8 AB 


«^  locava  J^^  =    SA  '  e  sostituendo 

(abm)  =  (ABM)  4/^, 

ò  A 

SI  A 
ossia  (ABM)  =  ^^    (uhm). 

ò  B 

Riassumendo  : 

Se  tre  punti  A,  B,  M  di  una  retta  vengono  proiettati  da  un 

centro  S  mediante  tre  rette  a,  h,  m,  si  ha 

q  A 

(1)  (ABM)  =     ^^    (abm),        se  S  è  proprio, 

oppure 

(1')  (ABM)  :=  (ab7n),  se  S  è  improprio. 

Si  è  tacitamente  supposto  che  i  punti  A,  B,  M  fossero 
propri.  Ora  la  ipotesi  relativa  ad  J^  e  _B  è  richiesta  dalla  defi- 
nizione di  rapporto  semplice.  Ma  se  M  è  improprio,  il  primo 
membro  della  (1)  od  (1')  conserva  un  significato  e  vale  -|-  Ij 
è  dunque  il  caso  di  chiedere  se  quelle  uguaglianze  continuino 
a  sussistere.  Che  così  sia  risuka  da  una  considerazione  imme- 
diata che  può  esser  lasciata  al  lettore. 

Esercizio.  —  Date  due  rette  a,  h  di  un  fascio  proprio  S,  costruire  una 
retta  m  tale  che  il  rapporto  {abm)  sia  uguale  al  rapporto  di  due  dati 
segmenti  ed  abbia  un  segno  convenuto.  (In  virtù  della  (1),  nella  ipotesi 
di  M  improprio,  basta  costruire  su  h  ed  a  due  segmenti  8B,  SA  uguali 
ai  segmenti  dati). 

35.  Espressioni  aventi  carattere  proiettivo  composte  me- 
diante rapporti  semplici.  —  La  formola  (1)  ci  mostra  che 
quando  si  passa  da  tre  punti  di  una  punteggiata  a  tre  rette 
di  un  fascio  mediante  una  proiezione,  il  rapporto  semplice  dei 
tre  primi  elementi  differisce  in  generale  dal  rapporto  semplice 
dei  tre  ultimi.  E  facile  però  costruire,  mediante  rapporti  sem- 
plici, qualche  espressione  che  conservi  inalterato  il  suo  valore 
quando  la  figura  a  cui  si  riferisce  venga  trasformata  mediante 
proiezione  o  sezione;  una  siffatta  espressione  avrà  dunque  carat- 
tere proiettivo  (n,°  12). 

Consideriamo  ad  es.  tre  punti  propri  A,  B,  C  situati  comun- 
que (allineati  oppure  no);  sulle  rette  AB,  BC,  CA  fissiamo  ordi- 
natamente i  punti  propri  o  impropri  M,  N,  P.  Proiettiamo  poi 
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la  figura  da  un  punto  8  proprio  o  improprio,  che  può  stare  sul 
piano  ABC  o  no,  ma  che  in  ogni  caso  supporremo  non  appar- 
tenga a  nessuna  delle  tre 
rette  nominate;  e  indichia- 
mo con  a,  .. .  tn,  . . .  le  rette 
proiettanti  i  punti  A,  .  .  . 
M,...,  sulle  quali  rette  sup- 
porremo fissati  ad  arbitrio  i 
versi  positivi.  Noi  possiamo 
formare  allora  sei  rapporti 
semplici  ;  tre  mediante  terne 
di  punti  allineati  (AB M  ), 
{BCN\  (CAP)\  e  tre 
mediante  terne  di  rette 
concorrenti  (ahm)^  (ben), 

(cap).  Se  confrontiamo  ordinatamente  questi  rapporti,  tenendo 
presente  la  (1)  del  n''.  34,  troviamo  (ad  es.  per  S  proprio) 

SA 


(ABM) 
{BCN) 


(CAP)  =    ,=rT  (^^P)- 


SB 
SB 

se 
sji 


(ahm)^ 
(  ben), 


E  di  qua,  moltiplicando  membro  a  membro, 

(2)        (ABM)(BCN)(CAP)  =  (ab  m)  (ben)  (cap). 

Lo  stesso  procedimento  di  dimostrazione  si  può  evidente- 
mente applicare  quando  i  punti  da  cui  si  parte  sono  in  numero 
di  n  (^  2)  A,  5,  C,  ...  ir  e  sulle  n  rette  AB,  BC,...  KA 
sono  segnati  ordinatamente  i  punti  M,  N,  .  .  .  i?  ;  se  con  a,  .  .  .  , 
m,  .  . .  si  indicano  le  2  n  rette  proiettanti  i  punti  A,  .  .  .  , 
M,  .  .  .  da  un  punto  8  arbitrario,  si  trova  allora 
(2')  (ABM)(BCN)...  (KAR)  =  (abm)  (ben). .  .  (kar)  • 
donde  il  teorema  : 

Se,  dati  comunque  nello  spazio  n(^  2)  punti  propri  A, 
B,  C,  .  .  .  K,  sulle  n  rette  AB,  BC,  ..  .  KA  che  essi  determi- 
nano si  segnano  ordinatamente  i  punti  M,  N,  .  .  .  Jl,  il  prodotto 
dei  rapporti  semplici  (ABM),  (BCN),  ...  (KAR)  uguaglia  il 
prodotto  degli  analoghi  rapporti  semplici  formati  colle  rette  proiet- 
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tanti  i  punti  stessi  da  un  punto  S  qualunque  dello  spazio  (i).  Si 
intende  che  S  non  dovrà  trovarsi  sulla  retta  AB  ne  sulle  analoghe. 
Segue  subito  dal  teorema  che  se,  rimanendo  fissi  il  punto  S 
e   le  rette  a,  6  ,  . .  .  k,  m,  n  ,  .  .  .  r  uscenti  da  esso,  il  poligono 
semplice  AB  ...  K  si  deforma  in  modo  che  i  vertici  A,  B ,  . . .  K 
descrivano  rispettivamente  le  rette  a,h,...k,edi  punti  M,  iV, . . .  i?, 
situati  ordinatamente  sui  lati  del  poligono,  descrivano  le  rette 
m,  n,  .  .  .  r,  il  primo  membro  della  (2')  non  può  mutare,  perchè 
non  muta  il  secondo  membro.  In  particolare  :  Se  la  figura  costi- 
tutta  da  un  n.gono  semplice  ABC  .  .  .  K  e  da  n  punti  M,  N,...  R 
Situati  ordinatamente  sui  lati  di  questo,   vien  proiettata  da  un 
punto  arbitrario   dello  spazio   sopra  un  piano  arbitrario,  il  pro- 
dotto (ABM)  (  B  CN) . . .  (K  AR)  calcolato  sulla  data  figura  è  uguale 
aW analogo  prodotto  calcolato  sulla  figura  proiezione;  in  breve,  quel 
prodotto  è  un  carattere  proiettivo  della  data  figura  (Poncelet). 

36.  Teorema  di  Menelao.  —  Quando  i  punti  M,  N, .  . .  R 
SUI  lati  dell' n.gono  semplice  ABC...K  occupano  posizioni 
legate  da  particolari  relazioni  proiettive,  il  prodotto  {ABM) 
{B  CN)  .  .  .  (KAR)  assume  particolari  valori. 

Supponiamo  ad  esempio  che  si  tratti  di  un  triangolo  ABC, 

i  cui  lati  AB,  BC,  CA  vengano 
segati  in  il/,  A,  P  da  una  stessa 
trasversale  t  non  passante  per 
nessun    vertice.    Per   calcolare 
in  tal  caso  il  prodotto  (ABM) 
(BCN)(CAP),  assumiamo  il 
punto  S  in  una  posizione  qual- 
siasi sopra  t  (escluse  le  interse- 
zioni di  t  coi  lati  del  triangolo); 
e  da  -S' proiettiamo  A,  B,  C  me- 
diante a,  b,  e  ed  M,  N,  P  me- 
diante rette  che  concideranno  con  t.  La  formola  (2)  diviene  allora 
{ABM){BCN){CAP)  =  (abt)  (bct)  (cat) 
sen  at      sen  bt       sen  et 


sen  bt       sen  et       senat 


1. 


(  )  Con  opportune  convenzioni  che  qui  non  ci  fermiamo  a  fare,  si 
potrebbe  estendere  il  teorema  anche  al  caso  in  cui  qualche  vertice  del 
poligono  è  improprio. 
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Il  procedimento  si  estende  subito  al  caso  di  un  n.gono 
piano  ;  e  ci  dà  il  seguente  teorema  : 

Se  i  lati  AB,  BC  ,  . .  . ,  KA  di  un  n.gono  piano  semplice 
vengono  segati  da  una  trasversale,  che  non  passi  per  nessun  vertice^ 
nei  punti  M,  N ,  .  .  .  R,  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  (ABM), 
(BCN)  ,  .  .  .  (KAR)  è  uguale  a -\- 1. 

E  notevole  il  fatto  che  per  n  =  3  il  teorema  può  inver- 
tirsi ;  si  perviene  cosi  al 

Teorema  di  Menelao  (I  secolo  d.  C):  Condizione  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  tre  punti  M,  N,  P  situati  sui  lati 
AB,  BC,  CA  di  un  triangolo  sieno  allineati^  è  che  il  prodotto 
dei  rapporti  semplici  (ABM),  (BCN),  (GAP)  sia  uguale  a  -\~  1. 

Che  la  condizione  sia  necessaria  risulta  dalla  dimostrazione 
data  sopra.  Che  sia  sufficiente  si  vede  osservando  che,  detto  P' 
il  punto  in  cui  la  retta  31 N  sega  il  terzo  lato  CJ.,  si  ha  in 
virtù  della  prima  parte  del  teorema 

{ABM)(BC^^){CAP')  =  1. 
Ma  per  ipotesi  è  pure 

{ABM)(BCN){CAP)  =  1, 
dunque  (CAF')  =  (CAP); 

la  quale  ci  dico  che  P'  conoide  con  P. 

37.  Teorema  di  Ceva.  —  Analogo  al  teorema  di  Menp^lao 
è  il  Teorema  di  Ceva  (1G78):  Condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente affinchè  tre  punti  M,  N, 
P,  appartenenti  ai  lati  AB,  BC, 
CA  di  un  triangolo,  congiunti 
coi  vertici  opposti  diano  tre  rette 
passanti  per  uno  stesso  punto, 
è  che  il  prodotto  dei  rapporti 
semplici  (ABM),(BCN),  (CAP) 
valga  —   1. 

La  condizione  è  necessaria; 
infatti,  detto  S  il  punto  inter- 
sezione di  CM,  AN,  BP,  la  formola  (2)  del  n°  35  dà 
{ABM)(BCN)(CAP)  =  (abc)  (bea)  (cab) 

sen  ac       senba       sen  cb 

senbc       sen  ca       sen  ab 
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La  condizione  è  sufficente  ;  si  dimostra  per  una  via  analoga 
a  quella  seguita  per  la  seconda  parte  del  Teorema  di  Menelao. 

Esercizi.  I.  —  1)  Dimostrare  i  teoremi  di  Menelao  e  di  Ceva  col  me- 
todo della  proiezione  centrale,  proiettando  le  ligure  in  guisa  che  alla  tra- 
vei'sale  t,  o  al  punto  .S  corrispondano  elementi  impropri. 

2)  Dimostrare  mediante  il  teorema  di  Ceva  che  in  un  triangolo  le  tre 
mediane  passano  per  uno  stesso  punto;  le  tre  bisettrici  interne  passano 
per  uno  stesso  punto;  due  bisettrici  esterne  e  la  bisettrice  intei'na  relativa 
al  terzo  vertice  passano  per  uno  stesso  punto;  le  tre  altezze  passano  per 
uno  stesso  punto. 

3)  Dimostrare  mediante  il  teorema  di  Menelao  che  in  un  triangolo  i 
punti  di  incontro  dei  lati  colle  tre  bisettrici  esterne  relative  ai  vertici  oppo- 
sti sono  allineati;  cosi  pure  sono  allineati  i  punti  di  incontro  dei  lati  con 
due  bisettrici  interne  e  colla  bisettrice  esterna  relativa  al  terzo  vertice. 

4)  Di  tre  punti  A',  B\  6"  presi  sui  lati  di  un  triangolo  ABC  si 
costruiscano  i  simmetrici  A'\  B" ,  C"  rispetto  ai  punti  medi  dei  lati  stessi; 
si  dimostri  che  se  A',  B',  C  appartengono  ad  una  retta,  anche  A",  B" ,  C" 
appartengono  ad  una  retta  {coniugata  isotomìca  della  prima);  e  se  le  rette 
AA',  BB\  ce  passano  per  un  punto,  anche  le  rette  AA",  BB",  CC" 
passano  per  un  punto  {coniugato  isotomico  del  primo). 

5)  Teorema  di  Simson:  1  piedi  delle  perpendicolari  calate  sui  lati  di 
un  triangolo  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  circoscritto  sono  allineati. 

G)  Dimostrare  mediante  il  teorema  di  Menelao  l'esercizio  6)  del  n.°  16, 
e  dedurne  il  teorema  dei  triangoli  omologici. 

7)  Se  delle  nove  intersezioni  di  due  trilateri  abc,  Imn,  giacenti  in  uno 
stesso  piano  e  non  aventi  elementi  comuni,  tre  al,  bm,  cn  stanno  sopra 
una  retta  p,  ed  altre  tre  am,  bn,  ci  stanno  sopra  una  retta  q,  anche  le  tre 
rimanenti  intersezioni  an,  bl,  cm  staranno  sopra  una  retta  r.  Quelle  nove 
intersezioni  si  trovano  dunque  distribuite  sui  lati  di  tre  trilateri  abc,  Imn, 
pqr,  per  modo  che  ciascun  lato   contiene  tre  intersezioni   e  per  ciascuna 

intersezione  passano  tre  lati.  Due  qualisivogliano  dei  tre  trilateri  sono  omo- 
logici in  tre  modi  diversi  (per  es.  abc  può  considerarsi  come  omologico  a 
Imn,  oppure  mnl,  oppure  nlm),  e  gli  assi  di  omologia  costituiscono  il 
rimanente  trilatero. 

8)  Il  teorema  precedente  può  anche  enunciarsi  così:  se  in  un  esa- 
gono piano  semplice  i  vertici  di  posto  dispari  stanno  sopra  una  retta  ed  i 
vertici  di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta,  i  tre  punti  d'incontro  delle 
coppie  di  lati  opposti  stanno  sopra  una  terza  retta;  (teorema  di  Pappo,  cf. 
n°  16,  es.  17)  ). 

9  )  Teorema  di  Caenot  (1803)  :  •<  Il  prodotto  dei  rapporti  semplici  determi- 
nati sui  lati  di  un  poligono  semplice  dalle  intersezioni  con  un  cerchio  è  uguale 
a  -j-  1  »  ;  precisamente,  se  ABC ...  K  è  il  poligono  ed  MM',  NN', . . .  RE' 
sono  le  coppie  di  intersezioni  dei  successivi  lati  AB,  BC...  KA  con  un 
cerchio,  si  ha 

{ABM){ABM'){BCN){BCN')  ...  {KAE')  =  +  1. 
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10)  Nel  caso  particolare  in  cui  il  poligono  si  riduce  ad  un  triangolo, 
si  può  dedurre  dal  teorema  precedente  il  teorema  di  Pascal  (pel  cerchio): 
«  se  un  esagono  semplice  è  iscritto  in  un  cerchio  i  punti  di  incontro  delle 
tre  coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad  una  retta  »  (cfr.  n"  16,  es.  16)). 

11)  Come  si  enuncia  il  teorema  di  Cabnot  nel  caso  che  i  lati  del  po- 
ligono siano  tangenti  al  cerchio?  Se  in  particolare  si  tratta  di  un  triangolo, 
si  deduce  la  proprietà  seguente:  «  se  un  triangolo  è  circoscritto  ad  un  cer- 
chio, le  congiungenti  i  vertici  coi  punti  di  contatto  dei  lati  opposti  pas- 
sano per  uno  stesso  punto  ».  E  di  qua  segue  che  «  se  un  triangolo  è 
iscritto  in  un  cerchio,  i  punti  di  incontro  dei  lati  colle  tangenti  nei  vertici 
opposti  sono  allineati  ». 

II.  — 12 )  Se  i  lati  a,  6, . . . ,  A;  di  un  n. latero  semplice  e  le  rette  m,n,...,  r, 
uscenti  rispettivamente  dai  vertici  ab,  bc, . .  .  ,  ka  segano  una  trasversale  nei 
punti  A,   B, ..  . ,  K,  M, . . .  ,  sussiste  la  relazione 

{abm){bcn)  .  ..{kar)  =  {AB  M)  (BCN) . . .  (KAR). 
Questa  (conseguenza  della  formola  a)  del  n"  34)  può  riguardarsi  come 
duale  nel  piano  della  relazione  (2')  del  n"  35.  Essa  conduce  subito  al  duale 
del  teorema  di  Menelao:  «  se  le  rette  m,  n, . . .  ,  r  concorrono  in  un  punto, 
si  ha:  {abm){bcn) .  .  .{kar)  =  +  1  »>  e  al  duale  del  teorema  di  Ckva. 
Le  ultime  due  proposizioni,  nel  caso  del  triangolo,  possono  anche  dedursi 
dalla  seguente. 

13)  Se  sui  lati  a,  b,  e  di  un  triangolo  ABC  si  trovano  tre  punti  A', 
B',  C",  e  si  chiamano  a',  b',  e'  le  rette  che  congiungono  questi  punti  coi  ver- 
tici opijosti,  si  ha:  {ABC)  {BC A')  {CAB')   =  —  {bac')  {cba')  {acb'). 

14)  Di  tre  rette  a',  b',  e'  uscenti  dai  vertici  del  trilatero  abc  si  costrui- 
scano le  simmetriche  a",  b",  e."  rispetto  alle  bisettrici  interne;  si  dimostri 
che  se  a',  b%  e'  passano  per  un  punto,  anche  a",  b",  e"  passano  per  un 
punto  {coniugato  isogonale  del  primo);  e  se  i  punti  aa\  bb',  ce'  apparten- 
gono ad  una  retta,  anche  i  punti  aa",  bb" ,  ce"  ax)partengono  ad  una  retta 
{coniugata  isogonale  della  prima). 

15)  Se  ABC . . .  K  ed  a'b'e' ...  A'  sono  un  n.  gono  e  un  n.  latero  sem- 
plice di  uno  stesso  piano,  si  ha 

{ABa'){BCb')...{KAk')  =   {b' a' B)  {e' b'C) . .  .{a'k' A), 
dove  {ABa')  indica  il  rapporto  semplice  formato  dai  punti  A,  B  colla  in- 
tersezione AB  ■  a',  e  gli  altri  simboli  hanno  significato   analogo  o  duale. 
(Si  conducano  infatti  \<ì  normali  da  .4  e  B  sopra  a',  ecc.). 

16)  Se  ABC ...  R,  A'  B'C ...  K'  sono  due  n.  goni  semplici  di  un  piano, 
i  cui  lati  AB,  BC, .  . .  ,  A' B',  ...  si  indichino  con  a,  b,  .  .  .  ,  a', . ..  ,  e  si 
pone  AB  •  A' B'  =  M,  BC  •  B'C  =  N, . . . ,  e  dualmente  ab  ■  a' b'  = 
m, . . . ,  vale  la  relazione 

{ABM){A'B'M){BCN){B'C'N)...   =  {barn)  {b'a'm)  {cbn)  {e'b'n) . . . 
Questa,  di  cui  si  vedrà  in  seguito  una  importante  applicazione,  è  no- 
tevole per  il  fatto  che  i  due  membri  si  trasformano  in  certo  modo  1'  uno 
neU'  altro  per  dualità. 
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III.  —  17)  Se  tre  punti  ABC  di  una  punteggiata  t  sono  proiettati  da 
una  retta  r,  sghemba  rispetto  a  t,  mediante  i  piani  a,  /?,  y,  si  ha  la  relazione 

dove  distar    è  la  distanza   del   punto  A  dalla   retta  r   presa    con    segno 
conveniente. 

18)  Estendere  il  teorema  di  Menelao  a  un  n.  gono  semplice  sghembo 
segato  da  un  piano;  il  nuovo  teorema  è  invertibile  per  «   =  4. 

38.  Doppio  rapporto  dì  quattro  elementi.  —  Ritorniamo 
alla   formola  (2')  del  n'^Bò;  essa,  come  fu  già  osservato,  vale 

anche  quando  la  figura  a  cui 
si  riferisce  sia  determinata  da 
due  soli  punti  propri  ^  e  B 
presi  insieme  con  due  punti 
arbitrari  Jlf,  N  della  loro  con- 
giungente. Noi  vogliamo  ora 
esaminare  questa  ipotesi  che  è 
la  più  semplice,  ma  è  pure  la 
più  interessante.  La  formola 
(2')  ci  dice  che,  se  proiet- 
tiamo i  quattro  punti  allineati 
A,  B^  M,  N  da  un  centro  S  qualsiasi  mediante  le  quattro  rette 
distinte  a,  h,  m,  n,  allora  si  ha 


ossia 


(3) 


(ABM)(BAN)  =  (abm)(han), 
{ABM)  _  {ohm) 
(ABN)  ~~  (abn)' 
Le  espressioni  che  compariscono  in  questa  formola  hanno  ri- 
cevuto per  la  loro  importanza  un  nome  speciale.  Dati  sopra  una 
forma  di  prima  specie  quattro  elementi,  si  chiama  doppio  rapporto 
(MòBius,  1827),  0  rapporto  anarmonico  {Crasi.es,  1837),  o  hirapporto 
degli  elementi  stessi  il  quoziente  ottenuto  dividendo  il  rapporto  sem- 
plice dei  primi  tre  per  il  rapporto  semplice  del  primo,  secondo  e  quarto. 
Il  doppio  rapporto  si  indica  scrivendo  ordinatamente  i 
simboli  dei  quattro  elementi   tra    parentesi  ;  sarà  dunque  : 

{ABC)    _    AC      AD 


sulla  punteggiata     {AB CD) 
nel  fascio  di  rette        {ahcd) 


{ABD) 

{ahc) 
{abd) 


BC 

sena  e 
sen  bc 


BD 

sen  ad 
sen  bd 
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(cc^y)  senay     senaó 

nel  fascio  di  piani       (a^yà)   =    j^j^j   -   ^--^-  '  ^^^, 

(coir  avvertenza  che  nelle  ultime  due  relazioni  al  posto  di  .sen 
va  scritto  disi  quando  si  tratti  di  fascio  improprio). 

Con  queste  notazioni  la  (3)  può  scriversi 
(ABMN)  =  (aòmn), 
e  dà  luogo  all'importante  teorema: 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  di  un  fascio  è  uguale  al 
doppio  rapporto  dei  quattro  punti  in  cui  le  rette  sono  segate  da 
una  trasversale  qualsiasi^  che  non  passi  pel  centro. 

Di  qua,  tenendo  fìsse  le  quattro  rette  e  variando  la  trasver- 
sale, oppure  tenendo  fissi  i  quattro  punti  e  variando  il  centro 
di  proiezione,  si  ottengono  i  due  corollari  seguenti,  di  cui  il 
primo  era  noto  a  Pappo  (IV°  secolo  dopo  C): 

Quattro  rette  di  un  fascio  sono  segate  da  una  trasversale 
qualsiasi  in  quattro  punti,  il  cui  doppio  rapporto  rimane  costante 
al  variare  della  trasversale. 

Quattro  punti  di  una  retta  sono  proiettati  da  un  centro 
qualsiasi  mediante  quattro  rette,  il  cui  doppio  rapporto  rimane 
costante  al  variare  del  centro  di  proiezione. 

Mettiamo  ora  in  relazione  quattro  piani  a,  /?,  7,  ò  di  un 
fascio  coi  quattro  elementi  in  cui  vengono  segati  da  un  piano 
o  da  una  retta.  Supposto  anzitutto  il  piano  secante  n  normale 
ai  quattro  piani,  e  dette  a,  h,  e,  d  le  rette  sezioni,  appartenenti 
ad  un  fascio,  si  ha  per  definizione 

(a^yó)  =  (ahcd). 

Segando  ora  le  quattro  rette  e  quindi  i  quattro  piani  con 
una   trasversale    t   giacente   in   ti,    e  detti  A,  B,  C,  D  i  punti 

sezioni,  sarà 

(abcd)  =  {ABCD\ 
e  quindi 

{a^yò)  =  (ABCD). 

Finalmente  se  conduciamo  per  la  trasversale  t  un  piano  arbi- 
trario n\  il  quale  seghi  i  piani  a,  |5,  7,  ò  in  quattro  rette  di  un  fa- 
scio a',  6',  e',  d',  passanti  ordinatamente  per  A,  B,  C,  D,  si  avrà 
(ABCD)  =  (a'b'c'd'X 

donde 

(a^yò)  =  (a'b'c'd'). 
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Se  si  bada  che  ti'  è  un  piano  generico  dello  spazio,  si  per- 
viene al  teorema: 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  piani  di  un  fascio  è  uguale 
al  doppio  rapporto  delle  quattro  rette  in  cui  i  piani  stessi  sono 
segati  da  un  piano  arbitrario,  non  passante  per  l'asse  del  fa- 
scio; ed  è  pure  uguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  punti  in 
cui  i  piani  stessi  vengono  segati  da  una  trasversale  qualsiasi, 
sghemba  rispetto  alV  asse.  La  seconda  parte  del  teorema  si  ri- 
duce alla  prima,  purché  si  conduca  per  la  trasversale  un  piano 
arbitrario. 

Le  varie  proposizioni  a  cui  siamo  cosi  pervenuti  si  sogliono 
riassumere  in  forma  concisa  dicendo  che  il  doppio  rapporto  di 
quattro  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  non  si  altera 
quando  la  forma  si  sottoponga  ad  una  o  più  operazioni  di  proie- 
zione 0  sezione;  od  anche:  il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi 
dt  una  forma  di  prima  specie  è  un  carattere  proiettivo  degli 
elementi  stessi.  Sarebbe  facile  dimostrare  che  partendo  da  tre 
soli  elementi  non  è  possibile  formare  una  espressione  avente 
carattere  ])roiettivo.  Il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  è 
la  più  semplice  espressione  che  goda  siffatta  proprietà;  in  ciò 
sta  l'importanza  del  doppio  rapporto  nello  sviluppo  della  Geo- 
metria proiettiva.  Un'  importanza  analoga  hanno  nella  Geome- 
tria elementare  la  distanza  di  due  punti  e  l'angolo  di  due  rette, 
quando  si  studia  l'uguaglianza  delle  figure,  o  l'angolo  stesso 
e  il  rapporto  di  due  segmenti  nella  teoria  della  similitudine. 

Sebbene  si  trovi  traccia  del  doppio  rapporto  in  Pappo,  Desargues,  . . , , 
la  teoria  di  questa  espressione  si  formò  nella  prima  metà  del  secolo  XIX. 
MoBius  (1827),  Steiner  (1832),  Chasles  (1837)  misero  in  luce  l'importanza 
del  doppio  rapporto,  e  fondarono  su  dì  esso  un  nuovo  ramo  di  geometria. 

39.  Segno  del  doppio  rapporto.  —  Il  carattere  proiettivo 
del  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  fa  prevedere  che  il 
valore  di  esso  non  dipenderà  né  dal  verso  positivo  fissato 
sulla  forma  a  cui  gli  elementi  appartengono,  né  dal  verso 
positivo  degli  elementi  stessi  (se  son  rette),  né  dall'unità 
di  misura.  Tutto  ciò  si  giustifica  subito  ricorrendo  alla  defi- 
nizione. 

Il  segno,  positivo  o  negativo,  del  doppio  rapporto  deve 
indicare  una  particolarità  proiettiva  dei  quattro  elementi.  Ed 
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(  A  Ti  C^ 
infatti   se  il   doppio   rapporto  (AB CD)  =  rf^-j)\  è   ad    es. 

positivo,  (ABC)  ed  (ABD)  hanno  lo  stesso  segno,  e  quindi 
(n/  31,  33)  C  e  D  appartengono  ad  uno  stesso  tratto  di  forma 
AB]  dunque  le  coppie  AB  e  CD  non  si  separano.  Quando 
invece  si  separano,  il  doppio  rapporto  è  negativo. 

40.  Doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  cui  qualcuno 
sia  improprio.  —  Il  doppio  rapporto,  in  virtù  del  suo  carattere 
proiettivo,  deve  potersi  definire  per  elementi  propri  od  impro- 
pri, indifferentemente.  Ora,  se  si  tratta  ad  es.  di  quattro  punti 

A,  B,  (7,  D  di  una  retta  propria,  è  chiaro  che  la  definizione 
da  noi  data  di  doppio  rapporto  comprende  anche  il  caso  che  uno 
dei  due  ultimi  punti   Coi)  sia  improprio:  giacché  si  ha  (n.°  31) 

e  similmente 

{ABC^D)=^^^^    =    (BAD). 

Ma  se  J.,  oppure  B,  è  improprio,  la  definizione  stessa  cade 
in  difetto.  <Per  definire  anche  in  queste  ipotesi  il  doppio  rap- 
porto, osserveremo  che  se  A,  B,  C,  D  sono  quattro  punti 
propri,  sussiste  l'identità 

(ABCD)  =  (CDAB\ 
che  si  verifica  subito  sostituendo  ai  simboli  le  loro  espressioni. 
Se  invece  A  o  B  e  improprio,  il  simbolo  che  sta  a  primo 
membro  perde  il  suo  significato,  mentre  il  simbolo  a  secondo 
membro  conserva  un  valore  ben  determinato.  Attribuiremo 
perciò  al  primo  simbolo  il  valore  rappresentato  dal  secondo,  e 
porremo  convenzionalmente  (^) 

(A^BCD)  =  (CBA-^B)  =  (BCB), 
(AB:,CD)  =  (CDAB:,)  =  (CDA). 

Supponiamo  ora  che  due  di  quattro  punti  allineati  siano 
impropri  ;  allora  è  impropria  la  retta  che  li  sostiene,  insieme 
agli  altri  due  punti.  In  tal  caso,  dette  a,  6,  e,  d  le  rette  proiet- 

(^)  Alle  stesse  convenzioni  si  giungerebbe  assumendo  ad  es.  come 
valore  di  {A^BCD)  il  limite   a  cui  tende  il  valore  di  (ABCD),  quando 

B,  C,  D  rimangono  fissi,  ed  A  scorre  sulla  retta  allontanandosi  all'  infinito. 
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tanti  i  quattro  punti  A^^,  B^,,  C^,,  i>^  da  un  centro  pro- 
prio arbitrario,  porremo  per  convenzione 

(A^  j5oo  C^D^)  =  (abcd\ 
visto  che  il  secondo  doppio  rapporto  non   dipende   dal    centro 
di  proiezione. 

Con  simili  convenzioni  si  estende  il  significato  del  doppio 
rapporto  di  quattro  rette  o  piani  di  un  fascio  anche  al  caso 
che  uno  o  più  elementi  siano  impropri.  È  poi  facile  verificare 
che  accettando  siffatte  estensioni  il  teorema  del  n.°  38,  che  fissa 
il  carattere  proiettivo  del  doppio  rapporto,  vale  senza  eccezioni, 
41.  Sistema  delle  coordinate  proiettive  sulle  forme  di 
prima  specie.  —  Sopra  una  forma  di   prima   specie    qualsiasi, 

propria   od   impropria,  si  fis- 
^  /)      e-  M  s^^i*^  ^i'6  elementi  distinti,  pro- 

o       -i  k  pri    od  impropri,   A^  B^  C,  e 

si  consideri  un  quarto  ele- 
mento mobile  M  il  quale  descriva  la  forma.  Ad  ogni  posizione  di 
31  corrisponde  un  valore  determinato  k  del  doppio  rapporto 

U  =  (ABCM)  =  \A^ 

e  ciò  senza  eccezione  se  si  conviene  che  quando  M  cade  in 
A  o  B^  rispettivamente,  ed  è  quindi  (ABM)  ^0,  =t  go  ,  sia 
k  ==:  zt  00 ,  0;  per  M  coincidente  con  Ce  naturalmente  A:  =  1, 
Se  M  appartiene  al  tratto  di  forma  AB  in  cui  cade  C,  k  è 
positivo,  se  M  cade  nell'altro  tratto  AB,  k  è  negativo;  se  M 
parte  da  A  e  descrive  tutta  la  forma  nel  verso  ABC  fino  a 
ritornare  alla  posizione  iniziale,  k  parte  col  valore  —  ce  e  va 
gradatamente  crescendo  in  senso  algebrico  fino  ad  acquistare 
il  valore  -f-  oo  . 

Viceversa,  quando  siano  dati  i  tre  elementi  A,  B,  C  ed  un 
valore  reale  /e,  è  individuato  sulla  forma  un  elemento  M  tale 
che  sia 

(ABCM)  =  k, 
giacche  risulta  noto  il  rapporto  semplice 

(ABM)  =  ^^4^. 

rC 

Tra  la  posizione  di  M  sulla  forma  di  prima  specie  ed  il 
valore   di   k   sussiste   adunque   una   corrispondenza    biunivoca. 
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ordinata  e,  come  facilmente  si  riconosce,  continua,  quando  si 
faccia  astrazione  dall'elemento  A  della  forma. 

Si  potrà  quindi  assumere  k  come  coordinata  dell'elemento 
Jf;  e  si  parlerà  di  coordinata  doppio  rapporto^  o  coordinata 
proiettiva  rispetto  agli  elementi  fondamentali  A,  B,  (7,  i  quali  (te- 
nuto conto  delle  loro  coordinate  ±  go  ,  0,  1  )  si  sogliono  chia- 
mare rispettivamente  elemento  infinito,  zero,  unità. 

Osserrazioue.  —  Il  nome  di  proiettive  attribuito  a  quelle  coordinate 
dipende  da  ciò,  che  se  con  una  o  più  operazioni  di  proiezione  o  sezione  si 
passa  dalla  forma  primitiva,  a  cui  appartengono  gli  elementi  A,  B,  C,  M . . .  , 
ad  una  nuova  forma  di  prima  specie  a  cui  appartengono  gli  elementi 
corrispondenti  A',  B\  C,  M' .  .  .  ,  la  coordinata  proiettiva  dell'elemento 
variabile  M,  rispetto  agli  elementi  fondamentali  A,  B,  C  sulla  prima  forma, 
è  sempre  eguale  alla  coordinata  proiettiva  dell'elemento  variabile  M',  ri- 
spetto agli  elementi  fondamentali  A',  B\  C  della  seconda  forma.  In  un 
certo  senso  si  potrebbe  dire  che  la  coordinata  proiettiva  di  un  elemento 
sopra  una  forma  di  prima  specie  non  si  altera  se  la  forma  si  assoggetta 
ad  operazioni  di  proiezione  e  sezione.  Perciò  il  sistema  delle  coordinate 
proiettive  si  presta  più  di  ogni  altro  a  studiare  le  proprietà  proiettive 
delle  forme  di  prima  specie. 

42.  Casi  particolari  del  sistema  di  coordinate  proiettive.  — 

L'ultimo  sistema  di  coordinate  contiene  come  casi  particolari 
i  principali  sistemi  di  coordinate  nominati  sin  qua. 

Cosi  se  dei  tre  punti  fondamentali  A,  B,  C  sopra  una 
punteggiata  propria,  il  primo  A  è  improprio,  la  coordinata 
proiettiva  del  punto  variabile  M  diviene 

k  =  (A^BCM)  =  {MCB)  =  ~^, 

ed  è  Y ascissa  del  punto  M  rispetto  alla  origine  B  e  all'unità  di 
lunghezza  B  C.  Se  invece  si  suppone  improprio  il  punto  fon- 
damentale C,  si  ha 

k  =  (ABC^M)  =  (BAM), 
che  è  la   coordinata   rapporto   semplice   di  M  rispetto    ai    punti 
fondamentali  B  ed  A. 

Similmente  nel  fascio  di  rette  (o  di  piani),  se  delle  tre 
rette  (o  piani)  fondamentali  a,  6,  e,  la  terza  e  biseca  uno  degli 
angoli  (o  diedri)  ab,  la  coordinata  proiettiva  {ahcm)  si  riduce 
alla  coordinata  rapporto  semplice  {barn). 

Osserrazione.  —  Giova  notare  che  in  base  a  quanto  ora  si  disse,  il 
sistema  delle  coordinate  proiettive  sopra  una  punteggiata  potrebbe  anche 
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definirsi  nel  seguente  modo.  Sopra  una  retta  propria  ausiliare  u  si  fissi 
un  sistema  di  ascisse,  e  sia  x  V  ascissa  di  un  punto  X  variabile  sulla  retta. 
Si  proietti  poi  da  un  centro  arbitrario  la  punteggiata  u  sopra  una  retta 
arbitraria  u',  ed  al  punto  X'  proiezione  di  X  si  associ  quel  numero  x  che 
si  era  definito  come  ascissa  di  X.  Si  potrà  riguardare  x  come  coordinata 
di  X';  precisamente  x  è  coordinata  proiettiva  di  X'  rispetto  a  tre  punti 
fondamentali,  die  sono  proiezioni  dei  tre  punti  di  u  aventi  le  ascisse 
it  00 ,  0,  1.  Viceversa,  mediante  proiezione  si  può  sempre  passare  da  un 
sistema  di  coordinate  proiettive  sopra  una  retta  «',  ad  un  sistema  di 
ascisse  sopra  una  retta  u. 

43.  Doppio  rapporto  di  quattro  punti  espresso  mediante  le 
ascisse  dei  punti  stessi.  —  Quando  si  conoscono  le  ascisse  a,  6,  e,  x 
di  quattro  punti  A,  £,  C,  D  di  una  retta  propria  riferiti  ad  una 
certa  origine  0,  si  può  facilmente  calcolare  il  doppio  rapporto 
k  =  (AB CD)  dei  punti  stessi.  Segue  infatti  dalla  definizione 

-j  .  -  et  e  Qj  OC 

(1)  u   =    j-—    :     ^--^. 

L'espressione  che  sta  a  secondo  membro  si  dice  spesso 
doppio  rapporto  dei  quattro  numeri  a,  6,  e,  a?,  e  si  indica  scri- 
vendo (a,  6,  e,  x);  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  una 
retta  è  dunque  espresso  dal  doppio  rapporto  delle  loro  ascisse. 
Ciò  vale  anche  quando  uno  dei  quattro  punti  sia  improprio,  e 
la  corrispondente  ascissa  sia  ziz  co ,  purché  allora  come  doppio 
rapporto  dei  quattro  numeri  si  assuma  il  limite  a  cui  tende  il 
secondo  membro  della  (1)  mentre  quell'ascissa  va  tendendo 
a  ±  co  ;  cosi  ad  es.  è 

(a,  ò,  e,  ±  oo)   =   -7 ,     (0,  ±  00,  7i,  k)   =   j^,  ecc. 

La  relazione  (1),  quando  si  considerino  a,  ò,  e  come  co- 
stanti ed  X,  k  come  variabili,  stabilisce  il  legame  che  passa  tra 
la  coordinata  proiettiva  k  (rispetto  ai  punti  fondamentali 
A^  B^  C)  e  l'ascissa  x  (rispetto  ad  una  certa  origine)  di  uno 
stesso  punto  D  variabile  sulla  retta.  Per  metter  più  in  luce 
questo  legame  scriviamo  la  (1)  cosi 

—  (a  —  e)  X  -\-  (a  —  e)  b 

—  (6  —  e)  X  -{-  (b  —  e)  a' 
ossia 

(2)  k  =   ^-^, 
^    ^  px  -j-  q 
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dove  si  è  posto  per  brevità 

ni  =  —  (a  —  e),  n  =:  (a  —  e)  è,j9  =  —  (6  —  e),  q  =  (b  —  e)  a; 
le  quantità  m,  n,  p,  q  sono  costanti  indipendenti  dalla  posi- 
zione del  punto  variabile  D.  La  (2)  prende  il  nome  di  trasfor- 
mazione lineare  fra  le  variabili  x  e  k.  Importa  notare  che  il 
determinante  della  trasformazione 

m       n 

==   mq  —  np 
})       q 

è  diverso  da  zero.  Infatti,  tenuto  conto  delle  posizioni  fatte,  si 
riconosce  che  esso  è  uguale  al  prodotto  delle  differenze  a  —  6, 
b  —  e,  e  —  a,  \e  quali  sono  diverse  da  zero  essendo  distinti 
i  punti  A,  B,   C. 

Risolvendo   la  (2)  rispetto  ad  x,   si   troverebbe   una   rela- 
zione di  tipo  analogo 

(2')  ,r  =   p|-^J.         (m'q'  -  n'p'  *  0) 

per  esprimere  V  ascissa  in  funzione  della  coordinata  proiettiva. 
Valendoci  della  (2)  o  (2'),  noi  possiamo  ora  calcolare  il 
doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  una  retta  di  cui  siano 
note  le  coordinate  proiettive.  Ci  appoggeremo  perciò  sul  lemma 
seguente. 

44.  Proprietà  del  doppio  rapporto  di  quattro  numeri.  — 

Se  due  variabili  x,  y  sono  legate  da  una  trasformazione  lineare 
a  determinate  non  nullo 

/    \  nix  A-  n  , 

(a)  y   = ,  (mq  —  np  4^  0), 

px  -\-  q  ^ 

allora  ad  ogni  valore  di  x  corrisponde  un  determinato  valore 
di  y  e  viceversa^  ed  inoltre  il  doppio  rapporto  di  quattro  valori 
arbitrari  attribuiti  ad  x  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  corri- 
spondenti valori  di  y. 

E  chiaro  intanto  che  dato  a-,  sarà   determinato  y,  a  meno 
che  quel  valore  di  x  non  renda  insieme 

mx  -{-  n   =   0,       px  -{-  q   =   0, 
caso  impossibile  perchè  il  determinante  dei  coefficienti  e  ter- 
mini noti  è  diverso  da  zero.  Similmente  ragionando  sulla  equa- 
zione che  si  ottiene  risolvendo  la  (a)  rispetto  ad  x,  si  dimostra 
che  ad  ogni  valore  di  y  corrisponde  un  determinato  valore  di  x. 
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Per   dimostrare  la   seconda   parte   del   lemma   attribuiamo 
ad  X  quattro  valori  arbitrari  .^i,  x-t,^  a^s,  374,  e  siano 

y  =  ifrì-f  •      ('  =  ''  2-  ''  *) 

i  valori  corrispondenti  di  y.  Si  ha  per  definizione 


(Vu  2/2,  2/3,  Vi) 
Ora  è 

2/1  —  Vh   = 
ossia 


—  yAnJii  .  y^  ~  y^ 

y2  —  y^    '    y2  —  y^ 

mxi  -\-  n         mxs  -\-  n 
pxx  -f  1  P^^  "f  ?  ' 


(ma  —  np)  (xi  —  x^) 

Mutando  a  primo  e  secondo  membro  l'indice  1  in  2,  ab- 
biamo similmente 

{mq  —  np)  {x^  —  x^) 

y''         •^'    ~    {px-2    +    q)(px3  -f  q)' 
e  dividendo   membro   a   membro   le   due   eguaglianze,  (tenuto 
conto  della  mq  —  nj?  =♦=  0) 

yi   —  ya     xi   -^X3     _     px.2  -{-  q  ^ 

y-2  —  2/3  X2  —  X3  pxi   +  q 

Mutando  in  questa  l'indice  3  in  4,  si  ha 

yi  —■  Vi     Xr   —  Xj     ^     pxj  -f  q 

yi  —  Vi             x-ì  —  Xi         pxi  -|-  q 
e  dividendo  le  due  ultime  uguaglianze  membro  a  membro, 
y±ZL^y3_    .      yi   —  Vi     a^i   —  xa     .      Xi   —  Xj 

y%    2/3  2/2    —    2/4  X-2    —    X3       '        X^    Xi^ 

ossia  in  simboli 

(?/l!    2/2,    2/3,    2/4)     =     (-^1,    ^2,    373,    374); 

come  dovevasi  dimostrare. 

45.  Doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma 
di  1.'^  specie  espresso  mediante  le  coordinate  proiettive  degli 
elementi  stessi.  —  Possiamo  limitarci  al  caso  che  la  forma  sia 
una  punteggiata,  poiché  a  questo  può  ridursi  ogni  altro  me- 
diante una  sezione  (ciò  che  non  altera  né  le  coordinate  proiet- 
tive degli  elementi,  né  il  loro  doppio  rapporto). 

Siano  dunque  Ifi,  M%^  Jfg,  M^  quattro  punti  di  una  retta 
aventi  (in  un  certo   sistema  di  riferimento  ^,  -B,   C)  le  coor- 
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dinate  proiettive  ^',,  A;2,  ^"35  ^4-  Scelto  un  punto  della  retta 
come  origine  di  un  sistema  di  ascisse,  siano  xi,  x^,  .ì?3,  Xì  le 
ascisse  dei  quattro  punti;  tra  le  A;  e  le  rr  passeranno  allora 
(n."  43)  relazioni  del  tipo 

^.=    flr$f.        ('  =   1.2,3,4), 

dove  ni,  w,  p,  q  sono  quattro  costanti  tali  che  mq  —  n])  ^  0. 
Ora,  in  virtù  del  lemma  precedente,  sarà 

(ki,  k-ì,  ksj  ki)   =:   (xij  X2,  x^,  Xi). 
Ma  il  secondo  membro  esprime  (n."  43)  il  doppio  rapporto 
(Jfi  M<i  M3  Mi);  dunque  in  fine 

(M,  Jfa  M,  Mi)  =  (k^,  k,,  k,,  k,)  =  )~-^  •  |-;-Zt4" 
Arriviamo  così  al  risultato  : 

Fissato  sopra  una  forma  di  prima  specie  un  qualsiasi  si- 
stema di  coordinate  proiettive  (o  casi  particolari),  il  doppio 
rapporto  di  quattro  elementi  della  forma  è  sempre  espresso  dal 
doppio  rapporto  delle  loro  coordinate. 

Osseryazione.  —  Il  doppio  rapporto  ora  considerato  può  inguardarsi 
come  la  coordinata  proiettiva  }^  dell'elemento  variabile  M^  rispetto  agli 
elementi  fondamentali  Jfj,  Jfo.  3/ .5.  Il  legame  che  passa  fra  7/4  e  ^'4  è 
(cfr.  u."  43)  del  tipo 

_     ciki  +  iS 

dove  a,  /?,  /,  ó  sono  quattro  quantità  che  non  dipendono  dalla  posizione 
di  -M"4,  e  danno  luogo  a  un  determinante  aó  —  j3y  =t=  0.  Ora  nell'ultima 
relazione  compariscono  le  coordinate  proiettive  Ji^  e  A- 4  di  uno  stesso  ele- 
mento M4  riferito  a  due  diversi  sistemi,  l'uno  di  elementi  fondamentali 
Mi,  M2,  M^,  l'altro  di  elementi  fondamentali  A,  B,  C.  Vediamo  dunque 
che  le  coordinate  di  uno  stesso  elemento  variabile  sopra  una  forma  di 
prima  specie,  il  quale  venga  riferito  a  due  diversi  sistemi  di  coordinate 
proiettive,  sono  legate  da  una  trasformazione  lineare  a  determinante  non 
nullo. 

46.  Relazioni  tra  i  vari  doppi  rapporti  che  si  possono  for- 
mare con  quattro  elementi.  —  Il  doppio  rapporto  di  quattro 
elementi  di  una  forma  di  prima  specie  dipende  dall'ordine  in  cui 
gli  elementi  si  considerano.  Ora  le  permutazioni  di  quattro 
elementi  sono  24,  ma  i  corrispondenti  doppi  rapporti  non  sono 
tutti  distinti.  Infatti  : 

I.  Il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  non  si  altera  se  si 
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scambiano  fra  loro  due  qualunque  di  questi,  purché  nel  tempo 
stesso  si  scambino  anche  gli  altri  due.  Sicché  ad  es.  si  ha 

{ABCD)  =  (BADO)  =  (CBAB)  =  (BCBA). 

Queste  uguaglianze  si  verificano  subito  ricordando  le  defi- 
nizioni (nella  ipotesi  ad  es.  che  si  tratti  di  punti): 

(  A-Rrn\  —    "^^  •  ^^  /o  ^  Tì^x  BD  ■  AC 

{ABCD)  _  ^-^^,         (BADC)  =   -^^- .-j^>  ecc. 

In  base  a  questo  lemma,  dato  un  doppio  rapporto  formato 
coi  quattro  elementi  A,  B,  C,  D  in  un  ordine  qualsiasi,  noi 
possiamo  sempre,  senza  alterarne  il  valore,  ordinare  le  lettere 
in  guisa  che  A  venga  in  primo  posto.  E  possiamo  quindi  limi- 
tarci a  considerare,  tra  i  24  doppi  rapporti  sopra  nominati,  i 
sei  seguenti 

(ABCD),  {ACDB\  {ADBC\  (ABDC),  (ADCB),  (ACBD). 

I  valori  di  cinque  tra  essi  possono  esprimersi  in  funzione 
del  sesto;  e  ciò  in  virtù  dei  due  lemmi  seguenti. 

II.  Bue  doppi  rapporti  i  quali  differiscano  per  lo  scambio 
dei  due  ultimi  (o  dei  due  primi)  elementi  danno  per  prodotto 
V  unità.  Infatti 

(ABCD^  -   (^M),      (ABDC^  -  ^^^^> 
{ABCV)   _    ^jj^j^y      {ABDC)   _    ^^-^-^^  , 

e   moltiplicando 

{ABCD){ABDC)  =  1. 

III.  Due  doppi  rapporti  che  differiscano  per  lo  scambio  dei 
due  elementi  medi  (o  dei  due  estremi)  danno  per  somma  V u- 
nità.  Infatti,  indicando  con  a,  6,  e,  d  le  coordinate  proiet- 
tive di  A,  B,  C,  D  rispetto  ad  elementi  fondamentali  arbitrari, 
si  ha 

(ABCD)  +  (ACBD)  —  1 

(a  —  c)(b  —  d)     .     (a  —  b)(c  —  d) 

~    p)~^c){a^d)   "^    (T^^6)("a^— ^)    ~ 
—    ((^  —  b)  (e  —  d)  -}-  (a  —  c)(d  —  b)  -^  (a  —  d)  (b  —  e)    _ 
""  (c  —  b){a  —  d)'  ~     ' 

come  si  verifica  eseguendo  i  calcoli  indicati  nel  numeratore. 
Indicando  ora  con  k  il  valore  di  uno  dei  sei  doppi  rapporti 
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sopra   nominati,    ad   es.    di  {ABCD),  si  trovano   per   quelli  i 
valori  : 


{ABCD)  —  fe,  (ABDC)  = 

(ACBD)  =   1  -  k,     (AC DB)   = 
(ADBC)  =  ^^^,      (ADCB)  = 


1 


Esercizi.  —  1)  Dati  tre  elementi  di  una  forma  di  prima  specie,  costruire 
in  questa  l'elemento  che  forma  con  quelli  un  doppio  rapporto  assegnato; 
(mediante  una  operazione  di  proiezione  o  sezione  si  può  ridursi  al  caso  che 
uno  dei  quattro  elementi  sia  un  punto  improprio,  e  quindi  il  doppio  rap- 
porto diventi  un  rapporto  semplice). 

2)  Se  A,  B,  C  . .  .  sono  elementi  di  una  forma  di  prima  specie,  si  ha 

{ABCD)(ABDE)  =  {ABCE) 
{ABCD){ABDE)...  (ABHK)  =  (ABCK). 

3)  Se  i  lati  di  un  triangolo  ABC  vengono  segati  da  due  trasversali 
nelle  terne  di  punti  A' B'C\  A"B"C",  si  ha 

{BCA'A"  )  {CAB'  B")  {ABC'C")  =  1. 
Questo  teorema,  che   può   dedursi  dal   teorema  di  Menelao,  contiene 
d' altronde  quest'  ultimo  come  caso  particolare.  Analoga  estensione  può  rice- 
vere il  teorema  di  Ceva. 

4)  Dalla  relazione  (ab ed)  -\-  (acbd)  =  1  che  lega  due  doppi  rap- 
porti formati  con  quattro  rette  di  un  fascio,  dedurre  l'identità 

sen  ah  sen  ed  -p  sen  ac  sen  db  -j-  sen  ad  sen  he  =   0, 
analoga  all'identità  di  Eulero  per  la  punteggiata  (n.°  26,   es.  1)).  Da  quell'i- 
dentità si  possono  ricavare  (ad  es.  supponendo  ed  =  --^  ,...)  le  note  for- 
mole  trigonometriche  che  danno  sen    (a  dz  /?),    cos  (a   +    /?). 

5)  Conducendo  pel  centro  del  fascio  ab  ed  un  cerchio  il  quale  seghi 
quelle  rette  in  A,  i?,  C,  D,  la  identità  precedente  si  traduce  nella  relazione 

AB  ■  CD  -\-  AC  ■  DB  +  AD  ■  BC  =  0 
tra  le  sei  corde  (prese  con  segni  convenienti)  che  congiungono  i  quatfi'O 
punti  due  a  due.    Essa  esprime  il   teorema  di  Tolomeo    sul   quadrangolo 
iscritto  in  un  cerchio. 

6)  Dato  un  triangolo  ABC  ed  un  punto  D  che  non  stia  su  nessun 
lato,  le  rette  a',  ò',  e'  proiettanti!  vertici  da  7),  formano  con  una  trasver- 
sale qualsiasi  d  condotta  per  D  un  doppio  rapporto  (a'b'c'd)  uguale  a 
quello  {A' B'C  D)  formato  dalle  intersezioni  della  trasversale  coi  lati  del 
triangolo  e  dal  punto  D. 

7)  Dedurre  dall' es.  6)  la  risoluzione  del  seguente  problema  e  del  duale: 
date  tre  rette  a,  b,  e  non  concorrenti  ed  un  punto  D  che  non  appartenga 
a  nessuna  di  quelle,  condurre  per  D  una  trasversale  che  seghi  le  rette  in 
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tre punti  A%  B',  C  formanti   con  D  un    doppio   rapporto  (A'B'C'D)  di 
valore   assegnato.  Esaminare  il  caso  particolare  che  sia  improprio    D   od 
una  delle  tre  rette  date. 

8)  Dedurre  dall' es.  6)  la  dimostrazione  del  teorema:  «  il  doppio  rap- 
porto dei  quattro  punti  in  cui  le  facce  di  un  tetraedro  vengono  segate  da 
una  retta,  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  piani  proiettanti  dalla 
retta  i  vertici  opposti  del  tetraedro  ». 

9)  Dimostrare  il  risultato  del  n°.  45  senza  eseguir  calcoli,  fondandosi 
sulla  osservazione  (n.°  42)  che  il  sistema  delle  ascisse  può  ottenersi  come 
proiezione  da  un  sistema  di  coordinate  proiettive. 

47.  Gruppi  armonici.  —  I  sei  doppi  rapporti  nominati  al 
n.°  46,  sebbene  in  generale  distinti  tra  loro,  possono  coinci- 
dere in  parte  per  valori  particolari  di  k.  Cosi  risulta  ad  es. 

{ABCD)  =  {ABDC), 
quando  sia 

k   =z  ossia  k^   =z   1,  k   =   it  1, 

k  ' 

Esaminiamo  staccatamente  i  due  casi. 

Se  è 

allora  o  A  e  B  sono    distinti,  ma    C  coincide    con  D  (n."  31), 
oppure  A  e  B   coincidono   tra   loro.    Se   il   doppio  rapporto  di 
quattro  elementi  vale  1,  o  il  primo  elemento  coincide  col  secondo, 
0  il  terzo  col  quarto,  e  viceversa. 
Se  invece 

k  =   {ABCD)   =   —  1, 

i  quattro  elementi  sono  generalmente  distinti,  e  formano  un 
gruppo  che  per  le  sue  notevoli  proprietà  ricevette  un  nome 
speciale. 

Si  dice  che  quattro  elementi  A,  B,  C,  D  di  una  forma  di 
prima  specie  formano  un  gruppo  armonico,  o  sono  armonici, 
quando  il  loro  doppio  rapporto  {ABCD)  vale  —  1.  In  questa 
definizione  non  è  indifferente  l'ordine  degli  elementi.  Segue 
tuttavia  dal  n.*'  46  che  se  ABCD  è  un  gruppo  armonico,  sono 
pure  armonici  i  gruppi  ABDC,  BACD,  BADC,  CD  AB,..., 
insomma  ABCD  ed  i  sette  gruppi  che  da  esso  si  ottengono 
con  uno  o  più  scambi  dei  due  primi  o  dei  due  ultimi  elementi, 
o  della  coppia  dei  due  primi  colla  coppia  dei  due  ultimi.  Perciò 
i  due  primi  elementi  A  <d  B,  che  godono  uffici  scambievoli,  si 
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dicono  coniugati  armonici  rispetto  a  C,  Z),  e  viceversa  C,  D 
sono  coniugati  armonici  rispetto  ad  A,  B.  E  si  dice  pure  che 
le  due  coppie  AB  e,  CD  si  separarlo  armonicamente,  perchè  il 
segno  negativo  del  doppio  rapporto  prova  la  separazione  delle 
coppie  stesse  (n."  39). 

E  poi  chiaro  che  un  gruppo  armonico  di  elementi  di  una 
forma  di  prima  specie  dà  per  proiezione  e  sezione  nuovi  gruppi 
armonici. 

Ritornando  ora  alla  osservazione  con  cui  comincia  questo  n.*', 
possiamo  affermare,  colla  nomenclatura  introdotta,  che  se  il 
doppio  rapporto  di  quattro  elementi  distinti  non  si  altera  quando 
si  scambiano  fra  loro  i  due  ultimi  (o  i  due  primi)  elementi,  gli 
elementi  stessi  formano  un  gruppo  armonico. 

48.  Costruzione  di  un  gruppo  armonico  di  i)unti  mediante 
il  quadrangolo  completo  —  Dati  sopra  una  qualsiasi  forma 
di  prima  specie  tre  elementi  distinti  A,  B^  C,  è  individuato 
(n.°  41)  un  quarto  elemento  Z),  tale  che  ABC D  risulti  un 
gruppo  armonico,  (ABCD)  =  —  1.  L'  elemento  D  è  di- 
stinto da  J.,  B,  C,  e  si  dice  quarto  armonico  dopo  i  tre  elementi 
A,  B,  C  Fra  le  varie  costruzioni  del  quarto  armonico,  nella 
ipotesi  che  gli  elementi  siano  punti  di  una  retta,  è  notevolis- 
sima quella  a  cui  conduce  la  considerazione  seguente. 

Supposto  per  il  momento  che  il  problema  sia  risolto,  sup- 
posto adunque  che  ABCD  sia 
un  gruppo  armonico  sulla  retta 
u,  proiettiamo  i  quattro  punti 
da  un  centro  qualsiasi  P  sopra 
una  retta  condotta  arbitraria- 
mente per  C.  Dette  if,  N,  C,  0 
le  proiezioni  di  A,  B,  C,  D,  sarà 
armonico  il  gruppo  MNCO  e 
quindi  NMCO.  Tiriamo  ora  le 
due  rette  NA^  MB,  e  sia  Q 
la  loro  intersezione.  Proiettando 

il  gruppo  NMCO  da  Q  sopra  u,  ed  indicando  con  D'  la  proie- 
zione di  0,  risulta  che  è  armonico  il  gruppo  ABCD',  mentre 
per  ipotesi  è  tale  ABCD.  Segue  che  il  punto  D'  coincide  con 
Z),  ossia  che  il  punto  0  è  proiettato  in  D  sia  dal  centro  Q,  sia 
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dal  centro  P.  Dunque  il  punto  Z)  è  la  intersezione  di  u  colla 
PQ  ;  donde  la  costruzione  seguente  : 

«  Volendo  il  quarto  punto  armonico  D  dopo  i  tre  punti 
«  A,  B,  C,  si  conduca  per  C  una  retta  arbitraria  sulla  quale  si 
«  prendano  ad  arbitrio  due  punti  M]  N,  si  congiungano  questi 
«  con  A  e  B  nei  due  modi  possibili,  e  si  determinino  le  inter- 
«  sezioni,  non  ancora  considerate,  P  e  Q  delle  dette  congiun- 
«  genti;  la  retta  PQ  passa  per  il  punto  richiesto  D  ». 

In  forma  più  breve  (se  si  osserva  che  MNPQ  è  un  qua- 
drangolo completo  di  cui  J.,  P,  0  sono  i  punti  diagonali,  n.°  8): 
«  per  risolvere  il  problema  si  costruisca  un  qualsiasi  quadran- 
«  golo  completo  di  cui  due  lati  opposti  passino  per  A^  due 
«  lati  opposti  per  B  ed  un  quinto  lato  per  C;  il  sesto  lato 
«  passerà  per  il  quarto  armonico  richiesto  D  ».  La  costruzione 
si  eseguisce  conducendo  solo  linee  rette. 

La  stessa  operazione  potrebbe  anche  servire  a  verificare, 
coir  uso  della  sola  riga,  se  un  gruppo  di  quattro  punti  dati 
sopra  una  retta  sia  armonico. 

Enunciamo  sotto  forma  di  teorema  la  proprietà  fondamen- 
tale del  quadrangolo  completo  che  serve  alla  costruzione: 

In  un  quadrangolo  completo  due  punti  diagonali  separano 
armonicamente  le  intersezioni  della  loro  congiungente  coi  lati  del 
quadrangolo  passanti  per  il  terzo  j^unto  diagonale. 

D'  altronde  compiendo  la  figura  col  condurre  le  due  ulte- 
riori rette  diagonali  AO,  B  0  del  quadrangolo  e  determinando 
di  queste  le  intersezioni  coi  lati  del  quadrangolo,  si  ottengono 
altri  gruppi  armonici,  come  ad  es.  quello  formato  da  M,  P,  A 
e  dal  punto  MP  •  BO  (gruppo  armonico  perchè  proiezione 
di  CD  AB  da  0).  Si  suol  dire  perciò  che  nella  figura  com- 
posta di  un  quadrangolo  completo  e  del  triangolo  diagonale, 
su  ciascuna  delle  nove  rette^  (lati  del  quadrangolo  e  del  trian- 
golo) stanno  quattro  punti  che,  presi  in  ordine  conveniente, 
formano  un  gruppo  armonico. 

Osserrazioue.  —  La  costruzione  suesposta  ci  insegna  che  se  A^  B,  C 
sono  tre  punti  di  una  retta,  e  si  costruisce  un  qualsiasi  quadrangolo 
completo  di  cui  due  lati  opposti  passino  per  A,  due  lati  opposti  per  B  ed 
un  quinto  lato  per  C,  il  sesto  lato  del  quadrangolo  segherà  la  retta  in 
un  punto  D  che  non  varia  col  variare  del  quadrangolo  adoperato.  Ora  lo 
stesso  fatto  si  poteva  dedurre  come  conseguenza  del  teorema  dei  triangoli 
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omologici  e  precisamente  dell'  es.  7)  del  n."  16.  Si  sarebbe  fin  d' allora  po- 
tuto dare  una  detiuizioue  di  gruppo  armonico  di  punti,  dicendo  (con  Staudt) 
armonici  quattro  punti  allineati  ABCD,  tali  che  esista  un  quadrangolo 
completo  di  cui  due  lati  opposti  passino  per  A,  due  lati  opposti  per  B  un 
quinto  lato  per  C  e  il  sesto  per  D.  E  partendo  da  questa  definizione  si 
sarebbero  ritrovate  le  proprietà  dei  gruppi  armonici  senza  introdurre  il 
concetto  di  doppio  rapporto  e  le  nozioni  metriche  a  cui  siamo  ricorsi  per 
stabilirlo.  Una  siffatta  via  permise  appunto  allo  Staudt  di  definire  la 
proiettività  in  base  a  nozioni  puramente  grafiche  (cfr.  n.°  60). 

49.  Costruzione  di  un  gruppo  armonico  di  rette  mediante 
il  quadrilatero  completo  —  Il  teorema  ed  il  problema  del  pre- 
cedente n.°  possono  trasformarsi  per  dualità  piana  ;  basta  a 
tal  fine  scambiare  negli  enunciati,  come  pure  nelle  dimostra- 
zioni, le  parole  punto  e  retta.  Si  arriva  cosi  alla  proprietà  fon- 
damentale del  quadrilatero  completo  : 

In  un   quadrilatero   completo   due   rette   diagonali   separano 
armonicamente  le  inette  che  congiungono    la  loro  intersezione  coi 
due  vertici  del  quadrilatero  appartenenti  alla  terza  retta    diago- 
nale.   Nella  figura  qui  accan- 
to il  quadrilatero    completo    è 
mnpq-,  le  due  rette    diagonali 
a  =  tnp  •  nq,     b  ^  tnq  •  np 
sono  divise    armonicamente 
dalle  due  rette  e  e  d  che  proiet- 
tano da    8  ^  ab  ì  vertici  mn 
e  pq. 

Di  qua  si  deduce  la  costru- 
zione seguente  che  si  eseguisce 
colla  sola  riga  : 

«  Date  in  un  fascio  ^S'  tre 
«  rette  a,  b,  e,  per  costruire  la 
«  quarta  retta  d  armonica  dopo  quelle,  si  formi  un  quadrila- 
«  tero  completo  di  cui  due  vertici  opposti  appartengano  ad  a, 
«  due  vertici  opposti  a  è,  e  un  quinto  vertice  a  e;  il  sesto  ver- 
«  tice  congiunto  con  S  darà  la  retta  d  richiesta  ».  Del  quadri- 
latero ìnnpq  si  potranno  ad  es.  prendere  ad  arbitrio  i  lati 
w,  n  uscenti  da  un  punto  arbitrario  di  e;  fatte  queste  scelte, 
il  quadrilatero  e  la  costruzione  risultano  pienamente  deter- 
minate. 
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50.  Relazioni  fra  le  mutue  distanze  di  quattro  punti  ar- 
monici. —  Siano  A,  B,  C,  D  quattro  elementi  armonici  di  una 
forma  di  prima  specie,  i  quali,  riferiti  ad  un  sistema  di  coordinate 
proiettive  (o  casi  particolari),  abbiano  le  coordinate  a,  ò,  e,  d. 
Sarà  per  definizione 

a  —  e  a  —  d    

IT—'c     '    b~—~d    ~     "     ' 
od  anche 

a  —  e  a  —  d 


b  —  e  b  —  d 

dalla  quale  risulta  subito  che  la  coordinata  di  uno  dei  quattro 
elementi,  ad  es.  d,  si  esprime  razionalmente  mediante  le  coor- 
dinate a,  è,  e  dei  rimanenti  tre.  Mediante  facili  trasformazioni 
la  precedente  relazione  si  traduce  nell'  altra  più  simmetrica 

(1)  ab  -^  ed  —    jy  (a  +  b)(c  +  ^)  =  0, 

la  quale  adunque  può  riguardarsi  come  la  condizione  affinchè 
i  quattro  elementi  formino  un  gruppo  armonico. 

Dalla  (1)  si  traggono  alcune  utili  proprietà  nella  ipotesi, 
in  cui  ora  ci  poniamo,  che  gli  elementi  in  questione  siano  punti 
di  una  retta  propria,  dei  quali  a,  b,  e,  d  siano  le  ascisse  rispetto 
ad  una  certa  origine. 

I.  Si  supponga  in  primo  luogo  che  la  origine  si  trovi  nel 
punto  A.    Allora    a  =  0,    e  la  (1)  diventa 

ed  =     -  b(c  -|-  d), 

donde  si  trae 

2  1,1  .2  1,1 

~r  =  "   +    :j  '    ossia  ^   =       -^   -f-     .  ^  • 

b  ed  AB  AC  AD 

In  un  gruppo  armonico  di  punti   la   distanza  di  un  punto 

dal  suo  coniugato  è  media  armonica   tra   le  distanze   del  punto 

stesso  dagli  altri  due  punti  del  gruppo  ;  e  viceversa  (^). 

II.  In  secondo  luogo  si  ponga  la  origine  nel  punto  0  medio 
tra.  A  e  B  ;  allora  è  b  =^  —  a^    e  la  (  1  )  diviene 

a'^  =  ed,      ossia       OA''  =  OB''  =  OC  ■  OD. 


(')  Si  dice  che  tre  numeri  sono  in  progressione  armonica  (ed  il  secondo 
è  medio  armonico  fra  gli  altri  due),  quando  i  loro  inversi  sono  in  progres- 
sione aritmetica. 
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In  un  gruppo  armonico  di  punti,  la  distanza  del  punto 
medio  fra  due  coniugati  da  uno  di  questi  è  media  geometrica  tra 
le  distanze  del  punto  medio  stesso  dagli  altri  due  punti  coniu- 
gati del  gruppo;  e  viceversa. 

Poiché  OJ.^  è  positivo,  OC  ed  OD  devono  aver  lo  stesso 
segno  ;  dunque  in  un  gruppo  armonico  di  punti,  due  punti 
coniugati  stanno  dalla  stessa 

banda    del   punto    medio    fra _ 

gli  altri  due.  A  0       e       B  u 

Se,    A    e    B    rimanendo 
fissi,  il  punto    G   si  muove    ad  es.  da  0  verso    B   descrivendo 
il  segmento  finito  OB,  il  coniugato  armonico   D   descriverà  il 
prolungamento  di  0  5  dalla  parte  di  B,  venendo  dall'  infinito 
verso  B. 

Se  C  finisce  per  coincidere  con  5,  dovrà  pure  D  cadere 
in  jB  ;  si  suol  dire  perciò  che  se  in  un  gruppo  armonico  di  punti 
(o  di  elementi  di  una  qualsiasi  forma  di  prima  specie)  due 
punti  (o  elementi)  coincidono,  un  terzo  punto  (od  elemento) 
coincide  con  quelli,  ed  il  quarto  può  cadere  dovunque  sulla 
forma.  Un  siffatto  gruppo   armonico  si  suol  chiamare  degenere. 

Se  invece  il  punto  C  cade  in  0,  il  coniugato  D  andrà 
air  infinito,  come  risulta  pure  dal  fatto  che 

^^^^^-^  -  JABD^)  -       1       =   -   ^' 
dunque  : 

III.  Il  coniugato  armonico  del  punto  medio  di  un  segmento.^ 
rispetto  agli  estremi  di  questo,  è  il  punto  alV  infinito  della  retta  ; 
e  viceversa,  il  coniugato  armonico  del  punto  all'  infinito  di  una 
retta,  rispetto  a  due  punti  di  essa,  è  il  punto  medio  tra  quelli. 

IV.  Dati  sopra  una  punteggiata  propria  quattro  punti  ar- 
monici A,  B,  C,  D  (tra  cui  A  e  B  almeno  siano  propri),  giova 
esprimere  le  ascisse  c^  d  dei  due  ultimi  in  funzione  delle  ascisse 
a,  b  dei  due  primi  e  del  rapporto  semplice 

r  =  (ABC)  =  —  (ABB). 

Si  ha  subito,  (n.°  32), 

a  —  rh  -,  a  -\-  rb 

d  = 


1  —  r    '  1  +  r 
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51.  Oruppi  armonici  di  rette  aventi  particolarità  metriche. 

—  Relazioni  e  proposizioni  analoghe   alle   precedenti   si   ritro- 
vano nel  fascio  di  rette  ;  ci  limiteremo  a  due  osservazioni. 

I.  I  lati  di  un  angolo  sono  separati  armonicamente  dalle 
due  bisettrici.  Infatti  detti  a,  b  i  lati,  e  e  ^  le  bisettrici,  si  ha 

(fissando  convenientemente  i  versi  po- 
sitivi sui  lati) 

(abc)  =  —  1,       (ahd)  =  1, 
e  quindi 

(abcd)  =  —  1. 
II.  Se  di  quattro  rette  armoniche 
di  un  fascio  due  coniugate  sono  per- 
pendicolari, esse  bisecano  gli  angoli 
delle  altre  due.  Infatti  se  a,  ft,  e,  d 
sono  le  quattro  rette,  e  e,  d  sono  per- 
pendicolari tra  loro,  la  retta  b'  che  con 
a  forma  due  angoli  bisecati  da,  e  e  d,  dà  una  quaterna  armo- 
nica ab' ed  \  ma  per  ipotesi  anche  abcd  è  armonica,  quindi  b' 
coincide  con  b. 

*  52.  Sistema  armonico.  —  Riprendiamo  una  punteggiata 
propria  m,  sopra  cui  sia  fissato  un  sistema  di  ascisse  mediante 
r  origine  0  (punto  zero),  e  il  punto  1,  a  distanza  1  da  0  ; 
indichiamo  con  punto  ib  oo  il  punto  all'  infinito  di  u.  Se  co- 
struiamo il  coniugato  armonico  del  punto  0  rispetto  ai  punti  1 
e  ±  co  ,  otterremo  (n.^'SO,  III)  il  punto  (di  ascissa)  2;  similmente 
costruendo  il  coniugato  armonico  del  punto  1  rispetto  ai  punti 
2  e  ±  co ,  giungeremo  al  punto  3,  e  cosi  via.  Inoltre  il  coniu- 
gato armonico  del  punto  1  rispetto  ai  punti  0  e  ±  co  sarà  il 
punto  —  1  ;  ed  in  simil  guisa  potremo  ottenere  i  punti  —  2, 
ecc.  Con  questa  prima  serie  di  costruzioni  di  quarti  armonici 
noi  possiamo  segnare  adunque  ogni  punto   di  ascissa  intera  n 

positiva  o  negativa. 
È    facile    però    arri- 
^z         ^  0  3   j  /   i       a  •>  vare      mediante      nuovi 

gruppi  armonici  anche 
ai  punti  di  ascissa  frazionaria.  A  tal  fine  si  osservi  che  il  co- 
niugato armonico  (di  ascissa)  x  del  punto  n  rispetto  ai 
punti  -f-  1  ^  —  1)  è  tale  che  risulti  (n.°  50,  II)  nx  :=.  1^,  ossia 
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^  =  — •  Ed  operando  ora  sul  punto  ^  e  sui  punti  0,  rfc  ce , 
come  sopra  si  è  operato  sui  punti  1,0,  ±  go  ,  si  perviene  ad 
ogni  punto  avente  un  ascissa  del  tipo  -J",  dove  m  è  un  numero 
intero,  positivo  o  negativo. 

Dunque  partendo  da  due  punti  di  ascisse  0  e  1  sopra  una 
retta  propria,  e  servendosi  inoltre  del  punto  all'  infinito  della 
retta,  si  può,  mediante  un  numero  finito  di  costruzioni  di  quarti 
armonici,  pervenire  ad  ogni  punto  della  retta  avente  ascissa  ra- 
zionale ;  né  si  possono  ottenere  altri  punti,  giacché  (n.°  50)  il 
quarto  armonico  dopo  tre  punti  di  ascisse  e?,  ò,  e  ha  un'ascissa  d 
che  dipende  razionalmente  da  a,  h,  e,  ed  è  quindi  razionale,  se 
tali  sono  a,  b,  e.  E  utile  notare  che  le  costruzioni,  di  cui  sopra 
si  parla,  possono  eseguirsi  coli"  uso  della  sola  riga,  purché  sia 
segnata  nel  piano  una  parallela  alla  retta  u  (n/  48,   16). 

Giova  per  il  seguito  tradurre  questo  risultato  metrico  in 
forma  proiettiva.  Basta  a  tal  fine  proiettare  la  retta  ?t  da  un 
centro  qualsiasi  sopra  una  nuova  retta  u'.  Sappiamo  allora 
(n.°  42,  Oss.)  che  un  punto  di  u.  avente  l'ascissa  x,  si  proietta 
in  un  punto  di  u'  avente  la  coordinata  proiettiva  x,  rispetto 
a  tre  punti  fondamentali  di  u',  proiezioni  dei  punti  i  oo  ,  0,  1 
di  u.  Ricordando  poi  che  un  gruppo  armonico  dà  per  proiezione 
un  gruppo  armonico,  siamo  portati  a  concludere  sulla  retta  ii'  : 

Sopra  una  retta  si  fissino  tre  punti  arbitrari  come  punti  fon- 
damentali di  un  sistema  di  coordinate  proiettive  ;  partendo  da  que- 
sti plinti^  ed  eseguendo  successive  costruzioni  di  quarti  annonici^  si 
può  ottenere^  con  un  numero  finito  di  operazioni,  un  qualsiasi  punto 
della  retta  avente  la  coordinata  proiettiva  razionale;  e  nessun  altro 
punto  della  retta  può  esser  costruito  a  quel  modo.  Le  costruzioni 
qui  nominate  possono  eseguirsi  colla  sola  riga. 

53.  Coppia  che  divide  armonicamente  due  coppie  asse- 
gnate. —  Date  sopra  una  forma  di  prima  specie  due  coppie 
di  elementi  A,  B  ed  E,  F,  cerchiamo  se  tra  le  infinite  coppie 
che  dividono  armonicamente  .4,  i?,  ve  ne  sia  qualcuna  X,  Y 
che  divida   pure    armonicamente  ^,  F. 

Trattiamo  anzitutto  il  problema  analiticamente.  Allo  scopo 
di  semplificare  i  calcoli,  scegliamo  i  tre  elementi  A,  B,  E  come 
elementi  fondamentali  zt  co  ,  0,  1  di  un  sistema  di  coordinate 
proiettive.    Il  quarto  elemento  dato    F  avrà  rispetto    a   quelli 


(1) 
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una   coordinata  nota  k  =  {ABEF)  ;  mentre   i   due   elementi 
incogniti  X,  Y  avranno  coordinate  incognite  x,  y.  Le  condizioni 
a  cui  devono  soddisfare  X,    Y, 

{ABXY)  =.  -  1,       (EFXY)  =  -  1 
si  traducono  nelle  due  equazioni 

(±   00,  0,  a:;,  2/)  =  —  1,      (1,  A:,  x,  y)  =  —  1, 
le  quali,  scritte  per  disteso,  danno  (cfr.  n.' 43,  50) 

X  =  —  y 

k  +  xy  -    ^    (k  +  l){x  +  y)  =.=  0; 

però    alla    (2),    tenendo    conto    della  (1),    si   può    sostituire  la 

equazione 

(2')  ^2  ^  f,^ 

donde  si  trae 

^  =  ^i-  Vk,      y  =  zf:\/J^ 
E  indifferente  prendere  nelle  due  espressioni,  ad  un  tempo, 
i  segni  superiori,  o  i  segni   inferiori,  visto  che    X,    Y  godono 
uffici  scambievoli  nel  problema  trattato. 

Concludiamo  che  se  k  =  (ABEF)  è  positivo,  ossia  (n.°  39) 
se  le  due  coppie  AB,  EF  non  si  separano,  esiste  una  coppia 
di  elementi  +  J/A:,  —  \/k,  che  dividono  armonicamente  le  due 
coppie  date;  se  è  A;  <  0,  e  quindi  le  due  coppie  AB,  EF  si 
separano,  il  problema  non  ammette  soluzioni;  se  finalmente  è 
A;  =  0,  oA:=±Qo,e  quindi  le  due  coppie  AB,  EF  hanno 
un  elemento  comune,  questo  elemento,  contato  due  volte,  dà 
con  AB  (ò  con  EF  due  gruppi  armonici  degeneri.  Limitandoci 

ai  primi  due  casi,  diremo  : 

Date  sopra  una  forma  di 
prima  specie  due  coppie  di  ele- 
menti, esiste  0  non  esiste  una 
{unica)  coppia  che  divide  armo- 
nicamente quelle,  secondo  che  le 
due  coppie  date  non  si  separano 
0  si  separano. 

Risolveremo    ora    grafica- 

""  mente  il   problema,    trattando 

il  caso  che  A,  B,  E,  F  siano  punti  di  una  punteggiata  propria 

u.  Supposto  per  il  momento  di  conoscere  i  punti  cercati  X,  Y , 
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notiamo  che  il  punto  0  medio  tra   quelli,  soddisfa  alle  condi- 
zioni (n.**  50,  II) 

0X2  ^  0  j-  =  OA  ■  OB  =z  OE  ■  OF. 

Ora  per  costruire  l'unico  punto  0  che  rende  uguali  i  due  ul- 
timi prodotti,  fissato  un  punto  arbitrario  M  fuori  di  m,  si  condu- 
cano i  cerchi  MAB,  MEF,  i  quali  si  segheranno  ancora  in  un 
punto  N.  La  retta  MN  incontrerà  u  in  un  punto  0  {^)  tale  che 
OM  ■  ON  =  OA  ■  OB  =  OF  ■  OF. 
Se  il  punto  0  è  esterno  ad  uno  (e  quindi  anche  all'altro) 
dei  due  cerchi  nominati,  condotta  da  0  la  tangente  0  T  al 
detto  cerchio,  sarà 

OT'  =  OA  ■  OB  =  OF  '  OF  =  OZ^  =  OT^. 
si  conclude  che  il  cerchio  di  centro  0  e  raggio  OT  sega  u 
nei  due  punti  X,  Y  richiesti.  D'  altronde  è  facile  vedere  che 
se  le  coppie  AB  ed  FF  non  si  separano,  i  due  punti  M,  JSf 
cadono  da  una  stessa  banda  di  u,  sicché  0  è  esterno  ai  due 
cerchi  ed  il  problema  ammette  soluzione  ;  mentre  se  AB  ed 
FF  si  separano,  1/,  N  stanno  da  bande  opposte  di  u,  0  è 
interno  ai  due  cerchi  ed  il  problema  non  ammette  soluzione. 

Esercizi  —  1)  Per  costruire  il  quarto  punto  armonico  D  dopo  tre 
punti  dati  A,  B,  C,  si  conduca  per  C  una  retta  arbitraria,  e  su  questa  si 
prendano  a  partire  da  C,  da  bande  opposte,  due  seguenti  uguali  CA',  CB'; 
si  costruisca  poi  il  punto  S  =  AA'  •  BB';  come  riuscirà  la  retta  -SD? 
Si  può  dare  una  costruzione  analoga  di  un  gruppo  armonico  in  un  fascio 
di  rette? 

2)  Un'altra  costruzione  di  un  gruppo  armonico  di  punti  è  fondata 
sul  teorema:  le  rette  congiungenti  un  punto  di  un  cerchio  cogli  estremi 
di  un  diametro,  dividono  armonicamente  ogni  corda  perpendicolare  a  quel 
diametro. 

3)  Lo  stesso  problema  si  risolve  ricorrendo  al  teorema:  se  due  cerchi 
si  segano  ortogonalmente  (cioè  in  modo  che  le  tangenti  in  ciascuna  inter- 
sezione siano  perpendicolari),  i  diametri  dell'uno  sono  divisi  armonicamente 
dall'  altro. 

4)  Ricorrendo  alla  costruzione  mediante  il  quadrangolo  completo,  ri- 
solvere colla  sola  riga  i  problemi  seguenti: 

a)  dato  un  segmento  col  suo  punto  medio,  condurre  per  un  punto 
la  parallela  alla  retta  contenente  il  segmento; 


(^)  La  retta  MN  riesce  parallela  ad  u  nel  solo  caso  che  le  coppie  AB, 
EF  abbiano  uno  stesso  punto  medio;  allora  quest'ultimo  punto,  insieme 
al  punto  all'  infinito  della  retta  «,  fornisce  la  coppia  richiesta  X  Y. 
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b)  date  due  rette  parallele,  costruire  il  segmento  doppio,  triplo . .  . 
di  un  segmento  dato  sopra  una  di  quelle;  o  dividere  il  segmento  in  due, 
tre  .  . .  parti  uguali  ; 

e)  dato  un  parallelogramma,  dimezzare  un  segmento  assegnato  co- 
munque (n.°  16). 

5)  Il  luogo  dei  punti  coniugati  armonici  di  un  punto  P  rispetto  alle 
intersezioni  delle  trasversali  uscenti  da  P  con  due  rette  a,  &,  è  la  polare 
(n.°  16,  es.  1))  p  di  F  rispetto  alle  rette  a,  h.  Proposizione  duale  nel  piano. 

6)  Se  delle  intersezioni  dei  lati  di  un  triangolo  con  una  trasversale  si 
costruiscono  i  coniugati  armonici  rispetto  alle  coppie  di  vertici  apparte- 
nenti a  quei  lati,  i  nuovi  punti  congiunti  coi  vertici  opposti  danno  tre 
rette  passanti  per  uno  stesso  punto.  Proposizione  duale. 

7)  Un  quadrangolo  completo  è  individuato  quando  ne  sia  dato  il 
triangolo  diagonale  EFG  ed  un  vortice  A\  come  si  costruiscono  gli  altri 
tre  vertici  B,(J,  D?  Dimostrare  che  se,  rimanendo  fisso  il  triangolo  diagonale, 
il  vertice  A  descrive  una  retta  a.  gli  altri  tre  vertici  descrivono  tre  rette 
b,  e.  rf;  la  configurazione  delle  quattro  rette  a.  b,  e,  d  è  tale,  che  il  trilatero 
formato  con  tre  qualisivogliano  di  esse  è  omologico  al  triangolo  diagonale 
EFG  coli' asse  di  omologia  nella  quarta  retta.  Questione  duale  pel  qua- 
drilatero. 

8)  Dato  un  tetraedro  AB  CD  ed  un  punto  A',  costruire  un  altro  te- 
traedro A'  B'  C  D'  tale  che  le  coppie  di  spigoli  opposti  dell' un  tetraedro 
si  appoggino  alle  coppie  di  spigoli  opposti  dell'  altro. 

y)  Segare  tre  piani  a,  /i,  /  di  un  fascio  proprio  mediante  un  piano, 
in  modo  che  delle  rette  sezioni  la  terza  bisechi  l'angolo  delle  prime  due; 
(si  costruisca  il  piano  ó  quarto  ai'monico  dopo  a,  /?,  y). 

lOj  Se  a,  h,  e,  d  sono  quattro  rette  di  un  fascio  proprio  ed  w  è  una 
bisettrice  dell'angolo  ab,  valgono  le  seguenti  relazioni,  analoghe  a  quelle 
valide  pel  gruppo  armonico  di  punti,  n.°  50  : 

2  11 

—    = 1 — ; tg^  mh  =  tg  me  ■  tg  md. 

tgab  tgac      '      tgad   '        ^  ^  '^ 

11)  Dati  sopra  una  retta  due  segmenti  AB,  EF,  determinare  il  luogo 
di  un  punto  S^  dal  quale  i  due  segmenti  siano  visti  sotto  angoli  uguali  o 
supplementari;  (n.°  53). 

54.  Gruppo  dì  elementi  rappresentato  da  una  equazione 
con  una  incognita.  Elementi  immaginari  sopra  una  forma  di 
prima  specie.  —  La  trattazione  analitica  del  problema  n.*^  53 
ci  conduce  ad  alcune  considerazioni  generali,  che  giova  esporre 
qui  per  procedere  più  spediti  in  seguito. 

Noi  abbiamo  visto  che,  dati  sopra  una  forma  di  prima 
specie,  ad  es.  sopra  una  punteggiata,  due  coppie  di  punti  AB, 
EF^  la  determinazione  di  una  terza  coppia  XY  che  divida 
armonicamente  quelle  due,  dipende  da  una  equazione  di  secondo 
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grado  (2'),  le  cui  radici  sono  le  coordinate  di  X  e  1^;  quella 
equazione,  possiamo  dir  brevemente,  rappresenta  la  coppia  X  Y. 
Fummo  però  costretti  a  distinguer  tre  casi  secondo  la  natura 
delle  radici  della  detta  equazione  ;  infatti  se  le  radici  erano 
reali  e  distinte,  si  trattava  effettivamente  di  due  punti  distinti 
X,  F;  se  le  radici  coincidevano,  si  aveva  da  fare  con  un  solo 
punto  X  =  Y,  o,  se  si  vuole,  con  due  punti  coincidenti]  ma 
se  le  radici  erano  immaginarie,  si  doveva  concludere  che  il 
problema  proposto  non  ammetteva  soluzioni.  Ora  quest'  ultima 
affermazione,  che  in  molti  casi  risponde  in  modo  esauriente 
alla  questione  geometrica  proposta,  può  in  altri  casi  sembrare 
insufficiente.  Per  citare  un  esempio,  si  suppongano  date  sulla 
punteggiata  tre  coppie  di  punti  AB,  EF,  GH,  in  guisa  che 
r  equazione  rappresentante  la  coppia  che  divide  armonicamente 
AB  Qà  EF,  coincida  colla  equazione  della  coppia  che  divide 
armonicamente  AB  q  GH.  Vorrà  dire  che  fra  le  tre  coppie 
AB,  EF,  GH  passerà  una  certa  relazione;  come  potremo 
esprimerla  geometricamente  ?  Se  si  dicesse  che  le  tre  coppie 
AB,  EF,  GR  sono  divise  armonicamente  da  una  stessa  coppia, 
si  contemplerebbe  la  ipotesi  che  le  radici  della  equazione  no- 
minata fossero  reali,  ma  si  lascerebbe  da  parto  la  ipotesi  delle 
radici  immaginarie. 

Per  evitare  siffatte  eccezioni,  per  poter  seguire  fedelmente 
col  linguaggio  geometrico  i  procedimenti  analitici,  ottenendo 
nella  geometria  la  stessa  generalità  che  appartiene  all'algebra,  si 
è  trovato  conveniente  di  introdurre,  accanto  agli  elementi  geo- 
metrici reali  di  cui  sinora  si  è  discorso,  altri  elementi  fittizi  che 
diremo  immaginari,  ai  quali  per  ora  attribuiremo  solo  un  signi- 
ficato analitico,  riservandoci  di  indicarne  in  seguito  una  rappre- 
sentazione geometrica.  A  tal  fine,  fissato  sopra  una  punteggiata 
(o  una  qualsiasi  altra  forma  di  prima  specie)  un  sistema  di 
coordinate,  ad  ogni  valore  reale  o  complesso  x  converremo  di 
far  corrispondere  un  punto  (od  elemento)  della  forma  ;  questo 
punto  (od  elemento)  sarà  reale,  e  potrà  costruirsi  geometrica- 
mente nel  solito  modo,  se  x  è  reale;  sarà  invece  immaginario, 
e  non  avrà  per  ora  rappresentazione  geometrica  effettiva,  se 
X  è  complesso.  Da  questi  ultimi  elementi  faremo  astrazione, 
almeno  per  ora,  nelle  costruzioni  grafiche. 
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Ai  punti  (o  elementi)  immaginari  di  una  punteggiata  (o 
forma  di  prima  specie)  estenderemo  le  formole  di  geometria 
analitica  trovate  sinora.  Cosi,  se  sulla  punteggiata  è  fissato  un 
sistema  di  ascisse,  ed  x,  ?/,  0,  /  .  .  .  sono  le  ascisse  reali,  o 
complesse,  di  più  punti  X,    Y,  Z,   T  .  .  .  ,  porremo  sempre 

XY=zy-x,      (XYZ)        """^ 


y  —  z' 


(XYZT)    =    ^-     -1  :  .^ 1; 

y  —  ^     y  —  t 

per  punto  medio  del  segmento  XY  intenderemo  il  punto  di 
ascissa  -^  ^-;  definiremo  il  gruppo  armonico  nel  solito  modo, 
ecc.  Potrà  darsi  talvolta  che  partendo  da  enti  immaginari, 
si  arrivi  in  tal  guisa  ad  enti  reali.  Ad  es.,  se  x,  y  sono 
due  numeri  complessi  coniugati  x  ^=1  a  -{-  hi,  y  :=z  a  —  hi 
(«  =  V  —  1),  nel  qual  caso  i  punti  X,  Y  si  dicono  immagi- 
nari coniugati,  sarà  reale  il  punto  medio  tra  questi,  avendo 
r  ascissa  reale  '  .^  ^  =  a;  e  si  riconosce  esser  pure  reale  il  co- 
niugato armonico  di  un  punto  reale  qualsiasi  rispetto  a  due 
punti  immaginari  coniugati. 

Introdotte  siffatte  convenzioni  relative  agli  elementi  imma- 
ginari, e  generalizzando  una  precedente  osservazione,  potremo 
dire  :  fissato  sopra  una  forma  di  prima  specie  un  qualsiasi  sistema 
di  coordinate,  ad  ogni  equazione  con  una  sola  incognita,  corri- 
sponde sulla  forma  il  gruppo  composto  di  quegli  elementi  che  colle 
loro  coordinate  soddisfanno  la  equazione  proposta;  se  questa 
dunque  è  algebrica  di  grado  n,  il  gruppo  conterrà  n  elementi 
{fra  reali,  immaginari,  distinti  e  coincidenti). 

Inversamente,  volendo  rappresentare  n  elementi  della  forma, 
che  in  una  certa  questione  si  comportino  in  modo  simmetrico, 
conviene  spesso  assegnare,  anziché  le  coordinate  degli  ele- 
menti, la  equazione  di  grado  n,  che  ha  come  radici  quelle 
coordinate.  In  tal  senso  vanno  intese  le  proposizioni  seguenti, 
di  cui  le  prime  due  seguono  dalla  formola  (1)  del  n.''  50, 
mentre  la  terza  è  la  traduzione  in  linguaggio  geometrico  di 
un  notissimo  risultato  algebrico: 

a)  la  condizione  affinchè  la  coppia  rappresentata  dall'  equa- 
zione 

ax^  -f-  2òa;  -j-  e  =  0 


—  so- 
sia divisa  armonicamente  dagli  elementi  di  coordinate  ^j,  y.,  )  © 
espressa  dalla  relazione 

«2/12/2  +  è(yi  -f-  y.2)  -f  e  =  0; 

h)  la  condizione  perchè  le  due  coppie 
a.x2  -f  2òic  -f  e  =   0,,       «'x'^  -\-  2h'x  ^  e'   =   0 
ai  separino  armonicamente,  è  data  da 

ac'  -f  a'c  —  2hh'   =   0. 
il  cui   primo  membro   è  detto   talvolta   armonizzante  delle  due 
equazioni  ; 

e)  la  condizione  affinchè  le  due  coppie  precedenti  abbiano  un 
elemento  comune,  è  data  dalF  annullarsi  del  risultante  delle  due 
equazioni,  che  può  scriversi  sotto  una  delle  due  forme  seguenti, 
identiche  tra  loro  : 

4(a6'  —  a'h){bc'    —    h'c)  —  (ac'   —  a'cy, 

4(62  _  ac)(h'''  —  a'c')  —  (ac'  +  a'c  —   2bh'y. 

*  55.  Coordinate  omogenee.  —  Prima  di  chiudere  questo  capi- 
tolo dedicato  ai  fondamenti  della  geometria  analitica  sulle  forme 
di  prima  specie,  voglio  accennare  alle  coordinate  omogenee,  seb- 
bene non  mi  proponga  di  farne  uso  sistematico  nel  seguito. 

Abbiamo  visto  che  fissato  sopra  una  forma  di  prima  specie 
un  sistema  di  coordinate  proiettive  (o  casi  particolari),  vi  è 
un  elemento  eccezionale  della  forma,  a  cui  non  corrisponde 
propriamente  una  coordinata  (finita),  quell'elemento  che  si 
indica  convenzionalmente  con  1:  x  .  Una  siffatta  eccezione  non 
si  può  togliere,  quando  si  cerca  di  rappresentare  ciascun  elemento 
mediante  un  sol  numero  ;  si  riesce  invece  allo  scopo  associando 
all'  elemento  due  numeri  di  cui  interessa  solo  il  rapporto,  numeri 
che,  per  tale  ragione,  si  dicono  coordinate  omogenee.  In  ter- 
mini precisi:  sopra  una  forma  di  prima  specie,  sulla  quale  si 
suppone  già  fissato  un  sistema  di  coordinate  proiettive  (o  casi 
particolari),  chiameremo  coordinate  omogenee  due  numeri  ^,  ri 
non  entrambi  nulli,  ai  quali  venga  associato  quelV  elemento  della 
forma  che  ha  la  coordinata  proiettiva  x  =  ,  quando  ?;  =+=  0; 
oppure  V  elemento  il:  co  ,  quando  rj  ^=  0.  Segue  di  qua  che  men- 
tre, date  le  coordinate  $,  ?;,  è  individuato  l'elemento  corrispon- 
dente, dato  invece  l'elemento,  non  son  determinate  in  un  sol 
modo  le  coordinate  |,  ?;,  ma  è  solo  determinato  il  loro  rapporto, 
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sicché  ad  una  coppia  di  numeri  ^,  rj  si  può  sostituire  una  coppia 
qualsiasi  di  numeri  proporzionali,  senza  alterare  l'elemento  rap- 
presentato. Alla  coppia  (0,  0)  non  corrisponde  nessun  elemento. 

Per  portare  un  esempio  supporremo  che  la  forma  in  que- 
stione sia  una  punteggiata  propria,  sulla  quale  sia  già  fissato 
un  sistema  di  ascisse  ;  allora  Y  origine  avrà  le  coordinate  omo- 
genee 0,  1  ;  il  punto  all'infinito  le  coordinate  1,  0;  il  punto 
di  ascissa  1,  avrà  le  coordinate  1,  1,  ecc.  ;  ricordando  che 
quelle  coppie  di  numeri  possono  alterarsi  per  uno  stesso  fattore, 
senza  mutare  il  punto  rappresentato. 

In  coordinate  omogenee  ^,  t],  un  gruppo  di  n  elementi  di 
una  forma  di  prima  specie  è  rappresentato  da  una  equazione 
algebrica  ed  omogenea  di  grado  w,  del  tipo 

0 

Esercizi  —  1)  Calcolare  il  doppio  rapporto  dei  due  punti  rappresentati 
dall'equazione  ax^  -{-  2hx  -{-  e  =  0,  coi  punti  di  coordinate  /y.  y'. 

2)  Calcolare  il  doppio  rapporto  k  dei  quattro  punti  rappresentati,  i 
due  primi  dall'una,  i  due  ultimi  dall'altra  delle  equazioni 

ax-  -{-  2bx  -r  e   —  0,  a'x'^  +  2  6'^  +  e'   =  0. 

Si  troverà 

1  -^  k    _  ac'  +  a'c  —  2bb' 

i  —  k    ~     ±2  VW^~^  |/6'2  — T'c'  ' 
donde,  indicando  con  H  il  numeratore  del  secondo  membro  e  con  A,  A'  i 
binomi  sotto  ai  radicali,  si  trae 

H^  ~  éA  A'      ' 
Queste  formole  forniscono  subito  l'armonizzante   e   il   risultante  delle 
due  coppie  ;  e  ci  dicono  clie  queste,  supposte  costituite  da  punti  reali,  non  si 
separano  o  si  separano,  secondo  che   H'^  —  4  A  A'  è  positivo  o  negativo. 

3)  Determinare  l'equazione  della  coppia  dei  punti  che  separano  armo- 
nicamente le  due  coppie  date  dalle  precedenti  equazioni  ;  e  dimostrare  che 
essa  si  compone  di  punti  reali  o  immaginari,  secondo  che  le  coppie  date 
non  si  separano  o  si  separano  (cfr.  n."  53Ì. 

4)  Si  esaminino  tutti  i  casi  in  cui  coincidono  due  dei  sei  doppi  rapporti, 
generalmente  distinti,  formati  con  quattro  elementi  (n."  46).  Oltre  ai  casi  già 

1  A:  i  Vs 

noti,  o  che  a  questi  si  riconducono,  si  troveranno  i  valori  k  = 

(radici  dell'equazione  A-^  =  —  1),  relativi  a  gruppi  di  elementi  AB  CD 
detti  equianarmonici  (Cremoxa),  dei  quali  un  elemento  almeno  è  imma- 
ginario. Posto  che  {AB CD)  abbia  uno  dei  due  valori  di  k,  lo  stesso 
valore  hanno  {AC DB),  (ADBC),  mentre  il  valore  coniugato  appartiene 
aà{ABDC),{ADGB),  (ACBD). 
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Capitolo  II. 
Proiettività  tra  due  forme  di  prima  specie. 

56.  Concetto  generale  di  corrispondenza.  —  È  fondamen- 
tale nelle  matematiche  moderne  il  concetto  di  corrispondenza. 
del  quale  già  incidentalmente  abbiamo  fatto  uso  più  volte. 
Vogliamo  ora  dedicarvi  qualche  parola,  per  limitarci  poi  a  stu- 
diare una  famiglia  particolare  di  corrispondenze. 

Siano  assegnate  due  classi  (a,  6,  <^,  .  .  .  ),  {a',  b',  e',  .  .  .  ) 
di  elementi  qualisivogliano  (numeri,  punti,  oggetti.  .  .  ),  in  nu- 
mero finito  o  infinito  ;  e  sia  nota  inoltre  una  legge,  in  virtù  della 
quale  ad  un  qualsiasi  elemento,  ad  es.  a,  della  prima  classe  venga 
associato,  in  modo  perfettamente  determinato,  un  elemento  (o  più 
elementi)  a',  ...  della  seconda  classe.  Diremo  allora  che  quella 
legge  fissa  una  corrisiiwndenza,  con  cui  si  passa  dalla  prima  classe 
alla  seconda;  l'elemento  a  della  prima  classe  ha  per  corrispon- 
dente (o  corrispondenti)  1" elemento  (o  gli  elementi)  a',  ... 
della  seconda  classe.  Se  ad  un  elemento  a  comunque  scelto  nella 
prima  classe,  corrisponde  un  fiolo  elemento  a'  della  seconda,  la 
corrispondenza  si  dice  univoca]  e  si  dice  biunivoca  quando  inol- 
tre, scelto  comunque  un  elemento  a'  della  seconda  classe,  esiste 
nella  prima  uno  ed  un  solo  elemento  a,  di  cui  a'  sia  il  corrispon- 
dente. Quando  si  assegna  una  corrispondenza  biunivoca  fra  due 
classi,  si  vengono  in  realtà  a  fissare  due  corrispondenze,  inverse 
l'una  dell'altra,  delle  quali  una  conduce  da  un  elemento  qualsiasi 
a  della  prima  classe  all'elemento  corrispondente  a'  della  se- 
conda, mentre  l'altra  riconduce  da  a',  ..  ad  a,  ... ,  e  distruggo, 
per  dir  così,  l'effetto  della  prima. 

Facciamo  ora  qualche  ipotesi  sulla  natura  degli  elementi 
componenti  le  due  classi.  Se  questi  elementi  sono  numeri,  e 
precisamente  a,  b,  e  .  .  .  si  riguardano  come  valori  assunti  da 
una  variabile  x,  mentre  a',  b'  e'  ...  sono  valori  assunti  da 
una  variabile  ij,  una  corrispondenza  univoca  fra  la  prima  classe 
e  la  seconda  definisce  y  come  funzione  di  x.  Se  la  prima  classe 
si   compone   di   elementi  geometrici,    ad  es.   degli  elementi   di 


—  92  — 

una  forma  di  prima  specie,  e  la  seconda  classe  si  compone  di 
numeri  reali,  una  corrispondenza  biunivoca  fra  le  due  classi 
(quando  sia  inoltre  continua)  stabilisce  un  sistema  di  coordinate 
sulla  forma  (n.°  23).  Finalmente  se  le  due  classi  si  compon- 
gono di  elementi  geometrici,  e  sono,  ad  es.,  due  forme  di  prima 
specie,  si  avrà  una  corrispondenza  geometrica  fra  le  due  forme. 

Porteremo  ora  esempi  di  certe  particolari  corrispondenze 
biunivoche  fra  due  forme  di  prima  specie,  delle  quali  poi  do- 
vremo occuparci. 

57.  Esempi  di  corrispondenze  proiettive  fra  due  forme  di 
prima  specie. 

a)  Se  si  proietta  una  punteggiata  A,  B,  C,  D  .  .  .  dì  so- 
stegno ?^  da  un  centro  8  fuori  di  w,  si  ottiene  un  fascio  di  rette 
(prospettivo  alla  punteggiata)  a,  6,  e,  d  .  .  .  ^  il  quale  è  in  cor- 
rispondenza biunivoca  colla  pun- 
teggiata. In  generale,  se  si  passa 
da  una  forma  di  prima  specie  ad 
una  seconda  forma  di  prima  spe- 
cie con  una  o  più  operazioni  di 
proiezione  e  sezione,  si  viene  a 
stabilire  fra  le  due  forme  una 
corrispondenza  biunivoca,  per  la 
quale  si  corrispondono  due  ele- 
menti di  queste,  che  si  ottengano 
Tuno  dall'altro  mediante  quelle 
operazioni.  Una  proprietà  note- 
vole di  una  siffatta  corrispondenza  (proprietà  che,  come  ve- 
dremo, basta  a  definirla)  è  che  il  doppio  rapporto  di  quattro 
elementi  arbitrari  dell'una  forma  è  uguale  al  doppio  rapporto 
dei  quattro  elementi  corrispondenti  dell'  altra  (n.*^  38). 

b)  Se  sopra  due  punteggiate  proprie  di  sostegni  u,  u'  si 
fissano  due  sistemi  di  ascisse  di  origini  A,  A'  rispettivamente, 
e  ad  ogni  punto  B  dì  u  si  fa  corrispondere  quel  punto  B' 
dì  m',  tale  che  AB  =  A' B' ,  si  viene  a  stabilire  una  corri- 
spondenza biunivoca  fra  le  due  punteggiate.  Essa  ha  la  pro- 
prietà evidente  che  la  distanza  di  due  punti  arbitrari  B^  C  dì  u 
è  uguale  alla  distanza  dei  punti  corrispondenti  B' ,  C  dì  m'; 
quindi  il  doppio   rapporto    di   quattro   punti    di  w  è  uguale  al 
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doppio  rapporto  dei  quattro  punti  corrispondenti  di  u'.  Questa 
corrispondenza  fra  due  punteggiate  si  chiama  uguaglianza]  e 
può  anche  riguardarsi  come  la  corrispondenza  che  lega  due  po- 
sizioni assunte  da  una  stessa  punteggiata  mobile  nello  spazio, 
ammesso  che  i  punti  conservino  inalterate  le  loro  distanze  (^). 

e)  In  generale,  fissati  sopra  due  forme  qualisivogliano  di 
prima  specie  due  sistemi  di  coordinate  proiettive,  aventi  come 
elementi  fondamentali  l'uno  A,  B,  C,  l'altro  A\  B',  C",  la  re- 
lazione (AB CD)  =  (A'B'C'D')  fissa  ancora  una  corrispon- 
denza biunivoca  fra  le  posizioni  degli  elementi  mobili  D,  Z)', 
che  descrivono  le  due  forme.  Sono  ad  es.,  elementi  corrispon- 
denti A  ed  A',  B  e  B\  Ce  C.  Anche  la  nuova  corrispondenza 
lascia  inalterato  il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  qualisi- 
vogliano  dell'una  forma.  Infatti  se  i).  E,  F,  G  sono  quattro 
elementi  arbitrari  della  prima  forma  aventi  (rispetto  ad  .4,  B,  C) 
le  coordinate  proiettive  x^^  Xo,  x-s,  Xi,  anche  gli  elementi  corri- 
spondenti J)',  £",  F'j  G'  della  seconda  forma  avranno^  per  ipotesi, 
le  stesse  coordinate  proiettive   (rispetto  ad  J.',  B'   C"),  e  sarà 

(DJEFG)  =  {D'E'F'G'\ 
perchè  ambedue  i  doppi  rapporti  hanno  il  valore  (a?i,  :C2,  x^,  Xt) 

Gli  esempi  suesposti  rendono  ormai  chiara  la  definizione 
che  segue. 

58.  Definizione  della  prolettlvità  fra  due  forme  di  prima 
specie.  —  Si  dice  che  due  forme  di  prima  specie  sono  in  corri- 
spondenza proiettiva  (o  riferite  proiettivamente,  o  proiettive), 
quando  ad  ogni  elemento  di  ciascuna  di  esse  corrisponde  un  solo 
elemento  dell'altra,  colla  condizione  che  il  doppio  rapporto  di 
quattro  elementi  comunque  scelti  nelV  una  forma  sia  uguale  al 
doj)pio  rapporto  degli  elementi  corrispondenti  neW  altra  forma. 
L'ultima  condiziono  determina  quali  corrispondenze  biunivoche 
debbano  riguardarsi  come  proiettive. 

Per  indicare  che  due  forme  di  prima  specie  sono  riferite 
proiettivamente,  e  che  agli  elementi  A,  B,  C,  D,  E,...  della  prima 


Q)  Similmente  si  diranno  uguali  due  fasci  di  rette,  o  di  piani,  che  si 
possano  riguardare  come  due  posizioni  assunte  da  uno  stesso  fascio  mobile 
(supposti  rigidamente  collegati  tra  loro  gli  elementi  del  fascio). 
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corrispondono  ordinatamente  gli  elementi  A',  B',  C  D'  E' . .  . 
della  seconda,  scriveremo 

(1)  ABCDE  ...  -K  A'B'C'D'E'  . .  . 

La  (1)  (nella  quale  si  può  anche  supporre  che  a  sinistra,  e 
quindi  a  destra,  sia  scritto  un  numero  finito  n  ^  4  di  elementi 
corrispondenti  delle  due  forme)  riassume  le  uguaglianze  che  si 
ottengono,  scegliendo  in  tutti  i  modi  quattro  elementi  della  prima 
forma,  e  paragonandone  il  doppio  rapporto  a  quello  degli  elementi 
corrispondenti  della  seconda  forma.  Sappiamo  però  (n.'*  57,  e)) 
che  le  dette  uguaglianze  non  sono  tutte  indipendenti,  ma  sono 
conseguenze  di  quelle  che  si  ricavano  dalla 

(2)  {ABCX)   =   (A'B'C'X'\ 

col  sostituire  al  posto  di  Xe  X',  una  volta  D,  D',  una  seconda 
volta  E^  E',  ecc. 

Qui  si  osservi  che  se  l' elemento  X  descrive  la  prima  forma 
partendo  da  ^  e  muovendosi  nel  verso  ABC,  il  primo  mem- 
bro, e  quindi  il  secondo  membro,  della  (2)  varia  crescendo  da 
—  Go  a  +  Go  (n.°  41),  donde  segue  che  l'elemento  X'  parte 
da  A'  e  descrive  la  seconda  forma  nel  verso  A' B' C .  La 
proiettività  è  adunque  una  corrispondenza  ordinata,  per  la  quale 
ad  elementi  che  si  susseguono  in  un  verso,  ad  es.  ABC, 
sull'una  forma  corrispondono  elementi  che  si  susseguono  in  un 
verso,  ad  es.  A'B'C,  sull'altra  forma. 

11  concetto  di  corrispondenza  proiettiva  (sotto  il  nome  di  collineare) 
è  dovuto  a  M  obius  (  1827  )  ;  di  essa  si  occuparono  successivamente  Steiner 
(1832),  che  adottò  la  denominazione  da  noi  accolta,  Chasles  (1831;,  che 
disse  omografica  la  corrispondenza,  Stauut  (1847)  .  .  . 

59.  Gli  esempi  di  corrispondenze  proiettive  portati  nel  n°  57 
danno  luogo  ai  seguenti  teoremi: 

a)  Due  forme  di  prima  specie  che  si  ottengano  V  una  dal- 
l' altra  mediante  una  o  piìi  operazioni  di  proiezione  e  sezione,  sono 
riferite  proiettivamente;  e  vedremo  tra  poco  che  sussiste  pure 
il  teorema  inverso. 

b)  L' uguaglianza  tra  due  forme  di  prima  specie  è  una  par- 
ticolare proiettiva à ;  in  altre  parole:  se  una  forma  di  prima  specie 
si  assoggetta  ad  un  movimento  (che  non  alteri  entro  ad  essa 
la  mutua  posizione  degli  elementi),  tra  la  posizione  iniziale  e 
la  posizione  finale  della  forma  passa  una  proiettività,  per  cui  si 
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corrispondono  due  elementi,  che  siano  antica  e  nuova  posizione 
di  uno  stesso  elemento  variabile. 

*  60.  Teorema  di  Staudt  (^).  —  Ritorniamo  un  momento  sulla 
definizione  di  proiettività.  Abbiamo  già  osservato  che  essa  con- 
tiene condizioni  in  numero  superfluo,  giacche  le  uguaglianze  dei 
doppi  rapporti  di  cui  fa  cenno,  non  sono  tutte  indipendenti  fra 
loro.  -, 

Dello  stesso  fatto  ci  possiamo  persuadere  anche  per  un'al- 
tra via.  Vedremo  infatti  che,  dovendo  decidere  se  due  forme  di 
prima  specie,  in  corrispondenza  biunivoca,  sono  proiettive,  basta 
considerare  nell'  una  forma  solo  quei  doppi  rapporti  che  hanno 
un  valor  numerico  prefisso,  ad  es.,  —  1,  e  paragonarli  coi  cor- 
rispondenti doppi  rapporti  dell'  altra  forma  ;  giacché,  quando  si 
sia  riscontrato  che  anche  questi  hanno  lo  stesso  valore,  si  potrà 
conchiudere  che  ogni  doppio  rapporto  dell*  una  forma  è  uguale 
al  corrispondente  doppio  rapporto  dell'  altra.  Il  valore  —  1  del 
doppio  rapporto  ha  poi  uno  speciale  interesse,  perchè  il  gruppo 
relativo  di  elementi  risulta  armonico,  e  può  quindi  esser  definito 
e  costruito  in  base  a  sole  considerazioni  grafiche  (n.°  48).  Ciò 
basta  a  spiegare  quale  importanza  abbia  nello  sviluppo  della 
Greometria  proiettiva  fondata  sopra  pure  considerazioni  grafi- 
che (secondo  Staudt),  il  teorema  seguente: 

Una  corrispondenza  biunivoca  fra  due  forme  di  prima  specie, 
per  la  quale  ad  ogni  gruppo  armonico  dell'una  forma  corrisponda 
un  gruppo  armonico  delV  altra,  è  una  proiettività  (-). 

x^ssumiamo  tre  elementi  arbitrari  A,  B,  C  della  prima  forma, 
e  gli  elementi  corrispondenti  A',  B',   C  della  seconda  forma, 


(')  Nello  studio  della  proiettività  tra  forme  di  prima  specie  noi  non 
faremo  uso  di  questo  teorema,  il  quale  è  qui  esposto,  non  solo  per  la  sua 
importanza  teorica,  ma  sopratutto  perchè  ci  servirà  in  seguito  a  trattare 
le  proiettività  tra  forme  di  seconda  e  terza  specie.  Perciò  in  una  prima  let- 
tura lo  studioso  può,  senza  danno,  lasciar  da  parte  questo  paragrafo,  per 
acquistarne  conoscenza  prima  di  passare  al  Gap.  VI. 

(^)  Se  per  proiettività  si  intende  una  corrispondenza  fra  due  forme  di 
l''  specie  ottenuta  mediante  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni  (de- 
finizione questa  che  risulterà  equivalente  alla  nostra j,  l'enunciato  del  teo- 
rema concorda  con  quello  di  Staudt.  Una  dimostrazione  (diversa  da  que- 
sta), secondo  le  tracce  di  Staudt,  si  trova  nella  Geometria  proiettiva  di 
Enriques,  Gap.  V. 
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come  elementi  fondamentali  di  due  sistemi  di  coordinate  proiet- 
tive. Dette  X,  x'  le  coordinate  di  due  elementi  corrispon- 
denti X,  X'  delle  due  forme,  la  corrispondenza  biunivoca  fra 
X  ed  X'  si  traduce  in  una  corrispondenza  biunivoca  fra  le 
variabili  x  ed  x' \  tutto  si  riduce  a  provare  che,  in  virtù  delle 
ipotesi  del  teorema,  1'  ultima  corrispondenza  è  la  uguaglianza 
X    =    x' . 

1)  Dimostreremo  in  primo  luogo  che  «  a  valori  crescenti 
«  (in  senso  algebrico)  di  x  corrispondono  valori  crescenti  di  x'  », 
o,  come  si  suol  dire,  che  x'  è  funzione  crescente  di  x.  Pre- 
mettiamo a  tal  line  la  osservazione  che  due  coppie  di  elementi 
separantisi  o  non  separantisi  dell'una  forma,  hanno  per  corrispon- 
denti suir  altra  forma  due  coppie  che,  rispettivamente,  si  separano 
o  non  si  separano.  Infatti,  detti  A,  B,  C,  D  quattro  elementi 
arbitrari  della  prima  forma,  e  posto,  ad  es.,  che  le  due  coppie  AB^ 
CD  non  si  separino,  esisteranno  (n.°  53)  due  elementi  reali  b\  Y 
dividenti  armonicamente  le  coppie  AB,  CD.  Ma  allora  gli  ele- 
menti corrispondenti  U',  V  dovranno  (per  la  ipotesi  del  teo- 
rema) divider  armonicamente  le  coppie  A'B',  CD',  le  quali  per 
conseguenza  non  si  separeranno.  Segue  che  il  doppio  rapporto 
di  quattro  elementi  arbitrari  dell'  una  forma  ha  lo  stesso  segno 
del  doppio  rapporto  degli  elementi  corrispondenti  dell'  altra 
(n.°  39).  E  segue  ancora  che,  detto  E  un  quinto  elemento  arbi- 
trario della  prima  forma,  a  cui  corrisponda  l'elemento  B"  sulla 
seconda,  le  due  differenze 

(ABCD)  —  (ABGB),  {A'B'G'D')  —  {A'B'C'E') 
hanno  lo  stesso  segno.  Si  ha  infatti  (n.°  46,  III)  : 

{ABCD)  -  ìABCB)  =    {ABCD)\  1  -^   f^f^fj  j 

=  {ABCD)\  1  -  (ABDE)  |  =-  (ABCD)  (ADBB)  ■ 
similmente 

{A'B'C'D')  —  {A'B'C'E')  =  {A'B'C'D')  {A'D'B'E'), 
e  i  due  prodotti  di  doppi  rapporti  hanno  certo  lo  stesso  segno 
per  la  osservazione  precedente.  Ora,  dette  xo,  Xi  le  coordinate 
proiettive  di  D,  E,   e  Xq',  x/  le  coordinate  proiettive  di  D',  E', 
quelle  due  differenze  valgono  xo  —  Xi  e  x'q  —  Xi';  dunque  se, 
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ad  es.,  Xo  <C  x^,  sarà  pure  Xq    <;  x/,  il  che  giustifica  la  nostra 
affermazione. 

2)  Dimostriamo  in  secondo  luogo  che  «  se  la  variabile  x 
assume  un  valore  razionale  qualsiasi,  la  variabile  x'  assumorà 
in  corrispondenza  lo  stesso  valore  x'  =  x  ».  Ciò  risulta  in- 
tanto dalle  ipotesi  fatte  se  :c  =  0,  1,  perchè  l'elemento  X  avente 
quella  coordinata  cade  in  B,  C  rispettivamente;  ma  allora  X' 
cade  in  B',  C",  sicché  x'  =  0,  1.  Se  poi  è  ad  es.  x  ^  2, 
l'elemento  X  sarà  il  coniugato  armonico  di  B{x  ^=  0)  ri- 
spetto ad  A{x  =  ±  co)  e  C(x  =  1),  e  quindi  X'  sarà  il 
coniugato  armonico  di  B'(x'  =  0)  rispetto  ad  A'(x'  =  X  go) 
e  C'{x'  :=  1),  ed  avrà  la  coordinata  x'  =:  2  =  x.  In  generale, 
se  X  è  razionale,  X  può  costruirsi  jjartendo  da  A.  B,  C.  ed 
eseguendo  un  numero  finito  di  costruzioni  di  quarti  armonici 
(n.^  52).  Ma  allora  eseguendo  sulla  seconda  forma  le  stesse  ope- 
razioni nello  stesso  ordine,  a  partire  da  A\  B'.  C\  si  perverrà 
all'elemento  X';  e  poiché  le  coordinate  x  di  X  ed  x'  di"X' 
dipendono  esclusivamente  dalle  costruzioni  impiegate  per  otte- 
nere gli  elementi  stessi,  risulta  l'uguaglianza  x'  =  x. 

3)  Ormai  per  concludere  che  quella  uguaglianza  vale  in 
ogni  caso,  resta  solo  da  dimostrare  che,  anche  quando  la  varia- 
bile x  assume  un  valore  irrazionale,  la  variabile  x'  assume  lo 
stesso  valore.  Sia  x^  un  valore  irrazionale  della  variabile  ,/■,  e 
siano  Xo,  x=i  due  valori  razionali  della  variabile  stessa,  dei  quali 
il  primo  sia  inferiore  e  il  secondo  superiore  ad  X\\  dunque 
Xq  <C.  Xx  <i  X2.  Indichiamo  con  x^,  .*■/,  x-/  i  valori  corrispon- 
denti della  variabile  x'.  Segue  anzitutto  dalla  1)  che  sarà 
Xo'  <C  Xi  <;  X2';  e  dalla  2)  che  xo'  =  a^o,  x->'  =  x-2]  sicché 
in  fine  dalle  ipotesi  Xo  <.  X\  <,  re  2,  seguono  le  conseguenze 
Xo  <C  X\  <C  X2-  Ma  allora  i  due  numeri  aii,  Xi'  sono  tali,  che 
ogni  numero  razionale  inferiore  o  superiore  al  primo  è  rispet- 
tivamente inferiore  o  superiore  al  secondo,  e  tanto  basta  per 
concludere  che  Xi    =  x^.  Con  ciò  il  teorema  è  dimostrato. 

61.  Prodotto  di  proietti  vitti.  —  Ritorniamo  ora  alla  defi- 
nizione di  proiettività  tra  forme  di  1'^  specie  (n.^  58),  e  cer- 
chiamo di  dedurne  anzitutto  quelle  proprietà  della  corrispon- 
denza che  non  dipendono  dalla  mutua  posizione  delle  due 
forme.    Risulta    subito    che   s-c   due  forme    di    l**   specie    sono 

7 
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riferite  proiettivamente  ad  una  stessa  forma^  esse  sono  riferite 
proiettivamente  tra   loro;  in  simboli,  dalle  due  relazioni 
A  B  CD    ...  A  A'  B'  CD'  ..., 
A'B'C'D'  ...  A  A"B"C"D"  ..., 


sesfue 


ABCD  ...  A  A"B"C"D"... 
Infatti  tra  queste  due  ultime  forme  viene  a  stabilirsi  una 
corrispondenza  biunivoca,  quando  si  riguardino  come  corrispon- 
denti due  elementi  (come  A  ed  A",.  ..)  i  quali  abbiano  uno 
stesso  elemento  {A', .  . .)  come  corrispondente  nella  forma  inter- 
media. E  la  detta  corrispondenza  è  una  proiettività  giacche,  se 
A^  B,  C,  D  sono  quattro  elementi  arbitrari  della  prima  forma, 
si  ha  per  ipotesi 

(ABCD)  =  (A'B'C'D'),      (A'B'C'D')  =  (A"B"C"D"), 
donde  si  trae 

(ABCD)  =  (A"B"C"D"). 

Sono  corollari  immediati  del  teorema  e  degli  esempi  sopra 
riportati  : 

Due  forme  riferite  proiettivamente,  rimangono  nella  detta 
relazione  anche  se  i  loro  sostegni  vengono  comunque  spostati 
nello  spazio. 

Se  due  forme  sono  riferite  proiettivamente,  saranno  riferite 
proiettivamente  anche  due  forme  che  da  quelle  ordinatamente  si 
deducano  mediante  operazioni  di  proiezione  e  sezione. 

OsserTazìone.  —  Il  teorema  di  questo  paragrafo  può  anche  enun- 
ciarsi in  altro  modo.  Dette  F,  F'  F"  le  tre  forme  di  prima  specie  sopra 
considerate,  ricordiamo  anzitutto  che  la  proiettività  fra  F  eà  F'  h  la  riu- 
nione di  due  corrispondenze  od  operazioni,  inverse  una  dell'  altra  (n.°  5B), 
dette  pure  proiettività:  una  prima,  che  indicheremo  con  P,  la  quale  per- 
mette di  passare  della  forma  F  alla  forma  F'  (  e  dagli  elementi  A,  B .  .  .  agli 
elementi  A,  B' .  .  .)\  una  seconda  operazione,  che  si  suole  indicare  con  P~  ^, 
la  quale  fa  ritornare  da  i'"  ad  J^  (e  da  A',  i? ',.••,  ad  .4,  5, ...  ).  Similmente 
indichiamo  con  P'  la  operazione  con  cui  si  passa  dalla  forma  F'  alla  forma  F" 
(e  precisamente  da  A',  J?'  ...  ad  A",  B"  .  . .).  Eseguendo  una  di  seguito  all'al- 
tra le  due  operazioni  Pel"  (prima  P  e  poi  P'),  si  ottiene  una  opera- 
zione composta  che  conduce  da  F  ad  F",  e  precisamente  dagli  elementi 
A,  B  .  . . ,  agli  elementi  A",  B"  .  .  .  Questa  nuova  operazione  si  suole  indi- 
care con  P  •  P',  e  si  chiama  ^odo^^  delle  due  operazioni,  o  corrispondenze, 
P  e  P'  applicate  nell'ordine  scritto.  Il  prodotto  di  due  corrispondenze  uni- 
voche è  evidentemente  una  corrispondenza  univoca.  Il  ragionamento  pre- 
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cedente  prova  di  più,  che  il  prodotto  di  due  proiettività  è  ancora  una  jyroiet- 
tività.  Questo  teorema,  equivalente  al  primitivo,  può  d'altronde  estendersi, 
insieme  alla  definizione  di  prodotto,  al  caso  di  più  proiettività. 

Come  esempio,  si  osservi  che  il  prodotto  di  una  proiettività  P  per  la 
sua  inversa  J*  ~"  ^  è  una  proiettività,  che  fa  corrispondere  ad  ogni  elemento 
della  forma  primitiva  l'elemento  stesso.  Questa  proiettività  si  chiama  iden- 
tità, e  talvolta  si  indica  con  1  ;  sicché  si  scrive  P  •  P~      ^=.  1. 

62.  Teorema  fondamentale.  —  Fissati  tre  eletnenti  arbitrari 
sopra  una  forma  di  prima  specie,  e  tre  elementi  pure  arbitrari 
sopra  una  seconda  forma  della  stessa  specie,  esiste  una  ed  una  sola 
corrispondenza  proiettiva  fra  le  due  forme,  per  la  quale  ai  primi 
tre  elementi  nominati  corrispondono  ordinatamente  gli  ultimi  tre. 
Infatti,  detti  A,  B,  C  ì  tre  elementi  delle  prima  forma 
ed  A',  B'  C  ì  tre  elementi  della  seconda,  se  ad  ogni  elemento  X 
della  prima  forma  facciamo  corrispondere  quelF  elemento  X' 
della  seconda  per  cui 

{ABCX)  =  (A'B'C'X'), 
noi  veniamo  a  stabilire  una  proiettività  jP  tra  le  due  forme, 
la  quale  muta  A,  B,  C  in  A',  B' ,  C  (n.°  57,  e)).  D'altra  parte, 
se  una  proiettività  soddisfa  alle  condizioni  dell'enunciato,  essa 
deve  mutare  V  elemento  X  nell"  elemento  X  ',  e  quindi  non 
può  differire  dalla  JP.  La  proiettività  jP  si  suole  indicare  tal- 
volta con 

■A  B  C 

yA'B'C, 

63.  Equazione  della  proiettività.  -  Quando  su  ciascuna 
di  due  forme  riferite  proiettivamente,  è  fissato  un  sistema  di 
coordinate  proiettive  (o  casi  particolari),  la  relazione  geome- 
trica che  passa  fra  due  elementi  corrispondenti  X,  X',  si  tra- 
duce in  una  relazione  analitica  fra  le  coordinate  x,  x'  degli 
elementi  stessi.  Per  procurarcela  supponiamo  determinata  la 
proiettività  col  dare  tre  elementi  A,  B,  C  della  prima  forma, 
aventi  le  coordinate  a,  6,  e,  ai  quali  debbano  corrispondere, 
sulla  seconda  forma,  gli  elementi  A',  B\  C  di  coordinate  a', 
6',  e'.  La  relazione  geometrica  che  definisce  la  proiettività 

(ABCX)   =   (A'B'C'X'), 
si  traduce  nella  relazione  algebrica 

a  —  e        a  —  X   a'  —  e'       a'  —  x' 

b  —  e    '    b  —  x   ~    b'  —  e'   '    b'  —~x'' 
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ossia 

a  —  X    ,    o/^   —  x'   __     a  —  e        a'  —  e' 
h  —  X    '  l)'~~—~~x'   ~     V^^c    '    Ò'^^T'  ■ 
Posto  ora 

a  —  e    _    a'  —  e'    _   (a  —  e)  (b'  —  e')  _ 
b  —  e    '    b'  —  e'"    ~   (ò  -  e)  Oa'^~:^^7^)  —   ^' 
quantità  finita  e  diversa  da  zero,    poiché  tali   sono    le   quattro 
differenze  che  vi  compariscono,    avremo 
(a  —  x)  {b'  —  x')    _ 
{b  —  x){a'  —  x')   ~" 
Questa,  liberando  da  frazioni  e  sviluppando,  acquista  la  forma 

(1)  CCXX'    +    px   +    yx'    -\-    ò     =     0, 

dove  si  è  posto  per  brevità 

ce  =  l—  /,-,    /?  =  a'k  -  ò',    ^  ==  è/^  —  a,    ó  =  aV  —  òa'/r. 

I    quattro    coefficienti   a,  ^,  ^,  f5    sono    costanti    (indipendenti 

dalla   posizione  degli  elementi    variabili  X  ed  X'),  tali  che  la 

espressione 

aò  —  py   -=    -k(a  —  b)  {a'  —  è') 
risulta  diversa  da  zero. 

La  relazione  (1)  rappresenta  la  proiettività  considerata,  è 
la  equazione  della  proiettività  ;  con  ciò  intendiamo  dire  che  due 
elementi  corrispondentisi  in  questa  proiettività  hanno  coordi- 
nate soddisfacenti  alla  (1),  e  viceversa. 

Esaminiamo  ora  se  inversamente  ogni  relaziono  del  tipo 
(1),  nella  quale  «,  /?,  y,  ò  sono  quattro  costanti  tali  che 
eco  —  13 y  =»=  0,  sia  atta  a  rappresentare,  nel  senso  ora  stabilito, 
una  proiettività  tra  due  forme  di  prima  specie,  di  cui  l'una  sia  de- 
scritta da  un  elemento  X  di  coordinata  proiettiva  x,  e  l'altra 
da  un  elemento  X'  di  coordinata  proiettiva  x'.  Notiamo  perciò 
che  la  (1),  risolta  rispetto  ad  x',  si  presenta  sotto  la  forma 

(!')  x'  =  -  -^-^±J-, 

ax  -\-  y 

e  deve  riguardarsi  adunque  (n.°  43)  come  una  trasformazione  li- 
neare fra  le  variabili  x,  x',  avente  il  determinante  aò  —  ^y  ^  0 
(per  ipotesi).  Ora  sappiamo  già  (n.°  44)  che  una  siffatta  tra- 
sformazione determina  tra  le  variabili  x,  x'  una  corrispondenza 
biunivoca  tale,  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  valori  arbitrari 
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di  X  uguaglia  il  doppio  rapporto  dei  corrispondenti  valori  di 
x' .  Risulta  di  qua  che  effettivamente  .t,  x'  sono  coordinate  di 
elementi  corrispondentisi  in  una  proiettività. 

Una  equazione  (1),  in  cui  ciascuna  delle  due  variabili  x^  x' , 
presa  isolatamente,  entra  a  primo  grado,  dicesi  hilìneare;  ed 
ogni  equazione  bilineare  fra  x  ed  x'  può  porsi  sotto  la  forma 
(1)  (avvertendo  che  qualcuno  dei  coefficienti  potrebbe  esser 
nullo)  Diremo  adunque: 

Una  iwoiettività  fra  due  forme  di  prima  specie  e  rappre- 
sentata da  una  equazione  hilìneare 

axx'  -|-  /?j;  -f-  yx'  +  ó  =  0        {ab   —  ^y  ^   0) 
fra  le  coordinate   'proiettive  x,  x'  di   clementi   corrispondcìiti  ;  e 
viceversa^  ogni  equazione  siffatta  raj)prese7ita  una  proiettività. 

La  detta  equazione,  o  la  equivalente  (1'),  si  sarebbe  potuta 
assumere  come  definizione  della  proiettività  tra  forme  di  prima 
specie.  Le  proprietà  algebriche  di  quella  equazione,  o  della  tra- 
sformazione lineare,  danno,  come  vedremo,  le  proprietà  geo- 
metriche della  proiettività.  Qui  notiamo  che,  valendosi  della 
equazione  (1)  di  una  proiettività,  si  possono  definire  o  consi- 
derare anche  coppie  di  elementi  fmmaginari  corrispondenti  nella 
proiettività,  dei  quali  le  coordinate  soddisferanno  la  (1^.  Sus- 
siste ancora  il  teorema  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  ele- 
menti, anche  immaginari,  dell'  una  forma  uguaglia  il  corrispon- 
dente doppio  rapporto  dell'  altra  forma,  perchè  la  dimostra- 
zione data  nel   n.°  44"  vale  per  numeri  reali  o  complessi. 

*  Osservazione  I.  —  Se  introduciamo  sulle  due  forme  coordinate  omo- 
genee,  |,  ri  per  la  prima,  |',  »?'  per  la  seconda,  ponendo  x  =:  ^  ,  *•'  r=  , 
(n.°  55),  la  (1)  ci  dà  "^  "^ 

IL  =  _  IL+A^  ■ 

V'  «1  +  7^  ' 

la  quale,  posto  —  ^  =  a^,  ~  S  =  Oj,,  a  =  oo^,  y  =  a.22,  può  ri- 
scriversi 

i'  ■■  V'   =   {ani  +  012^?)  :  (a^i  I  +  «22^), 
od  anche,  introducendo  un  coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo  (>, 
(1")  j  ei'   =  ani  +  ai2V, 

(    QTj'    =    021  i   +   «22^5 

dove 

"  1-       —    ad  ~  i3y  4=  0. 

fl21  ^22 
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Le  (1")  definiscono,  come  si  suol  dire,  una  sostituzione  lineare  ed  omogenea 
fra  le  coppie  di  variabili  (|,  -»?)  e  (|',  t]'). 

*  Osserrazioue  II.  —  Ritornando  alla  (1),  si  può  chiedere  quale  ne  sia 
il  significato  geometrico  quando  aS  —  /?/  =  0.  Posto  che  non  siano  tutti 
nulli  i  coefficienti  della  (1) ,  e  che  sia  ad  es.  a  =*=  0,  si  moltiplichino  per  a 
i  due  membri  della  (1);  tenuto  conto  della  aS  =  /?/,  potremo  scrivere 
la  nuova  equazione  sotto  la  forma 

(ax  +  y){ax'  -(-  /?)   =    0. 

y 

Questa  ci  dice  che   alla   (1)   si   può  soddisfare,  o  prendendo  a;  =  —         e 

lasciando  arbitrario  x',  o  prendendo  x'   =   —    -     e  lasciando  arbitrario  x. 

Dunque,  nella  ipotesi  presente,  la    (1)   stabilisce  una  corrispondenza  fra  le 

Y 
due  forme,  tale  che  all'elemento  x   =:  —      -  della  prima  corrisponde  ogni 

elemento  della  seconda  forma,  mentre  ad  ogni  altro  elemento  della  prima 

forma  corrisponde  sempre  lo  stesso  elemento  di  coordinate  x'   =  —  —  della 

seconda;  e  in  condizioni  analoghe  si  trova  la  seconda  forma  rispetto  alla 
prima.  Una  siffatta  corrispondenza,  che  non  è  più  biunivoca  senza  ecce- 
zioni, dicesi  proiettività  degenere,  (reometricamente  essa  si  ottiene  ad  es. 
proiettando  i  punti  di  una  punteggiata  u  sopra  una  retta  u',  da  un  centro 
di  proiezione  scelto  sopra  u  (o  sopra  u'). 

64.  Proprietà  e  particolarità  metriche  di  una  proiettività. 

I.  Fra  punteggiate.  —  Le  due  forme  siano  punteggiate 
proprie  m,  u',  ed  x,  x'  siano  ascisse  di  punti  corrispondenti 
X,  X',  rispetto  a  due  punti  0  e  P'  scelti  come  origini. 
Una  proiettività  tra  le  punteggiate  sarà  rappresentata  da  una 
equazione 

(1)  axx'  -^  ^x  -^  yx'  -^  ò   =   0, 

od  anche 

-^  ax  -{-  y  ax    -\-  p 

colla  condizione 

(2)  aò  —  Py  ^  0. 

Alla  origine    0{x   ■=^  0)  della   punteggiata  u  corrisponde, 

sulla   u',   il  punto  0'  di   ascissa  x'   =  —    ~  ;  e  similmente  a 

P' (x'  =   0)  di  u'  corrisponde,  sopra  w,  il  punto  P  di  ascissa 

:c   =:   —       .  Se  ó    =  0,  le  origini  delle  duo  punteggiate  sono 

P 
punti  corrispondenti,  e  viceversa. 
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Se  un  punto  sopra  u  va  allontanandosi  all'infinito,  e  quindi 
X  tende  a  J::  oo ,  il  corrispondente  valore  di  x'  tende  al  limite 

lim     {_    É^J±J_\    ^       lim     /  ^_±_Z^    ^   __    L 

^  =  »  V        axA^yì  ^  =  =0  \        „     1     J' 7  « 

Diremo  perciò  che  al  punto  all'  infinito  Zoo  della  prima  pun- 
teggiata, corrisponde  sulla  seconda  il  punto  limite  (o  punto  di 

a 

fuga)  J',  che   ha  l'ascissa  —    -.  Similmente    si   vede    che    al 

punto  all'infinito   J^'jo   della  u'  corrisponde,  sopra  m,  il  punto 

y 

limite  J  avente  l'ascissa 

a 

a)  Si  supponga  anzitutto  a  =t=  0;  allora  i  due  punti  limite 
J  ed  /'  sono  propri.  Se  con  essi    coincidono    le    origini    dello 

due  punteggiate  u  ed  u\  si  avrà  —  =  —  =  0,  ossia 

|ff  =   j/  =  0,  e  la  equazione  (1)  si  ridurrà  al  tipo 

axx'  4-0=0,       ossia       xx'    =  —  -       =   costante. 

a 

L'ultima  equazione  può  scriversi 

JX  '  VX'   =   costante, 

e  ci  dice  :  In  una  proiettività  tra  due  punteggiate  è  costante  il 
prodotto  delle  distanze  di  due  punti  corrispondenti  qualisivo- 
gliano  dai  rispettivi  punti  limite;  quel  prodotto  costante  chia- 
masi potenza  della  proiettività.  Viceversa,  due  punti  X,  X', 
i  quali  si  muovano  sopra  due  rette,  in  guisa  che  rimanga 
costante,  r=-  p^  il  prodotto  delle  distanze  dei  punti  stessi  da 
due  punti  J,  /'  fissati  sulle  rette,  descrivono  punteggiate 
proiettive  di  cui  J  ed  I'  sono  i  punti  limite,  e  p  è  la  po- 
tenza. 

6)  Si  supponga  in  secondo  luogo  «  =  0,  e  quindi,  per 
la  (2),  /S  =t=  0,  7  =t^  0.  Allora  /'  ed  J^  hanno  per  ascisse  ±  oo , 
e  nella  proiettività  (1),  la  cui  equazione  diviene 

^x  -\-  yx'  -}-  6  =  0, 

si  corrispondono  i  punti  all'infinito  delle  due  punteggiate.  Se 
inoltre  si  suppone  (come  è  lecito  senza  introdurre  restrizioni) 
che  la  origine  della  seconda  punteggiata  cada  nel  punto  0'  cor- 
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rispondente  alla  origine  0  della  prima,  la  equazione  precedente 
mancherà  pure  del  termine  noto  e  si  ridurrà  alla  forma 


od  anche 


^x  -{-  yx'  —  0,     ossia      ^,~  = -^  =  costante, 


X  y 

ox 

Ary/  =   costante. 


Di  qua  segue  subito  che  ogtii  segmento  della  prima  pun- 
teggiata sta  in  un  rapporto  costante  (rapporto  di  similitudine) 
col  corrispondente  segmento  della  seconda;  ciò  si  esprime  di- 
cendo che  le  due  punteggiate  sono  siìnili,  che  la  proiettività  è 
una  similitudine.  Dunque:  Due  punteggiate  riferite  proiettiva- 
mente^ in  guisa  che  si  corrispondano  i  punti  aW  infinito  dei  loro 
sostegni.,  sono  simili,  e  viceversa.  Le  punteggiate  risultano  poi 
uguali  se  il  rapporto  di  similitudine  vale  db  1. 

La  equazione  bilineare  della  similitudine  fra  due  punteg- 
giate, riferite  a  sistemi  di  ascisse,  manca  del  termine  col  pro- 
dotto xx'  (^). 

IL  Tra  fasci  di  rette.  —  Due  fasci  propri  di  rette  ahc,  .  .  .  ^ 
a'h'c'  .  .  .  .,  in  corrispondenza  biunivoca,  diconsi  uguali^  se  ogni 
angolo  dell"  un  fascio  è  uguale  al  corrispondente  angolo  del- 
r  altro,  vale  a  direse,  scelti  convenientemente  i  versi  nei  due 
fasci^  valgono,  anche  nel  segno,  le  relazioni  ab  ==  ah'.,  a  e 
=^  a'c',  .  .  .  Assumiamo  due  rette  arbitrarie  o.,  p'  dei  due  fasci 
come  origini  di  due  sistemi  di  coordinate  tangenti,  x  =  tgoa, 
x'  =  tgp'a'.  Detta  o'  la  retta  del  secondo  fascio  che  corri- 
sponde alla  0  del  primo,  e  posto  o'p'  =  w,  avremo,  per  due 
rette  corrispondenti  qualisivogliano  «,  a', 

21 'a'   =   o'a'  —  o'p'  =   oa  —  w, 


(')  I  teoremi  a)  e  b)  si  dimostrano  anche  senza  ricorrere  alla  equa- 
zione della  proiettività.  Posto  infatti  che  questa  sia  ABC  ...  a  A'  B'  C  ' . . . ., 
si  ha: 

nel  caso  o),  {AB.rico)  =  {A'  B'  J'^  I'),     ossia     -.5-=:  =  -— -.,  ,  donde 

±>J  A  1 

JA  ■  l'A'   =  JB  ■  l' B'   =  ...   =  potenza] 

AC  A'C 

enelcasoè;,  {ABClx>)  —  {A'  B' C  l'r.),     ossìa      -^^  =  j,TpT'  donde 


A'C  B'C 
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e  quindi,    prendendo  le  tangenti   del  primo  e  ultimo   membro, 

i   -|-  Xtg(ù 

ossia 

xx'  tgw  —  {x  —  x')  +  tgw  =  0. 

Lasciando  da  parte  il  caso  w  =  0,  in  cui  le  rette  ori- 
gini 0,  p'  dei  due  fasci  si  corrispondono,  l'equazione  può  scriversi 
(3)  xx'  +  ^{x  —  a:')  +  1    =0, 

dove  ji?  =  —  cotg  0)  è  una  costante.  La  (3)  rappresenta,  nei 
detti  sistemi  di  riferimento,  l'uguaglianza  tra  i  due  fasci. 

Due  fasci  uguali  segano  sulle  rette  all' infinito  dei  rispet- 
tivi piani  due  punteggiate  proiettive  che  diconsi  uguali^  perchè 
vengono  proiettate  da  due  punti  arbitrari  dello  spazio,  mediante 
fasci  eguali. 

65.  Equazione  della  proietti  vita  determiiiata  da  tre  coppie 
di  elementi  corrispondenti.  -  Riprendiamo  due  forme  di  prima 
specie  qualisivogliano,  sulle  quali  siano  fissati  due  sistemi  di 
coordinate  proiettive  (o  casi  particolari),  e  ricordiamo  che  data 
una  equazione  del  tipo 

(1)  axx'  -f  ^x  -f  ya?'  -f-  (5    =    0 

è  pienamente  determinata  una  proiettività  fra  le  due  forme.  Ora 
la  equazione  (1)  dipende  esclusivamente  dai  valori  delle  quattro 
costanti  a,  |5,  7,  ó,  o  meglio  (poiché  tutta  la  (1)  può  moltipli- 
carsi per  uno  stesso  fattore  non  nullo)  dai  rapporti  di  tre  di 
quelle  alla  quarta.  Volendo  adunque  fissare  una  proiettività  tra 
le  due  forme,  possiamo  esigere  che  siano  soddisfatte  tre  condi- 
zioni, traducentisi  in  tre  equazioni  fra  i  tre  rapporti  nominati. 
Se,  ad  es.,  a  tre  elementi  assegnati  di  coordinate  a,  ò,  e  del- 
l'una forma,  debbono  corrispondere  tre  elementi,  pure  assegnati, 
di  coordinate  a',  6',  e'  della  seconda,  le  equazioni  in  discorso 
si  presenteranno  sotto  la  forma  seguente: 

i  a  a  a'  -\-  ^  a  -\-  ya'  -\-  ò   =  0, 

(2)  \  ahh'  -}-  /?6  -i-  yò'  -[-  «5  =  0, 
(  acc'    -f  /^c    -^  yc'  -\-  ò   =   0. 

Queste  sono  lineari  ed  omogenee  rispetto  alle  incognite 
a,  /?,  7,  ò  (o  non  omogenee  rispetto  ai  rapporti     .-  5   j  1  -^-  )  ;  esse, 
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generalmente,  determinano  le  a,  /?,  y,  ó,  a  meno  di  un  fattore 
arbitrario  non  nullo  ;  sostituendo  i  valori  trovati  al  posto  dei 
coefficienti  della  (1),  si  ha  la  equazione  cercata  della  nostra 
proiettività.  Il  procedimento  qui  indicato  si  effettua  nel  modo 
più  breve  se,  insieme  alle  (2),  si  considera  anche  la  (1),  la  quale 
è  pure  una  equazione  lineare  ed  omogenea  rispetto  alle  sole 
incognite  a,  /?,  y^  ò,  quando  si  riguardino  x  ed  x'  come  coor- 
dinate di  due  elementi  corrispondenti.  La  condizione  di  coesi- 
stenza delle  quattro  equazioni  (1)  e  (2)^  per  valori  non  tutti 
nulli  di  a,  /?,  y,  ò,  è  espressa  dalla  relazione 


(3) 


XX 

X 

X 

1 

aa' 

a 

a' 

1 

hh' 

b 

b' 

1 

ce' 

e 

e' 

1 

0. 


Ora  questa  è  una  equazione  bilineare  nelle  variabili  x  ed  x', 
la  quale  in  virtù  del  ragionamento  fatto,  rappresenta  la  proiet- 
tività richiesta^  (od  anche  la  condizione  di  uguaglianza  dei  due 
doppi  rapporti  (xj  a,  6,  e),  (x',  a\b',  e')). 

Esercizi.  —  1)  Scrivere  la  equazione  di  una  proiettività  fra  due  pun- 
teggiate, sapendo  che  i  punti  limite  di  queste  hanno  rispettivamente  le 
ascisse  -|-  1  e  —  1,  e  che  si  corrispondono  i  punti  di  ascisse  2  e  3  della 
prima  e  seconda  punteggiata. 

2)  Costruire  le  proiettività  rappresentate  dalle  equazioni  x'  =  x  -\-  a, 

x'  =  hx,  x'   =   ,    nella  ipotesi   che   x   ed   x'  siano  ascisse  di  punti 

variabili  sopra  due  punteggiate,  ed  a,  b  abbiano  valori  numerici  noti. 
Dove  si  trovano  i  punti  limite? 

3)  Calcolare  la  potenza  della  proiettività  fra  punteggiate,  axx'  -\-  fix 
-\-  yx'  -\-  S   =  0,  essendo  x,  x'  ascisse  di  punti  corrispondenti. 

4)  Scrivere  la  equazione   della   proiettività  prodotto  delle  due  proiet- 

.  .  ,       ,  mx  -\-  n  ,,  m'x'  -f-  n' 

tivita    X     =    j )       X      =    — -. — r^i ;  ' 

px  -\-  q  p  X    -f-  q' 

5)  Dimostrare  che  ogni  proiettività  può  riguardarsi  come  prodotto  di 
più  proiettività  appartenenti  ai  tipi  particolari  indicati  nell'es.  2). 

66.  Posizioni  particolari  di  forme  proiettive.  —  Vogliamo 
ora  occuparci  di  questioni  inerenti  a  particolari  posizioni  che 
possono  avere  due  forme  proiettive. 

Supponiamo  date,  ad  es.,  due  punteggiate  proiettive  u  ed  u' 
situate  in  uno  stesso  piano,  e  sia  jP  la  proiettività  con  cui  si 
passa  da  M  ad  m',  e  P  ""     la  proiettività  inversa  con  cui  si  passa 
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da  u'  ad  u.  Il  punto  uu'  comune  ai  due  sostegni  va  conside- 
rato una  prima  volta  come  elemento  di  ii  ed  indicato,  ad  es., 
con  A,  una  seconda  volta  come  elemento  di  w',  nel  qual  caso 
sarà  opportuno  indicarlo  con  una  lettera  diversa,  ad  es.  B  '.  Al 
punto  A  di  u  corrisponde,  per  la  P,  un  punto  A'  di  u' ,  che  ge- 
neralmente sarà  distinto  da  ^;  e  similmente  al  punto  B'  ài  u' 
corrisponde,  per  la  P  ^  \  un  punto  B  di  m,  generalmente  distinto 
da  B'.  Se  però  in  un  caso  particolare  A  coincide  con  A'  (e 
quindi  B'  con  5),  allora  A  si  dirà  punto  unito.  E  sempre,  in 
una  proiettività  fra  due  forme  dello  stesso  nome,  dicesi  unito 
un  elemento  che  appartenga  alle  due  forme  e,  considerato  nel- 
l'una, abbia  per  corrispondente  sé  stesso  nelF  altra. 

Considerazioni  analoghe  si  faranno  se  ogni  elemento  del- 
l' una  forma  appartiene  all'  altra,  nella  quale  ipotesi  le  due  forme 
si  dicono  sovrapposte.  Tali  sono  adunque  due  punteggiate  gia- 
centi sulla  stessa  retta;  due  fasci  di  rette  concentrici  in  uno 
stesso  piano;  due  fasci  di  piani  aventi  lo  stesso  asse. 

Così,  se  M,  u'  sono  due  punteggiate  sovrapposte,  ogni  punto 
A  ^  B'  della  retta  sostegno  comune  va  considerato  due  volte, 
e  al  detto  punto  corrispondono,  in  virtù  della  proiettività  P  o 
P  "  ^  rispettivamente,  i  due  punti  A'  di  u'.o  B  di  u;  i  due  nuovi 
punti  sono  distinti  dal  punto  di  partenza,  a  meno  che  questo  non 
sia  punto  unito,  e  generalmente  sono  distinti  fra  loro,  perchè  la 
proiettività  P  differisce  generalmente  dalla  inversa   P         (^). 

Una  particolarissima  proiettività  tra  forme  sovrapposte  si 
ottiene  facendo  corrispondere  ad  ogni  elemento  del  sostegno 
comune  l'elemento  stesso  ;  è  la  identità  (n.°  61,  Oss.),  che  ha  come 
unito  ogni   elemento.   Poiché  la  identità  e  individuata  quando 


(')  Un  esempio  semplicissimo  di  corrispondenza  proiettiva  tra  due 
forme  sovrapposte  si  ottiene  considerando  una  punteggiata  ABC  .  .  .,  e  fa- 
cendone poi  scorrere  gli  elementi  sulla  retta  sostegno  di  uno  stesso  seg- 
mento, ad  es.  verso  destra,  finche  si  portino  in  A' B'C  ...  .,  allora  la  proiet- 
tività P  con  cui  si  passa  da  un  punto  della  prima  punteggiata  al  corri- 
spondente punto  della  seconda  (traslazione  del  detto  segmento  verso  destra) 
è  ben  diversa  da  quella  P~  ^  (traslazione  dello  stesso  segmento  verso  sini- 
stra), con  cui  si  ritorna  da  un  punto  della  seconda  punteggiata  al  corrispon- 
dente punto  della  prima;  ad  un  unico  punto  A  =  B'  del  sostegno  comune 
corrispondono  dunque  due  punti  distinti  A'  e  B,  rispettivamente  nella  se- 
conda e  prima  punteggiata. 
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a  tre  elementi  del  sostegno  comune,  considerati  nell'  una  forma, 
si  facciano  corrispondere  gli  elementi  stessi,  considerati  nell'al- 
tra forma  (n.°  62),  segue  che  una  proiettività  tra  due  forme 
sovrapposte^  la  quale  abbia  tre  elementi  uniti,  ha  ogni  altro  ele- 
mento unito  ed  è  la  identità. 

67.  Posizione  prospettiva  dì  forme  proiettive.  —  Due  forme 
proiettive  possono  assumere  altre  posizioni  notevoli  dette  posi- 
zioni prospettive.  Per  quanto  riguarda  due  forme  di  nome  diverso, 
noi  già  dicemmo  (n/  10,57)  che  esse  dìconsì  prospettive  (e  son  certo 
proiettive),  quando  una  di  esse  è  proiezione  o  sezione  dell'altra, 
di  guisa  che  elementi  corrispondenti  sempre  si  appartengono. 

Si  dice  inoltre  che  due  forme  dello  stesso  nome  giacenti 
in  uno  stesso  piano,  (e  riferite  proiettivamente)  sono  prospet- 
tive nei  seguenti  casi,  che  si  corrispondono  per  dualità  piana 


quando  due  punteggiate  sono 
ottenute  segando  uno  stesso  fa- 
scio di  rette  con  due  trasversa- 
li, in  guisa  che  le  rette  congiun- 
genti punti  corrispondenti  delle 
due  punteggiate  passano  tutte 
per  uno  stesso  punto  (centro  di 
prospettiva). 


Due  punteggiate  prospet- 
tive hanno  unito  il  punto  co- 
mune ai  loro  sostegni. 


quando  due  fasci  di  rette  sono 
ottenuti  proiettando  una  stessa 
^sunteggiata  da  due  centri  di- 
versi, in  guisa  che  i  punti  di 
incontro  di  rette  corrispondenti 
dei  due  fasci  stanno  tutti  so- 
pra una  stessa  retta  {asse  di 
prospettiva). 


Due  fasci  prospettivi  han- 
no unita  la  retta  congiungente 
i  loro  centri. 
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E  importante  notare   che   qiTest' ultima   osservazione  si  in- 
verte. Infatti: 


Se  due  punteggiate  riferite 
proiettivamente,  non  sovrappo- 
ste, hanno  uìi  punto  unito,  esse 
sono  prospettive. 


Se  due  fasci  di  rette  {di  un 
jìiano)  riferiti  proiettivamente, 
non  sovrapposti,  hanno  una  retta 
unita,  essi  sono  prospettivi. 


Dimostriamo,  ad  es.,  la  proposizione  di  sinistra.  Posto  che 
la  proietti  vita  fra  le  punteggiate  u  ed  u'  sia 
(1)  AB  CD...  TV  A'B'C'D' ..., 

e  che  A  =  A'  sia  il  punto  unito,  consideriamo  la  interse- 
zione S  delle  rette  BE'  e  C C.  Proiettando  da  S  i  punti  di  u 
sopra  u',  otteniamo  una  proietti  vita  che  muta  i  punti  A,  B,  C 
di  u  nei  punti  A',  B',  C  di  u',  e  che  coincide  quindi  colla  proiet- 
tività  (1)  (n."  62).  Segue  che  i  punti  D,  .  .  .  di  u  hanno  per 
proiezioni,  da  >S',  i  punti  D' ,  .  .  .  di  m',  cioè  che  le  rette  DD'.  .  .  . 
passano  tutte  per  lo  stesso  punto  -S^  {centro  di  prospettiva). 

Osserrazioue.  —  Dalla  definizione  segue  che  la  relazione  prospettiva 
fra  due  forme  dipende  dalla  mutua  posizione  delle  forme  stesse.  Due  forme 
prospettive,  o  meglio  due  forme  proiettive  in  posizione  prospettiva,  rimangono 
proiettive,  ma  perdono  generalmente  la  posizione  prospettiva,  quando  i  loro 
sostegni  vengano  spostati  1"  uno  rispetto  all'  altro.  Inversamente  due  pun- 
teggiate o  due  fasci  di  rette  proiettivi,  ma  non  prospettivi,  possono  esser 
sempre  portati  in  tale  posizione  da  divenir  prospettivi;  giacché  basta  col- 
locare le  due  forme  in  uno  stesso  piano,  ed  in  guisa  che  un  elemento  pre- 
fìsso dell'una  venga  a  coincidere  coli' elemento  corrispondente  dell'altra, 
senza  che  le  forme  si  sovrappongano. 

Segue  ancora  che  due  forme  prospettive  ad  una  terza  non  sono  gene- 
ralmente prospettive  tra  loro,  ma  soltanto  proiettive;  si  può  dire  che  il 
prodotto  di  due  o  più  prospettività  non  è  in  generale  una  prospettività, 
ma  solo  una  proiettività. 

68.  Costruzione  dì  proiettirità  tra  forme  di  prima  specie. 

—  Le  proposizioni  del  n°.  precedente  ci  mettono  in  grado  di 
risolvere  graficamente,  nel  modo  più  semplice,  il  seguente 

Problema.  —  Determinata  una  proiettività  tra  due  forme 
di  prima  specie,  colV  assegnare  di  tre  elementi  deW  una  i  tre  ele- 
menti corrispondenti  delV  altra  forma,  di  ogni  quarto  elemento 
della  prima  f orina  costruire  il  corrispondente  elemento  della  se- 
conda. 

Ci  limiteremo  alla  ipotesi  che  le  due  forme  stiano  in  uno 
stesso  piano,  e  siano    ambedue    punteggiate  u,    u'   colle  terne 
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A,  B,  Ce  A',  B',  C  di  punti  corrispondenti,  o  fasci  di  rette 
U,  TI'  colle  terne  a,  6,  ce  a\  6',  e'  di  rette  corrispondenti;  i 
due  casi  si  corrispondono  per  dualità  piana.  Ogni  altro  caso  si 
riduce  a  questi,  sostituendo  ad  una,  o  ad  ambedue  le  forme  date, 
una  nuova  forma  proiezione  o  sezione  di  quella. 

a)  Le  due  forme  non  siano  sovrapposte. 


Se  A  coincide  con  J.',  le 
due  punteggiate  risultano  pro- 
spettive (n.°  67),  e  tutto  si  ri- 
duce a  costruire  il  centro  di  pro- 
spettiva S  z=  BB'  •  ce,  dal 
quale  il  punto  arbitrario  D  àìu 
vien  proiettato  nel  punto  corri- 
spondente richiesto  D'  di  u' . 

In  caso  opposto,  si  proiet- 
tino le  punteggiate  m,  ti'  da  due 
punti  ausiliari  /S',  8  '  distinti,  che 
non  appartengano  rispettiva- 
mente ad  M,  u' .  Le  due  terne 
di  punti  ABC,  A'B'C  forni- 
ranno due  terne  di  rette  a  oc, 
a'h'c'  dei  due  fasci  S,  S';  e  il 
problema  sarà  ridotto  a  costrui- 
re la  proiettività  I  ^,.f,  ]  tra 
i  due  fasci. 

Ora  questi  risultano  prospet- 
tivi se  hanno  una  retta  unita 
(n.*'  67),  vale  a  dire  se  i  centri  8, 
8'  sono  scelti  sopra  una  stessa 
delle  tre  rette  A  A',  BB',  CC. 
Posto,  ad  es.,  che  appartengano 
alla  prima  retta  (e  con  ciò  si  sup- 
pone che  ne  A,  ne  A'  coincidano 
col  punto  uu'),  si  determinino 
i  punti  hh'  =  B",  ce'  =  C". 
Sarà  allora  u"  =  B"C"  Tasse 
di  prospettiva  dei  due  fasci  8, 


Se  a  coincide  con  a',  ì  due 
fasci  risultano  prospettivi, 
(n.°  67),  e  tutto  si  riduce  a 
costruire  Tasse  di  prospettiva 
u  ^bb'  '  ce',  sul  quale  si  sega- 
no la  retta  arbitraria  d  di  U  e 
la  retta  corrispondente  richiesta 
d'  di   V. 

In  caso  opposto,  si  seghino 
i  fasci  ZI,  TI'  con  due  rette  au- 
siliari s,  s'  distinte,  che  non  ap- 
partengano rispettivamente  ad 
ZI,  ZI'.  Le  due  terne  di  rette 
ah  e,  a'b'e'  forniranno  due  terne 
di  punti  ABC,  A'B'C  delle 
due  punteggiate  s,  s',  e  il  pro- 
blema sarà  ridotto  a  costruire 
la  proiettività  {  a^t,,,,,  )  tra  le 
due  punteggiate. 

Ora  queste  risultano  pro- 
spettive se  hanno  un  punto 
unito  (n.°  67),  vale  a  dire  se 
le  rette  u,  u'  sono  condotte  per 
uno  stesso  dei  tre  punti  aa', 
hb' ,  ce' .  Posto,  ad  es.,  che  siano 
condotte  per  il  primo  punto  (e 
con  ciò  si  suppone  che  né  a,  né 
a'  coincidano  colla  retta  ZI  ZI'), 
si  determinino  le  rette  BB' 
^  b",  ce  ^  e".  Sarà  allora 
U"  =  b"c"  il  centro  di  prò- 


Ili 


S'.  Servendoci  di  questo,  noi 
possiamo,  data  una  retta  d  ar- 
bitraria nel  primo  fascio,  co- 
struire la  corrispondente  retta 


tjS 


d'  nel  secondo  fascio,  e  quindi, 
dato  un  punto  D  ^:  du  della 
punteggiata  u,  costruire  il  cor- 
rispondente punto  D'  =  d'u' 
della  punteggiata  u' . 


spettiva  delle  due  punteggia- 
te 5,  s'.  Servendoci  di  questo, 
noi  possiamo,  dato  un  punto  D 
arbitrario  nella  prima  punteg- 


giata, costruire  il  corrispon- 
dente punto  D'  nella  seconda 
punteggiata,  e  quindi,  data  una 
retta  d  ^  DU  del  fascio  U^ 
costruire  la  corrispondente  retta 
d'  =  D'U'  dei  fascio  U'. 
Nella  costruzione  si  adoperano  vari  elementi  arbitrari 
(ad  es.,  a  sinistra,  i  punti  S,  S',  costretti  solo  a  stare  sopra  una 
delle  tre  rette  A  A',  BB',  CC);  ma  comunque  si  disponga  di 
questi,  partendo  da  un  elemento  dato  della  prima  forma,  si  giun- 
gerà sempre  allo  stesso  elemento  della  seconda  forma, 
b)  Le  due  forme  siano  sovrapposte. 


Scelti  ad  arbitrio  due  punti 
distinti  8,  S'j  fuori  del  soste- 
gno comune  alle  punteggiate 
date  M,  m',  si  proiettino  da  -S^  i 
tre  punti  A,  B,  C  di  u  e  da  S'  ì 
tre  punti  A',B',C'  dì  u',  otte- 
nendo rispettivamente  le  terne 
di  rette  ab  e  e  a'h'c'.  Determi- 


Scelte  ad  arbitrio  due  rette 
distinte  .s-,  s' ,  non  passanti  pel 
centro  comune  ai  due  fasci  dati 
Z7,  Z7',  si  seghino  con  s  le  tre 
rette  a,  b,  e  di  ?7,  e  con  s'  le  tre 
rette  a',b',c'  di  U',  ottenendo 
rispettivamente  le  terne  di  punti 
ABC  ed  A'B'C  Determinata 
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così  la  proiettività  (  ,  ì  fra 
le  due  punteggiate  s,  s',  si  co- 
struisca di  un  punto  arbitrario  D 
di  s  il  corrispondente  punto  D' 
di  s'.  Saranno  allora  d  ^  DU 
e  d'  =  D'TJ'  due  rette  cor- 
rispondenti dei  fasci   U,   U'. 


nata  cosila  proiettività  (  ^ ,,,^ ,) 
tra  i  due  fasci  8,  8',  si  costrui- 
sca di  una  retta  arbitraria  d  di 
8  la  corrispondente  retta  d'  di 
8'.  Saranno  allora  D  ^:  du  e 
D'  ^id'u'  due  punti  corrispon- 
denti delle  punteggiate  m,  u' . 

69.  Nuova  definizione  della  proiettività  —  Le  costruzioni 
del  n.°  precedente  mostrano  che,  date  due  forme  di  1*^.  specie 
in  corrispondenza  proiettiva,  si  può  sempre  passare  dall'una 
all'altra  (e  precisamente  da  ogni  elemento  dell'una  al  corri- 
spondente elemento  dell'  altra)  con  un  numero  finito  di  opera- 
zioni di  proiezione  o  sezione.  Per  esempio,  nel  caso  che  i  so- 
stegni u^  u'  di  due  punteggiate  riferite  proiettivamente  giac- 
ciano in  un  piano  senza  coincidere,  per  passare  dalla  punteg- 
giata ABCD .  .  .  su  ^t,  alla  punteggiata  A'B'C'D'  ...  su  m', 
basta  (si  veda  la  figura  del  n.°  68,  a  sinistra)  proiettare  la  prima 
punteggiata  da  8,  segare  il  fascio  cosi  ottenuto  con  m",  proiet- 
tare la  nuova  punteggiata  da  ;S",  e  segare  il  nuovo  fascio 
con  u'. 

Siccome  d'altra  parte  si  sa  (n."  59)  che  due  forme  di  1^ 
specie,  una  delle  quali  possa  dedursi  dall'  altra  mediante  una  o 
più  operazioni  di  proiezione  o  sezione,  sono  in  corrispondenza 
proiettiva,  cosi  si  conclude  che  la  definizione  di  proiettività  da 
noi  data  (n.°  68)  può  sostituirsi  colla  seguente,  adottata  da 
vari  autori: 

Due  forme  di  pritna  specie  diconsi  riferite  proiettivamente, 
quando  si  può  passare  dalV  una  a/ra/^ra  (e  precisamente  da  ogni 
elemento  delFuna  al  corrispondente  elemento  dell'altra)  con  un 
numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni  (^). 

70.  Asse  e  centro  di  proiettività.  —  La  costruzione  della 
proiettività  fra  due  forme  non  sovrapposte  (n.°  68)  si  sempli- 
fica, quando    si   scelgano  convenientemente   gli   elementi   ausi- 


(^)  O  in  altre  parole:   chiamasi  proiettività  il  prodotto  di  un  numero 
finito  di  corrispondenze  prospettive. 
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liari   {8  ed  8\  oppure  s  ed  s')  di  cui  si  dispone,  e  ciò  in  base 
ai  teoremi  seguenti: 


Date  in  un  piano  due  pun- 
teggiate proiettive,  non  sovrop- 
po.stc, 

AB  CD...  A  A'B'C'D'..., 
i  punti 

AB'  ■  A'B,  AC  •  A'C,..., 

BC  .  B'C,..  . 
stanno  tutti  sopra  una  stessa 
retta,  la  quale  sega  il  sostegno 
di  ciascuna  punteggiata  in  un 
punto,  che  ha  per  corrispondente 
suW  altra  punteggiata  la  inter- 
sezione dei  due  sostegni.  Quella 
retta  dicesi  asse  di  proiettirità 


Dati  in  un  piano  due  fasci 
di  rette  proiettivi,  non  sovrap- 
posti, 

ahcd  .  .  .   7\   a'b'c'  .  . . , 
le  rette 
ab'  •   a' b, 
be' 


a  e. 


ac 
b'c,...' 
passano  tutte  per  uno  stesso 
punto,  il  quale,  congiunto  col 
centro  di  ciascun  fascio,  dà  una 
retta,  che  ha  per  corrispondente 
nelV  altro  fascio  la  congiungente 
i  due  centri.  Quel  punto  dicesi 
centro  di  proiettività  dei  due 
fasci. 


u'  le 


delle  due  punteggiate. 

Dimostriamo,  ad  es.,  il  teorema  di  sinistra.  Dette  u 
due  punteggiate  proiettive,  si 
proiettino  queste  da  due  punti 
corrispondenti,  presi  ordinata- 
mente sopra  u'  ed  M,  ad  es.  da 
A'  ed  A  (posto  che  ne  A  né  A' 
cadano  in  uu'^.  Otterremo  i 
due  fasci 

A'iABCD...)  A  AiA'B'C'D'...), 

i  quali  riescono  prospettivi  perchè  hanno  la   retta  unita  A  A'. 
Segue  che  le  intersezioni  di  rette  corrispondenti 

A'B  ■  AB'  =  M,  A'C  '  AC  =  N,  A'D  ■  AD',... 
cadono  sopra  una  stessa  retta  s,  nota  la  quale,  si  può  subito 
costruire  sopra  una  delle  punteggiate  il  corrispondente  di  un 
punto  qualsiasi  dell'altra.  Cosi  si  vede  che  il  punto  uu', 
considerato  sopra  u,  e  detto  P,  ha  per  corrispondente  sopra 
u'  il  punto  P'  intersezione  con  s;  e  similmente  il  punto  uu', 
considerato  sopra  u',  e  detto  Q',  ha  per  corrispondente  sopra 
u  il  punto  Q  intersezione  con  s.  Ora  le  considerazioni  qui  fatte 
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si  possono   ripetere,  assumendo  come  centri  di  proiezione  delle 
punteggiate  m,  u'  due   nuovi  punti    corrispondenti,    ad    es.  B' 
e  B.  Risulta  allora  che  i  punti 

B'A  •  BA'  =  ilf,     B'C  ■  BC  =  0,     B'D  •  BD', . . . 

si  trovano  sopra  una  stessa  retta,  la  quale  deve  (come  s) 
segare  u'  ed  u  nei  punti  P'  e  Q^  corrispondenti  al  punto 
uu'  ^^  P  =  Q'.  Ma  la  nuova  retta,  avendo  in  comune  con  s 
tre  punti  M,  P'  e  Q  (dei  quali  due  almeno  sono  distinti), 
coincide  con  s.  E  di  qua  risulta  il  teorema  che  si  voleva  di- 
mostrare. ,  -  Ti  /-»  X 
-ri                   ^                                                                ■         -,                 .          .     .    .         A    B   C\ 

In    base  al  teorema,  per  costruire  la  proiettivita  \Atrìtpi] 

fra  due  punteggiate  m,  u'  non  sovrapposte,  conviene  anzitutto 
determinare  l'asse  di  proiettività,  giacche,  noto  questo,  e  dato  un 
punto  D  arbitrario  di  u,  il  punto  corrispondente  D'  di  u'  si 
potrà  ottenere  con  tante  costruzioni  diverse,  quante  sono  le  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  già  noti  della  proiettività. 

Osservazione  I.  —  Se   le  punteggiate  m   ed   m'   sono   prospettive  ri- 
spetto ad  un  centro  »S',  si  ottiene  il  corollario  di  sinistra: 


Date  in  un  piano  due  rette  u,  n', 
ed  un  punto  S  che  non  appartenga  a 
nessuna  di  quelle^  se  per  S  si  condu- 
cono più  trasversali^  le  quali  seghino 
le  rette  u,  n'  nelle  coppie  di  punti 
AA',  BE',  ce,...,  allora  i  punti 
AB'  •  A'B,  AC  ■  A'C,  BC  •  B'C... 
stanno  sopra  una  stessa  retta,  che  passa 
pel  punto  uu',  e  dicesi  ^oZare  di  S  ri- 
spetto alla  coppia  di  rette  uu'  (cfr. 
n.  16,  es.  1)  ).  La  polare  di  S  può  pure 
definirsi  come  il  luogo  dei  punti  coniu- 
gati armonici  di  *S'  rispetto  alle  cop- 
pie di  punti  segate  sopra  u,  u'  dalle 
trasversali  per  S  (cfr.  n.°  53,  es.  5)  ). 


Dati  in  un  piano  due  punti  U, 
U',  ed  una  retta  s  che  non  appartenga 
a  nessuno  di  quelli,  se  su  s  si  pren- 
dono più  punti,  i  quali,  congiunti  con 
U,  U',  diano  le  coppie  di  rette  a  a', 
bb',  ce', .  . . ,  allora  le  rette  ab'  •  a'b, 
ac'  •  a 'e,  be'  •  b'c, . .  .  passano  per 
uno  stesso  punto,  clic  sta  sulla  retta 
UU',  e  dicesi  polo  di  s  rispetto  alla 
coppia  di  punti  UU'  (cfr.  n.°  16, 
es.  4)  ).  Il  polo  di  s  può  pure  defi- 
nirsi come  punto  comune  alle  rette 
coniugate  armoniche  di  s  rispetto 
alle  coppie  di  rette  proiettanti  U,  U' 
dai  punti  di  s. 


Osservazione  II.  —  Il  teorema  generale  di  sinistra,  nel  caso  che 
siano  date  due  terne  di  punti  ABC,  A' B'C  sopra  due  rette  u,  u'  (terne 
che  possono  sempre  ritenersi  corrispondenti  in  una  proiettività),  ci  dice  che 
itve^uutì  AB'  ■  A'B  =  M,  AC  •  A'C=  N,  5 C  •  5 '(7  =  0  sono  alli- 
neati. Ora  per  enunciare  questa  osservazione,  senza  nominare  la  proietti- 
vità, conviene  notare  che  i  punti  AB'CA'BC  possono  riguardarsi  come 
1  successivi  vertici  di  un  esagono  semplice,  i  cui  vertici  di  posto  dispari 
stanno  sopra  una  retta  u,  ed  i  vertici  di  posto  pari  sopra  una  seconda  retta 
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u'.  1  punti  M,  0,  N  si  presentano  allora  come  intersezioni  relative  alle 
coppie  di  lati  opposti  (  1°  e  4",  2°  e  5°,  3°  e  6°  )  dell'  esagono.  Da  ciò  segue 
il  teorema  di  sinistra  (  dovuto  a  Pappo  ;  cfr.  n.°  16,  es.  17),  e  n.°  37,  es.  8)  )  : 


Se  un  esagono  semplice  ha  i  ver- 
tici di  posto  dìspari  sopra  una  retta,  e 


i  vertici  di  posto  pari  sopra  una  se- 
conda retta,  le  tre  intersezioni  delle 
coppie  di  lati  opposti  appartengono  ad 
una  terza  retta. 


Se  tm  seilatero  semplice  ha  i  lati 
di  posto  dispari  passanti  per  un  punto, 


ed  i  lati  di  j^osto  pari  passanti  per  un 
secondo  punto,  le  tre  cangiungeìiti  le 
coppie  di  vertici  ojjposti  passano  per 
un  terzo  punto. 

Esercizi.  I.  —  1)  Dato  un  fascio  di  rette  ed  una  punteggiata  proiettiva 
a  quello,  segare  il  fascio  con  una  trasversale  in  guisa  da  ottenere  una 
punteggiata  simile  od  anche  uguale  alla  data. 

2)  Sopra  tre  rette  formanti  fascio  si  abbiano  tre  punteggiate,  due  delle 
quali  siano  prospettive  alla  terza  ;  si  dimostri  che  anche  la  prima  e  la  se- 
conda sono  prospettive,  ed  i  tre  centri  di  prospettiva  sono  allineati.  Se  ne 
deduca  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  dei  triangoli  omologici  gia- 
centi in  un  piano.  Questione  duale  nel  piano. 

3)  Se  di  due  punteggiate  prospettive  una  ruota  intorno  al  punto  unito 
(proprio),  le  punteggiate  rimangono  prospettive,  ed  il  centro  di  prospettiva 
descrive  un  cerchio  (o  sfera  se  il  sostegno  mobile  descrive  una  stella  an- 
ziché un  fascio)  avente  per  centro  il  punto  limite  della  punteggiata  fìssa, 
e  per  raggio  la  distanza  fra  il  punto  limite  della  punteggiata  mobile  ed  il 
punto  unito. 

4)  L' asse  di  proiettività  di  due  punteggiate  proiettive  è  parallelo  alla 
retta  congiungente  i  punti  limite. 

5)  Se  A,  B,  C  sono  i  punti  in  cui  una  retta  d  è  segata  da  tre  rette 
a,  h,  e,  le  rette  perpendicolari  condotte  da  ^  a  fc  e  e,  da  i?  a  e  ed  a,  da  C 
ad  a  e  ò  determinano  (prese  in  ordine  conveniente)  un  esagono  semplice 
i  cui  vertici  di  posto  dispari  sono  A,  B,  C,  mentre  i  vertici  di  posto  pari 
stanno  sopra  una  seconda  retta.  Da  questa  osservazione  si  deduca  il  teo- 
rema di  Steiner  :  «  i  punti  di  concorso  delle  altezze  dei  quattro  trilateri 
«  formati  coi  lati  di  un  quadrilatero,  presi  tre  a  tre,  stanno  per  diritto  ». 
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6)  Date  due  punteggiate  proiettive  su  rette  distinte  ti,  u'  di  un  piano, 
e  data  inoltre  nel  piano  una  retta  .9,  che  non  i)assi  per  uu',  determinare  due 
centri  di  proiezione  S,  S  '  tali,  die  i  fasci  proiettanti  quelle  punteggiate  rie- 
scano prospettivi  coli' asse  di  prospettiva  s.  Il  problema  ammette  infinite 
soluzioni,  e  precisamente  esistono  due  rette,  luoghi  rispettivamente  dei 
punti  S,  S',  sulle  quali  i  punti  S,  S'  si  corrispondono  proiettivamente. 
Caso  particolare  che  s  sia  1'  asse  di  proiettività  delle  m,  u'  ;  caso  che  sia  la 
retta  all'infinito.  Questione  duale  nel  piano. 

II-  ~  7)  Se  ABC . . . ,  A'B'C  .  . . ,  sono  due  punteggiate  simili,  giacenti 
sopra  due  rette  distinte  m,  u'  di  un  piano,  secantisi  in  un  punto  proprio  0, 
sussistono  le  seguenti  proprietà  :  a)  il  luogo  del  vertice  opposto  ad  0  nei  pa- 
rallelogrammi costruiti  sulle  coppie  di  lati  0  A,  0  A' ,  oppure  OB,OB' ...  , 
è  una  retta;  b)  il  luogo  del  punto  medio  dei  segmenti  AA',  BB', .  .  .  con- 
giungenti punti  omologhi,  è  una  seconda  retta,  parallela  alla  precedente; 
e)  se  per  0  si  conducono  i  segmenti  OA^,  OBg.  . .  paralleli  ed  eguali  (an- 
che nel  verso)  ai  segmenti  AA',  BB',...,i  punti  ^o,  ^o,  •  •  •  stanno  tutti 
sopra  una  terza  retta;  d)  i  cerchi  circoscritti  ai  triangoli  OAA',  OBB', . . , 
hanno  in  comune  (oltre  0)  un  secondo  punto  S;  e)  i  triangoli  SAA', 
SBB'  .  . .  sono  simili  tra  loro;  f)  la  punteggiata  A'B'C  .  . .  può  esser  por- 
tata in  posizione  prospettiva  rispetto  alla  punteggiata  4 jBC,  ..  ,  purché  il 
piano  di  quella  si  faccia  ruotare  intorno  ad  S  di  un  angolo  conveniente, 
mentre  la  retta  u  rimane  fissa. 

8)  Se  le  punteggiate  ABC...,  A'B'C  ...,  sono  uguali,  sussistono 
le  proprietà  precedenti,  ed  inoltre  il  punto  S  si  trova  sulle  perpendicolari 
ai  segmenti  AA',  B B' ,  ...  nei  loro  punti  medi,  per  modo  che  la  rotazione 
sopra  nominata  porta   Tuna  punteggiata  a  coincidere  coli' altra. 

9)  Date  due  punteggiate  simili  ABC, ... ,  A'B'C  . . . ,  situate  su  due 
rette  di  un  piano,  trovare  due  punti  omologhi  X,  X'  la  cui  distanza  XX' 
sia  uguale  in  valore  assoluto  ad  un  dato  segmento;  quante  soluzioni  può 
avere  il  problema  ?  come  si  costruiscono  due  punti  omologhi  delle  due  pun- 
teggiate, la  distanza  dei  quali  sia  minima  ? 

III.  —  10)  Le  rette  congiungenti  punti  corrispondenti  di  due  pun- 
teggiate proiettive  a  sostegni  sghembi  formano  un  tal  sistema,  che  ogni 
retta  secante  tre  di  quelle,  sega  tutte  le  altre  ;  (si  proiettino  infatti  le  due 
punteggiate  da  una  delle  dette  secanti  ;  n."  66).  Teorema  duale  nello  spazio. 

11)  Le  infinite  rette  che  incontrano  tre  rette  date,  sghembe  a  due  a  due, 
determinano  punteggiate  proiettive  su  queste  ;  quelle  adunque  formano  un 
sistema  -S"'  tale,  che  ogni  retta  secante  tre  rette  dì  2',  sega  tutte  le  altre. 
Le  rette  secanti  ora  nominate  formano  alla  lor  volta  un  nuovo  sistema 
2  (a  cui  appartengono  anche  le  rette  date),  il  quale  gode  le  stesse  pro- 
prietà di  H'.  Due  rette  di  uno  stesso  sistema  sono  sghembe  tra  loro,  due 
rette  di  sistemi  diversi  si  segano;  ciascun  sistema  (e  subordinatamente 
anche  l' altro  )  è  determinato  da  tre  delle  sue  rette.  Due  sistemi  come  2  e 
2'  sono,  ad  es.,  quelli  appartenenti  ad  un  iperboloide  rotondo  ad  una 
falda,  di  cui  parla  l'es.  15)  del  n.°  16). 
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71.  Elementi  uniti  di  una  proiettività  tra  forme  sovrappo- 
ste. —  Abbiamo  già  visto  (n.°  66)  che  se  due  forme  riferite  proiet- 
tivamente sono  sovrapposte,  esse  ammettono  al  più  due  elementi 
uniti,  a  meno  che  ogni  altro  elemento  non  sia  unito.  Ora,  valen- 
doci del  metodo  analitico,  determineremo  i  detti  elementi  uniti. 

Riferiamo   perciò  le  due   forme    ad   uno    stesso    sistema  di 
coordinate  proiettive;  dette  x,  x'  le  coordinate  di  due  elementi 
corrispondenti,  la  proiettività   fra   le    due    forme    sarà   rappre- 
sentata dalla  equazione 
(i)  ocxx'   -\-   ^x   ^   yx'    -{-   ò    —    0. 

Se  indichiamo    con   y   la  coordinata  di  un  elomento  unito 
{x   =:   x'   z=.   y)^  dovrà  essere 

(2)  «y'  +  (/?  +  7):y  +  ^  =  0, 

e  quindi 

,,   ^    -  (^  +  y)  ib    y  {l^^yY  -  4«ó 

Possiamo    dunque    concludere    (adottando    il    lin^uaffo-io    del 
n.°  54): 

Una  proiettività  (non  identica)  fra  due  forine  sovrapposte  ha 
due  elementi  uniti,  die  possono  essere  reali  e  distinti,  o  reali  e  coinci- 
denti, 0  immaginari  con iugati  ;  nel  primo  caso  [  (  ^5  -f  ;/ )-  —  4  «  ^  >  0  ] 
la  proiettività  dicesi  iperbolica,  nel  secondo  [(/?  -^  7)  -  —  4«^  i^  0] 
parabolica,  e  nel  terzo  [(/?  -f  yf  _  4«^  <  q]  ellittica. 

n.  Esempi.  Uguaglianza  diretta  sulla  punteggiata  0  nel 
fascio.  —  A  due  esempi  notevoli,  sotto  l'aspetto  metrico,  di 
proiettività  parabolica  od  ellittica  si  giunge  mediante  le  con- 
siderazioni seguenti  (^). 

a)  Le  due  forme  siano  punteggiate  sovrapposte,  riferite  ad  un 
sistema  di  ascisse.  Se  l'equazione  della  proiettività  si  riduce  al  tipo 
(1')  ^x  -^  yx'  -i-  ò   =  0 

le  due  punteggiate  sono  simili  (n.°  64,  b)),  ed  hanno  come  unito 
il  punto  all'infinito  U^.  Allora  l'equazione  (2),  da  cui  dipen- 
dono i  punti  uniti,  si  abbassa  a  primo  grado 

(2')  (^  +  y)y^ò  =  o, 


(  )  Di  proiettività  iperboliche  si  possono  costruire  esempi,  assegnando 
ad  arbitrio  gli  elemouti  uniti  (distinti  fra  loro)  ed  inoltre  due  elementi 
corrispondenti  distinti. 
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e  fornisce  l'ascissa  « 


dell'  altro  punto  unito  F,  reale,  generalmente  proprio,  detto 
centro  di  similitudine.  La  similitudine  fra  punteggiate  sovrap- 
poste è  dunque,  in  generale,  una  proiettività  iperbolica. 

Ma  se  /?  -|-  7  =  0,  (5  =f=  0,  anche  Y  è  improprio,  e  la 
proiettività  è  parabolica.  L'equazione  (1')  ora  diviene 

s. 

(1")     ^  {x  —  x')  -]-  ó  r=  0,     ossia  X  —  x'  ^  —    -  ■=  cost., 

p 

e  dice  che  è  costante  la  distanza  A  A'  =  BB'  =  CC  =..., 
fra  ogni  punto  della  prima  punteggiata  e  il  punto  corrispon- 
dente della  seconda;  le  due  punteggiate  sono  uguali,  anzi  di- 
rettamente uguali^  perchè  segmenti  corrispondenti  sono  uguali 
anche  in  segno.  Dunque  : 

Una  proiettività  parabolica  fra  due  punteggiate  proprie  so- 
vrapposte^i  la  quale  abbia  l'unico  punto  unito  alV  infinito,  è  una 
uguaglianza  diretta  ;  e  viceversa. 

Se  poi  nella  (1")  si  avesse  inoltro  ó  =:  0,  la  proiettività 
sarebbe  l'identità  (^). 

è)  Anche  tra  due  fasci  di  rette  propri  sovrapposti  abc .  .  .  , 
a'b'c'  ...  si  stabilisce  una  uguaglianza  diretta  coli' esigere  che 
sia  aa'  =  bb'  =  ce'  =  ...  =  «  (costante);  ma  la  parti- 
colare proiettività  che  così  si  ottiene,  non  ha  evidentemente 
alcuna  retta  unita,  è  ellittica.  Ciò  risulta  pure  dall'  osservare 
che  (riferiti  i  due  fasci  ad  un  unico  sistema  di  coordinate  tan- 
genti) la  detta  corrispondenza  ha  l'equazione  (n.°  64,  II) 

xx'  -{-  ^{x  —  x')  +  1   =0, 
dove  ^   =   cotg  03]  e  questa,    per  x   =   a?',  fornisce  radici  im- 
maginarie. 

L'uguaglianza  diretta  segata  dai  due  fasci  sulla  retta,  all'  in- 
finito del  loro  piano,  è  pure  una  proiettività  ellittica. 

73.  Due  teoremi  sopra  gli  elementi  uniti  di  una  proiet- 
tività generale. 

a)  Una  proposizione  di  natura  proiettiva  si  ottiene  nel  se- 
guente modo.  Siano  C/",  V  gli  elementi  uniti,  reali  o  immaginari, 

(})  Si  noti  che  la  equazione  di  ogni  proiettività  parabolica  può  porsi 
sotto  la  forma  x'  =  x  --p  cost.,  pur  di  assumere  come  elemento  fonda- 
mentale db  00  del  sistema  di  coordinate  proiettive,  l'unico  elemento  unito. 
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della  proietti  vita  ABC ...  7\  A'B'C  . . .  tra  forme  soravrapposte, 
e  siano  y^,  y.^  le  coordinate  di  quelli,  ed  a,  ò  . . .,  a',  6'  .  .  .  le  coor- 
dinate di  J.,  5,  .  .  .  ,  .4.',  B' .  .  .  Poiché  la  proiettività  muta  il 
gruppo  UVAB  della  prima  forma  nel  gruppo  UVA'B'  della 
seconda,  i  doppi  rapporti  dei  due  gruppi  saranno  uguali: 

yi  -  h' 

y,-h" 


yx 


yi  —  a 

.  yi  ~zJ^.  - 

'  y%  —  h 

_   yx  —  a 

y^  —  a 

2/2  —  a' 

di  qua  si  trae 

yi  —  a  ^ 

y^  —  a'   _ 

_    Vi  —  ^  . 

y-i  —  a 

7/0  —  a' 

y-i  —  ^  * 

y2  —  b' 


ossia 

{UVA  A')  =  iUYBB'). 

Segue  il  teorema:  In  una  proìcttivlià  fra  due  forme  sovrap- 
poste è  costante  il  doppio  rapporto  formato  dai  due  clementi  uniti 
con  due  elementi  corrispondenti  qualisivogliano. 

Quel  doppio  rapporto  costante  dicesi  caratteristica  o  inva- 
riante assoluto  della  proiettività;  esso  non  si  altera  se  alle  due 
forme  di  cui  si  parla,  si  sostituiscono  due  nuove  forme,  proiet- 
tive e  sovrapposte  tra  loro,  ottenute  da  quello  mediante  una 
proiezione  o  sezione.  La  caratteristica  di  ogni  proiettività  para- 
bolica vale  -j-  1. 

Dati  i  due  elementi  uniti  TI,  V  reali  e  distinti,  o  immagi- 
nari coniugati,  di  una  proiettività  tra  forme  sovrapposte,  e  dato 
il  valore  k  ^  1  della  caratteristica,  la  proiettività  è  pienamente 
determinata,  giacche  per  ogni  elemento  A  della  prima  forma  è 
individuato  l'elemento  corrispondente  A'  della  seconda,  me- 
diante la  condizione  (  U  VA  A')  =  k. 

Se  U,  V  sono  reali  e  distinti,  assumendoli  come  elementi 
fondamentali  dz  co  e  0  di  un  sistema  di  coordinate  proiet- 
tive, l'equazione  della  proiettività  assume  la  forma  semplice 
x'   —   kx  (1). 


(^)  Se  invece  U  e  V  sono  immaginari  coniugati,  si  potranno  prendere 
come  elementi  fondamentali  db  oo,  0  due  elementi  reali  armonici  rispetto 
a  quelli  (n.°  54)  ;    allora  la  equazione  della    proiettività   assume   la    forma 

axx'  -{-  ^{x  —  x')  -f-  (5   =  0,   dove    -    è  un  numero  positivo,  che  con  una 

scelta  conveniente  del  punto  fondamentale  unità  può  supporsi  uguale  ad  1. 
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b)  Procuriamoci  ora  una  proprietà  metrica  degli  elementi 
uniti,  nella  ipotesi  che  le  due  forme  proiettive  sovrapposte  siano 
punteggiate,  giacenti  sopra  una  stessa  retta  propria.  Eiferite 
quelle  punteggiate  ad  un  unico  sistema  di  ascisse,  osserviamo 
che  il  punto  medio  fra  i  punti  uniti,  di  ascisse  2/1,  ?/ 2,  ha  l'ascissa 
^LÌ1_2  ^  _  /?  ±_/  per  i^  ^2)  del  n.°  71.  Ma  questo  valore  è 
anche  la  semisomma  delle  ascisse  (  ~-  - ,  -  '^ì  dei  due  punti 
limite  delle  dette  punteggiate  (n.''  Gi,  I).  Dunque:  In  una  proiet- 
tività  fra  punteggiate  proprie  sovrapposte  il  punto  medio  tra  i 
punti  uniti,  è  pure  punto  medio  tra  i  punti  limite  (ed  è  sempre 
reale).  Tutto  ciò  vale  nella  ipotesi  a  4=  0;  nella  ipotesi  oppo- 
sta uno  dei  punti  uniti  è  improprio  (n.''  72,  a)),  ed  il  teorema 
perde  ogni  interesse. 

74.  Costruzione  di  un  elemento  unito  quando  l'altro  è 
noto.  —  Proponiamoci  ora  di  costruire  gli  elementi  uniti  di  una 
proiettività  tra  due  forme  sovrapposte.  E  cominciamo  dal  caso 
che,  dei  due  elementi,  uno  sia  noto,  e  si  richieda  l' altro  ;  il  pro- 
blema si  risolve  allora  conducendo  solo  linee  rette. 
Si  tratti  ad  es.  di  due  punteggiate 

UAB  ...   TV  UA'B'  ... 
giacenti  sopra  lo  stesso  sostegno  s,  ed  aventi  il  punto  unito  U. 
^  Condotta  per  CAuna  retta  qual- 

■|«S  siasi,  si  prendano  su  di  essa  due 

/j\  punti   arbitrari   8,   8'.    Proiet- 

/  \    \  tando  le  due  punteggiate  ordi- 

natamente da  8  ed  >S",  otter- 
remo i  due  fasci  di  rette 
8{UAB...)  A  8'{UA'B' ...), 
i  quali  riescono  anzi  prospet- 
tivi perchè  la  retta  88'  è  unita 
\  1/  (n."  G7).  Segue  che  i  punti  A", 

k:^'  B ",...,    intersezioni    di    rette 

corrispondenti  dei  fasci  8  ed 
8',  sono  allineati  sopra  l'asse  di  prospettiva  s".  Il  punto  V, 
intersezione  di  s  coli' asse  s",  è  il  punto  unito  che  si  cerca. 

Si  osservi  che,  se  s"  passa  per    U,  la  proiettività  fra  le  due 
punteggiate  è  parabolica,  e  viceversa.    Di   qua  risulta  che  una 
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proiettività  parabolica  tra  due  forme  sovrapposte  è  pienamente 
determinata,  e  può  costruirsi  colla  riga,  quando  di  essa  si  co- 
nosca L'unico  elemento  unito  e  due  elementi  corrispondenti. 

•  75.  Digressione  sopra  certe  costruzioni  clie  possono  ese- 
fifuirsi  colla  riga.  —  L'ultima  osservazione,  applicata  al  caso 
che  l'unico  punto  unito  di  una  proiettività  parabolica  sia  all'in- 
finito C/'x  (n-°  "^2,  a)),  ci  insegna  che  una  uguaglianza  diretta 
fra  due  punteggiate  sovrapposte  può  costruirsi,  coli' aiuto  della 
sola  riga,  purché  siano  dati  due  punti  corrispondenti  A,  A\  e 
sia  tracciata  una  retta  parallela  al  sostegno  s  delle  punteggiate 
(n.°  IG,  I).  E  adunque  possibile  costruire  su  6-,  con  quel  mezzo, 
un  segmento  A'B'  uguale  ad  un  segmento  AB  dato  pure  su.  s;  è 
possibile,  in  conseguenza,  costruire  un  segmento  che  sia  somma 
o  differenza  di  due  segmenti  dati  su  6-;  in  generale,  un  segmento 
il  cui  valore  sia  Az  a  Az  b  Jz  e  Az  .  .  .  ^  se  a,  ò,  e  .  .  .  sono  i 
valori  di  più  segmenti  dati  su  s. 

Si  osservi  d'altra  parte  che  se  .-1,  5,  C  ed  A\  B'  sono 
punti  fissati  comunque  su  ó-,  si  può  costruire  colla  sola  riga, 
valendosi  della  nominata  parallela  ad  v,  il  punto   C  tale  che  sia 

AB  :  BC  —   A'B'  :  B'C, 
giacché  C  è  il  corrispondente  di  C  nella  proiettività  (  .....jr'^X 
Dunque:  dati  tre  segmenti  di  valori  «,  1),  e  sopra  s^  si  può  co- 
struire su  s  un  segmento  (quarto  proporzionale)  avente  il  va- 
ie 
lore — .  E  se  uno  (a,  o  e)  dei  segmenti  dati  si  assume  come 

unità  di  lunghezza,  il  segmento  costruito  avrà  un  valore  uguale  al 
prodotto  od  al  quoziente  dei  valori  dei  due  segmenti  rimanenti. 

Concludendo:  dati  sopra  una  retta  s  più  segmenti^  uno  dei 
quali  si  assuma  come  unità  di  misura,  mentre  gli  altri  abbiano 
le  lunghezze  a,  b,  e,  .  .  .  ,  è  possibile  costruire  colla  sola  riga  sulla 
retta  s,  valendosi  di  una  parallela  a  questa,  ogni  segmento,  il  cui 
valore  si  ottenga  eseguendo  operazioni  razionali,  in  numero  finito, 
sui  numeri  1,  a,  b,  e,  .  .  . 

Od  anche,  nella  ipotesi  che  i  detti  segmenti  abbiano  tutti 
un  estremo  comune,  il  quale  si  assuma  come  origine  di  un  si- 
stema di  ascisse  : 

Dati  sopra  una  retta  due  o  più  punti,  due  dei  quali  si  as- 
sumano, rispettivamente,  come  origine  e  punto  unità  di  un  sistema 
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di  ascisse,  mentre  gli  altri  abbiano  le  ascisse  a,  b,  e  .  .  . ,  e  data 
una  parallela  alla  retta,  è  possibile  costruire  colla  sola  riga  sulla 
retta  primitiva  ogni  punto,  la  cui  ascissa  possa  ottenersi  mediante 
operazioni  razionali  eseguite  sui  numeri  1,  a,  b,  e  .  .  . 

Questo  risultato,  di  natura  metrica,  può  subito  tradursi  in 
forma  j^roiettiva.  Si  consideri  il  piano  Ji  contenente  .9,  sopra  il 
quale  si  eseguiscono  le  costruzioni  nominate,  e  si  proiettino  n 
ed  6-,  da  un  centro  qualsiasi,  sopra  un  piano  n'  ed  una  retta  s' 
di  questo.  Le  figure  costruttive,  composte  di  rette,  esistenti  in  n, 
daranno  come  proiezioni,  figure  composte  ancora  di  rette  in  tt'; 
ma  i  punti  di  s  che  hanno  per  ascisse  0,  1,  ±  oo,  a,  ò,  e..., 
si  muteranno  in  punti  di  s'  aventi  le  coordinate  proiettive 
0,  1,  li:  co,  a,  b,  e  .  .  ,  (essendo  fondamentali  i  primi  tre  punti; 
n."  42,  Oss.).  Ed  il  risultato  precedente  si  tradurrà  senz'al- 
tro in  questo,  di  cui  un  caso  particolare  fu  già  considerato 
(n.°  52)  : 

Dati  sopra  una  retta  tre  o  più  punti,  dei  quali  tre  si  assu- 
mano come  punti  fondamentali  di  un  sistema  di  coordinate  proiet- 
tive, e  gli  altri  abbiano  le  coordinate  a,  b,  e,  .  .  .  ,  è  possibile  co- 
struire colla  sola  riga  su  quella  retta  ogni  altro  punto,  la  cui 
coordinata  possa  ottenersi  mediante  operazioni  razionali  eseguite 
sui  numeri  1,  a,  b,  e,  .  .  . 

La  parallela  alla  retta  che  occorreva  conoscere  quando  +  go 
era  la  coordinata  (ascissa)  di  un  punto  improprio,  non  inter- 
viene più  ora  che  :L  co  è  la  coordinata  proiettiva  di  un  punto 
generalmente  proprio. 

76.  Una  proprietà  del  cerchio.  —  Ritorniamo  al  problema 
di  costruire  gli  elementi  uniti  di  una  proiettività  fra  due  forme 
sovrapposte.  Lo  risolveremo  seguendo  una  via  indicata  da  Stei- 
ner (1832),  la  quale  si  appoggia  sopra  una  nota  proprietà  del 
cerchio. 

Se  J-  e  jB  sono  due  punti  di  una  circonferenza,  i  quali 
vengano  proiettati  da  due  nuovi  punti  8,  8'  della  circonfe- 
renza mediante  le  coppie  di  rette  a,  b  ed  a',  b',  rispettivamente, 
si  ha 

ab  =  a'b'  (mod.  n). 
Applicando  la  stessa  proprietà  a  quanti  si  vogliano  punti 
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A,  B,   C .  .  .  della  circonferenza,  costituenti,  come  diremo,  una 
punteggiata  sopra  questa,  risulta  che  : 

/  fasci  proiettanti  una  punteggiata  tracciata  sopra  una  cir- 
conferenza da  due  punti  di  questa^  sono  direttamente  uguali,  e 
quindi  proiettivi.  Va  inteso  che 
se  un  punto  della  punteggiata 
coincide  col  centro  di  proiezio- 
ne, per  retta  proiettante  si  deve 
assumere  la  tangente  alla  cir- 
conferenza in  quel. punto. 

In  particolare,  proiettando 
quattro  punti  A,  £,  C,  D  di  una 
circonferenza  da  un  punto  S  di 
questa,  si  ottengono  quattro  retto, 
il  cui  doppio  rapporto  non  varia 
mentre  *S'  descrive  la  circonferen- 
za; lo  chiameremo  doppio  rapporto  (AB CD)  dei  quattro  punti 
nominati.  Ed  ora  si  può  estendere  la  definizione  di  proiettività  fra 
forme  di  prima  specie,  anche  al  caso  che  si  metta  in  relazione  una 
forma  di  prima  specie  con  una  punteggiata  giacente  sopra  una  cir- 
conferenza ;  e  si  può  parlare  di  proiettività  tra  due  punteggiate 
tracciate  sopra  due  circonferenze  distinte  o  coincidenti  ;  si  inten- 
derà sempre  :  una  corrispondenza  biunivoca  che  lascia  invariato  il 
valore  del  doppio  rapporto.  In  particolare:  una  punteggiata  sopra 
una  circonferenza  è  proiettiva  al  fascio  di  rette  che  la  j^foietta  da 
un  punto  arbitrario  della  circonferenza  ;  e  due  punteggiate  giacenti 
sopra  due  circonferenze  (distinte  o  coincidenti)  sono  proiettive^  se 
i  fasci  di  rette  che  proiettano  quelle  punteggiate  da  due  punti  arbi- 
trari delle  rispettive  circonferenze,  sono  proiettivi  tra  loro. 

77.  Costruzione  degli  elementi  uniti  di  una  proiettività  tra 
forme  sovrapposte.  —  Premesse  queste  nozioni,  supponiamo  date 
due  forme  di  prima  specie  proiettive  e  sovrapposte.  Possiamo  sem- 
pre ritenere,  senza  introdurre  restrizioni,  chele  due  forme  nominate 
siano  fasci  propri  di  rette,  giacché  se  si  trattasse  ad  es.  di  punteg- 
giate, basterebbe  proiettar  queste  da  un  unico  centro  di  proiezione, 
e  risolvere  il  problema  che  ci  interessa  per  i  fasci  cosi  ottenuti. 

Siano  adunque 
(1)  abc  .  .  .   TV  a'b'c' .  . . 
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due  fasci  di  rette   aventi    lo    stesso    centro    (proprio)  8.    Con- 
dotta   ad    arbitrio    una    circonferenza    che   passi   per   S^    sopra 
questa  i  due  fasci  segheranno  due  punteggiate  proiettive 
(2)  ABC...   A  A'B'C  ... 

Proiettiamo  ora    la   prima    e    la    seconda   punteggiata    da   due 

punti  corrispondenti  della 
seconda  e  prima,  rispettiva- 
mente, come  sono,  ad  es.,  A' 
ed  A;  otterremo  due  fasci 
proiettivi 

A'(ABC...)  TV  A(A'B'C'...), 
anzi  prospettivi,  perchè  han- 
no la  retta  unita  AA'  (n  °67). 
No  viene  che  i  punti  d' in- 
contro di  rette  corrispon- 
denti 

A'B  •  AB'  =  M, 
A'C  ■  AC  =  N,... 
apparterranno  ad  una  stessa  retta  r.  Ed  ogni  punto  di  r, 
proiettato  da  A'  ed  A  rispettivamente,  darà  sulla  circonfe- 
renza due  punti  D,  D'  corrispondenti  nella  proiettività  (2), 
tali  adunque  che  le  rette  d  =  SD,  d'  =  SD'  si  corrispon- 
dano nella  proiettività  primitiva  (1).  Risulta  di  qua  che  le 
intersezioni  f/",  Y  di  r  colla  circonferenza  (ove  esistano) 
sono  i  punti  uniti  della  proiettività  (2),  e  quindi  le  rette  m, 
V,  proiettanti  quei  punti  da  8,  sono  le  rette  unite  richieste 
della  proiettività  (1).  Questa  è  iperbolica,  parabolica  od  ellit- 
tica, secondo  che  la  retta  r  è  secante,  tangente  od  esterna  alla 
circonferenza. 

78.  Asse  di  proiettività  di  due  punteggiate  sulla  circon- 
ferenza; teorema  di  Pascal  per  il  cerchio.  —  Per  eseguire 
la  costruzione  precedente,  possiamo  scegliere  come  centri  di 
proiezione,  in  luogo  di  A'  ed  A,  altri  due  punti  corrispondenti 
B'  Q  B]  ripetendo  il  ragionamento,  troveremo  che  i  punti 

B'A  ■  BA'  =  M,     B'C  •  BC  =  P,... 
stanno  sopra  una   stessa  retta,  che  indicheremo  con  r'.  Dimo- 
striamo che  r'  coincide  con  r. 
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Se  nella  proiettività  fra  le  due  punteggiate  sulla  circon- 
ferenza esistono  i  punti  uniti,  le  rette  r  ed  r ',  dovendo  pas- 
sare per  essi  e  per  il  punto  ilf,  coincideranno.  Ma  se  i  punti 
uniti  non  esistono,  la  dimostrazione  precedente  non  sussiste 
più  ;  ne  daremo  quindi  un'  altra,  che  valga  in  tutti  i  casi. 

Coni"  è  chiaro,  tutto  si  riduce  a  provare  che  i  tre  punti  M, 
N,  P  sono  allineati.  A  tal  fine  proiettiamo  il  gruppo  BA'B'C 
dai  centri  A  e  C;  otterremo  i  duo 
fasci  proiettivi 

A(BA'B'C')  TV   C(BA'B'C'). 
Segando   questi  ordinatamente  collo 
trasversali  BA'    e    BC,    avremo  le 
punteggiate  proiettive 

BA'MB  TV  BSPC 
(dove  E,  S  sono  rispettivamente  i 
punti  AC'-BA',  CA'-BC).  Que- 
ste sono  anzi  prospettive,  avendo 
l'elemento  B  unito  (n.°  67)  ;  quindi 
le  rette  A' S,  MP,  RC  concorrono  in  uno  stesso  punto;  in 
altre  parole,  sulla  retta  J/P  cade  il  punto  N  intersezione  di 
A'S  =  A'C  e  PC  ~  AC-  e.  d.  d. 

Possiamo  cosi  enunciare  il  teorema: 

Se  ABCD  .  .  . ,  A'B'C'B'  .  .  .  sono  due  punteggiate  proiet- 
tive giacenti  sopra  una  circonferenza,  i  punti 

AB'  '  A'B,     AC  ■  A'C,...     BC'-B'C,... 
stanino  sopra  una  stessa  retta  (asse  di  proiettività  delle  due  pun- 
teggiate), la  quale  sega  la  circonferenza  nei  punti  uniti,  se  esi- 
stono, della  proiettività. 

In  ■  particolare,  limitandoci  a  due  terne  di  punti  ABC, 
A'B'C  assegnate  ad  arbitrio  sulla  circonferenza,  osserveremo 
che  i  tre  punti  allineati 

M  =  AB'  .  A'B,     P  =  BC  •  B'C,     N  =  AC  ■  A'C 
possono    riguardarsi    come    intersezioni    delle    coppie    dei    lati 
opposti    (l''   e   4°,    2°  e  5^,    3°    e    6°)    dell'  esagono    semplice 
AB'CA'BC    iscritto  nella  circonferenza;  siamo  cosi  condotti 
al  teorema  seguente: 

In  mi  esagono  semplice  iscritto  in  una  circonferenza,  le  in- 
tersezioni delle  tre  coppie    di  lati  opposti    stanno  in  linea  retta. 


—  1^26  — 
La  proposizione  è  caso  particolare  di  un  celebre  teorema  sulle 
coniche  dovuto  a  Pascal  (cfr.  n.°  16,  es.  16),  e  n.°  37,  es.  10)); 
del  quale  teorema  un  altro   caso  particolare    è  la  proposizione 
del  n.°  70,  Oss.  II. 

Esercizi  I.  —  1)  Data  1'  equazione  di  una  proiettività  tra  forme  so- 
vrapposte, calcolarne  la  caratteristica;  condizione  perchè  la  caratteristica 
valga  —  1. 

2)  Se  due  proiettività  P  e  Q  hanno  gli  stessi  elementi  uniti,  la  proiet- 
tività prodotto  jP  •  Q  ha  pure  quegli  elementi  uniti,  ed  ha  come  caratte- 
ristica il  prodotto  delle  caratteristiche  ài  JP  e  Q.  Si  concluda  che  nella 
ipotesi  fatta  q  P  •  Q    =    Q  ■  P-^  P  q  Q  diconsi  permutabili. 

3)  In  una  proiettività  ABC...  -a  A'B'C  ...  tra  due  forme  sovrap- 
poste, se  un  elemento  descrive  la  prima  forma  nel  verso  ABC,  l'elemento 
corrispondente  descrive  la  seconda  forma  nel  verso  A'B'C  {n.°  58);  se  i 
due  versi  coincidono  la  proiettività  dicesi  concorde,  se  sono  opposti  dicesi 
discorde.  Data  la  proiettività  mediante  l'equazione  axx'  -j- .  . .  =  0,  si  di- 
mostri che  si  presenta  l' uno  o  l' altro  caso,  secondo  che  il  determinante 
ad  —  /3/  è  positivo  o  negativo  (n.'  63;  27,  es.  6)).  E  si  concluda  che  una 
proiettività  discorde  (ossia  una  proiettività  avente  la  potenza  negativa)  è 
sempre  iperbolica. 

4)  Che  una  proiettività  discorde  sia  iperbolica,  si  dimostra  facilmente 
mediante  considerazioni  intuitive  (che  potrebbero  rendersi  rigorose),  consi- 
derando due  elementi  corrispondenti  mobili  che  descrivano  le  due  forme, 
ed  esaminando  ove  essi  si  incontrano.  Considerazioni  analoghe  provano 
che  una  proiettività  concorde  è  pure  iperbolica,  quando  esista  nell'  una 
forma  un  tratto  M .  .  .  N,  il  quale  contenga  interamente  il  tratto  M' .  . .  N' 
che  gli  corrisponde  sull'  altra  forma. 

5)  Quando  di  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  siano  noti  i 
punti  limite  J,  I'  e  due  punti  corrispondenti  A,  A',  per  costruire  i  punti 
uniti  si  conducano  due  segmenti  JM  =  JA,  l'M'  =  l'A'  perpendicolari 
al  sostegno  comune,  e  diretti  in  uno  stesso  verso  o  in  verso  opposto,  se- 
condo che  JA  ed  l'A'  hanno  segno  opposto  od  uguale.  La  circonferenza 
descritta  su  MM'  come  diametro  passa  per  i  punti  uniti  richiesti.  Si 
deduca  di  qua  nuovamente  che  una  proiettività  avente  la  potenza  nega- 
tiva è  certo  iperbolica. 

6)  Dati  due  fasci  propri  proiettivi  di  un  piano,  costruire  le  rette 
dell'  uno  che  sono  parallele  alle  rette  corrispondenti  dell'  altro. 

II  —  7)  Se  A,  B,  C,  D  sono  quattro  punti  armonici  di  una  circonfe- 
renza, le  tangenti  al  cerchio  in  A  e  B  si  segano  sulla  retta  CD,  e  le  tan- 
genti in  C  e  D  si  segano  su  AB  ;  se  una  di  queste  due  condizioni  è  sod- 
disfatta, è  soddisfatta  anche  l' altra,  ed  i  quattro  punti  sono  armonici. 

8)  Dati  tre  punti  A,  B,  C,  costruire  la  proiettività  y^^,^  )  ;  quale  ne  è  la 
caratteristica  ?  Supposti  i  punti  sopra  una  circonferenza,  dalla  costruzione 
dell'  asse  di  proiettività  si  deduca  che  «  un  triangolo  iscritto  in  un  cerchio 
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è  omologico  al  triangolo  formato  dalle  tangenti  nei  vertici  del  primo  ». 
(cfr.  n.°  37,  es.  11)  ). 

9)  Nella  costruzione  di  Steiner  applicata  a  due  fasci  proiettivi  sovrap- 
posti, quali  particolarità  presenta  1'  asse  di  proiettività  quando  i  due  fasci 
sono  direttamente  od  inversamente  uguali  ? 

10)  Le  infinite  tangenti  ad  un  cerchio  segano  sopra  due  tangenti  fisse 
punteggiate  proiettive.  Di  qua  si  può  lùcavare  la  definizione  di  doppio  rap- 
porto di  quattro  tangenti  ad  un  cerchio,  la  nozione  di  proiettività  fra  una 
serie  di  tangenti  ad  un  cerchio  ed  una  forma  di  prima  specie,  o  fra  due 
serie  di  tangenti,  ed  una  costruzione  dei  punti  uniti  di  due  punteggiate 
proiettive  sovrapposte,  valendosi  di  un  cerchio  tangente  al  comune  soste- 
gno; tutto  ciò,  procedendo  in  modo  duale  a  quello  seguito  nei  n.'  76-78. 
Si  giungerà  per  questa  via  al  teorema  di  Briakchon  sul  cerchio:  «  se  un 
seilatero  è  circoscritto  ad  una  circonferenza,  le  congiuugenti  le  coppie  di 
vertici  opposti  passano  per  uno  stesso  punto  »  (cfr.  n.°  16,  es.  16)). 

11)  Data  una  riga  a  due  orli  paralleli,  disponendo  lo  strumento  in  modo 
che  gli  orli  passino  rispettivamente  per  due  punti  0  ed  vi,  la  cui  distanza 
superi  la  larghezza  della  riga,  si  riesce  a  condurre  per  ^4  la  tangente  al 
cerchio  che  ha  0  per  centro  e  quella  larghezza  come  raggio.  Approfittando 
di  questa  osservazione  e  delFes.  10),  si  costruiscano  i  punti  uniti  di  due 
punteggiate  proiettive  sovrapposte,  valendosi  della  sola  riga  a  due  orli. 

III.  — 12)  Dati  quattro  numeri  complessi  Zh  =  xi,  -j-  iuh,  {h  =  1,2.3,4), 
possiamo  riguardarli  sia  come  ascisse  di  quattro  punti  immaginari  di  una 
punteggiata,  sia  come  indici  di  qtiattro  punti  reali  1,  2,  3,  4  di  un  piano 
nella  nota  rappresentazione  di  G-Auss  dei  numeri  complessi.  Indicando  nel- 
1'  ultima  ipotesi  con  12  , ...  le  mutue  distanze  dei  quattro  punti,  si  dimostri 
che  il  doppio  rapporto    k   =   {z^,  ^o,  z^,  z^)  è  un  numero  (generalmente) 

13  14 

complesso,  che  ha  per  modulo  l'espressione    ._-   :  -^  -,  e  per  argomento  la 

differenza  degli  angoli  sotto  cui  il  segmento  21  è  visto  dai  punti  3  e  4; 
od  anche  l'angolo  secondo  cui  si  segano  i  due  cerchi  123,  124  (precisa- 
mente r  angolo  delle  due  tangenti  a  quelli  nel  punto  2,  prese  nei  versi  231, 
241  rispettivamente). 

13)  Segue  :  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  il  doppio 
rapporto  k  sia  un  numero  reale,  è  che  i  quattro  punti  1,  2,  3,  4  apparten- 
gano ad  uno  stesso  cerchio  (od  eventualmente  ad  una  retta,  dovendo  in 
questa  teoria  riguardarsi  le  rette  come  casi  particolari  di  cerchi);  e  se  la 
condizione  è  soddisfatta,  k  è  precisamente  il  doppio  rapporto  dei  quattro 
punti  considerati  sulla  circonferenza  (n."  76);  come  giaceranno  dunque  i 
quattro  punti  se  A"  ^  — ^  1  (es.  7)  )  ?  Se  k  è  un  immaginario  puro,  i  due 
cerchi  123,  124  si  segano  ortogonalmente  ;  si  consideri  in  particolare  il  caso 
k  =  i. 

14)  Rappresentando  come  sopra  i  numeri  complessi  z,  z'  sui  punti  reali 
di  due  piani  n,  n\  una  equazione  bilineare  azz'  -\-  ^z  -|-7^'  +  <5  =  0,  dove 
a,  /J,  y,  ò  sono  numeri  reali  o  complessi,  definisce  una  corrispondenza  biunivoca 
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fra  i  punti  dei  due'piani  (riguardando  convenzionalmente,  in  ciascuno,  il  punto 
all'infinito  come  un  tmico  punto,  immagine  del  valore  infinito  ài  z  o  z'). 
Questa  corrispondenza  ha  la  proprietà  notevole,  dipendente  dal  carattere 
invariante  del  doppio  rapporto,  di  mutare  i  punti  di  un  cerchio  (o  in  par- 
ticolare di  una  retta)  di  n  nei  punti  di  un  cerchio  (o  eventualmente  di  una 
retta)  di  ti';  essa  dunque  trasforma  cerchi  in  cerchi,  è  una  affinità  circolare. 
secondo  la  denominazione  di  Mobius.  L'  angolo  di  due  cerchi  arbitrari  del- 
l'un  piano  è  uguale  all'angolo  dei  cerchi  corrispondenti  dell'altro,  e  l'ugua- 
glianza vale  anche  nel  segno,  se  come  versi  positivi  delle  rotazioni  si  con- 
siderano quelli  in  cui  crescono  gli  argomenti  dei  numeri  complessi  rappre- 
sentati sui  due  piani. 

15)  Se  la  equazione  bilineare  manca  del  termine  col  prodotto  zz' .,  l'af- 
finità circolare  muta  ogni  retta  dell'  un  piano  in  una  retta  dell'  altro,  ed 
ogni  figura  in  una  figura  simile;  dicesi  perciò  similitudine. 

16)  Nella  ipotesi  che  i  due  piani  tt,  ti'  siano  sovrapposti  insieme  agli 
assi  dei  numeri  reali  e  degli  immaginari  puri,  si  interpretino,  mediante  la  rap- 
presentazione sopra  nominata,  le  equazioni:  z'  '=  z  -]-  a  {traslazione.,  che 
muta  ogni  figura  in  una  figura  uguale,  traslata  rispetto  alla  prima),  z'  =:  hz 
{omotetia  rispetto  al  punto  immagine  dello  zero.,  caso  particolare  di  simili- 
tudine), z'  =^  —  (che  muta  in  un  cerchio  ogni  retta  non  passante  per 
r  origine). 

Capitolo  III. 
involuzione  sopra  una  forma  dì  prima  specie. 

79.  Defliiizione.  —  Fu  già  notato  che  nell'  esaminare  una 
corrispondenza  proiettiva,  non  identica,  fra  due  forme  sovrap- 
poste^ occorre  distinguere  la  proiettività  diretta  JP,  con  cui  si 
passa  dalla  prima  forma  alla  seconda,  e  la  proiettività  inversa 
JP  "  ,  che  riconduce  dalla  seconda  forma  alla  prima.  Le  due 
corrispondenze,  od  operazioni,  JP  e  JP  ^  sono  generalmente 
distinte  (come  prova  l'esempio  della  traslazione  di  un  segmento 
costante  portato  nella  nota  al  n.°  66).  Volendo  verificare  sopra 
un  caso  dato  se  cosi  avvenga,  si  procederà  nel  seguente  modo.  Si 
parta  da  un  elemento  A,  non  unito,  del  comune  sostegno,  e  ad 
esso  si  applichi  la  proiettività  JP]  si  otterrà  un  elemento  A',  di- 
stinto da  A.  Ora  applichiamo  nuovamente  ad  A'  la  proiet- 
tività P;  giungeremo  ad  un  elemento  A".  Se  A"  è  distinto 
da  A,  si  conclude  che  la  proiettività  JP  (conducente  da  A' 
ad  A")  è  distinta  dalla  proiettività  P~  (conducente  da  A' 
ad  A). 
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Supponiamo,  al  contrario,  che  A!'  coincida  con  J.,  e  che  lo 
stesso  fatto  si  presenti  comunque  si  scelga  l' elemento  A  sulla 
forma.  Dovremo  concludere  allora  che  la  nostra  proiettività  J* 
coincide  colla  propria  inversa  JP  ~  ,  cioè  J*  =  _P  ~  ^  (o,  ciò 
che  fa  lo  stesso,  dovremo  concludere  che  la  proiettività 
P^  =  P  •  P,  la  quale  muta  A  in  A!'  =  A,  è  la  identità, 
P2  =  1). 

A  dimostrar  l'esistenza  di  proiettività  P  coincidenti  colle 
proprie  inverse  P  ~  ,  valga  l'esempio  seguente.  Sopra  una  retta 
propria  si  fissi  un  punto  proprio  0,  e  come  operazione  P  si 
assuma  la  simmetria  rispetto  ad  0,  la  quale  muta  i  punti 
A,  B^.  .  .  della  retta  nei  propri 

simmetrici  A\  B',...  rispetto  fi       a  o  a'      tì' 

ad  0  ;  qui  si  tratta  di  una  vera 
proiettività,  anzi  di  una  ugua- 
glianza inversa,  giacché  si  \\^  AB  =  —  A'B\  ecc.  Ora  ai 
punti  A* ^  B' , .  .  .  si  applichi  di  nuovo  la  simmetria  P  rispetto 
ad  0.  Detti  A!\  B" , .  .  .  i  punti  a  cui  si  giunge,  sarà  eviden- 
temente A!'  =  J-,  B"  ^  j5.  . .  ;  si  conchiude  che  P  =  P  ~  \ 
ossia  che  la  proiettività  P  "  è  l' identità. 

L'esempio  addotto  ci  autorizza  a  dare  la  seguente  defini- 
zione : 

Si  chiama  proiettività  involutoria,  o  brevemente  involuzione, 
una  proiettività,  non  identica,  tra  due  forme  di  prima  specie  so- 
vrapposte, la  quale  coincida  colla  propria  inversa;  ossia  una 
proiettività  tale,  che  ogni  elemento  abbia,  come  corrispondente, 
uno  stesso  elemento,  sia  che  quell'  elemento  venga  considerato 
nell'  una  forma,  sia  nell'  altra.  Di  due  elementi  A,  A'  corrispon- 
dentisi  in  una  involuzione,  è  inutile  dire  se  A  od  A'  si  ri- 
guarda come  appartenente  alla  prima  o  alla  seconda  forma;  i 
due  elementi  si  corrispondono  in  doppio  modo,  sono  coniugati 
nella  involuzione.  Ed  è  pure  inutile  nominare  le  due  forme 
sovrapposte,  quando  si  tratta  di  una  involuzione  ;  si  parlerà 
di  involuzione  sopra  una  punteggiata,  in  un  fascio  di  rette  o 
di  piani.  La  involuzione  determina  una  distribuzione  degli  ele- 
menti della  forma  in  coppie  (di  elementi  coniugati),  di  guisa 
che  ogni  elemento  della  forma  appartiene  ad  una  e  ad  una 
sola  coppia,  e  i   due   elementi   di   una    coppia   si   comportano 
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nello    stesso   modo   l'uno   rispetto    all'altro.    Queste    coppie    si 
sogliono  dire  brevemente  coppie   della   involuzione,    mentre  sa- 
rebbe preferibile  chiamarle  coppie  di  elementi  coniugati  in  una 
proiettività  involutoria. 

Se  AA',  BB',  ce,  .  .  .  sono  più  coppie  di  una  involuzione, 
si  ha  per  definizione 

AA'BB'CC  ...  A  A'AB'BC'C..., 
e  viceversa.  Posto  ora  che  da  questi  elementi,    situati   in   una 
forma   di   prima  specie,   si    ottengano   mediante    operazioni    di 
proiezione   e   sezione   nuovi   elementi    a,  a',  b,  b',  e,  e'  .  .  .    di 
una  nuova  forma  di  prima  specie^,  si  avrà  ancora  (n.°  61) 

aa'bb'cc' .  .  .   a  a'ab'bc'c  .  .  . . 
Segue  di  qua  :  se  ad   una   involuzione   si   applicano   operazioni 
di  proiezione  o  sezione,  si  ottiene  una  nuova  involuzione. 

Il  concetto  di  involuzione  risale  a  Desargues  (1639),  il  quale  stabilì 
le  relazioni  fra  tre  coppie  di  una  involuzione.  La  trattazione  moderna 
qui  adottata,  risulta  dalle  ricerche  di  Chasles  (1837),  Seydewitz  ((1844)  e 
Staudt  (1847). 

80.  Proprietà  fondamentale  della  involuzione.  —  Per  ri- 
conoscere se  una  proiettività  sia  involutoria  occorre,  secondo 
la  definizione,  verificare  se  ogni  coppia  di  elementi  corrispon- 
denti si  componga  di  elementi  corrispondentisi  in  doppio  modo. 
In  realtà,  si  può  limitare  la  verifica  ad  una  sola  coppia,  in 
virtù  del  teorema  seguente  : 

Se  in  una  proiettività  fra  due  forme  di  prima  specie  sovrap- 
poste esiste  una  coppia  di  elementi  distinti  che  si  corrispondano  in 
doppio  modo,  allora  due  elementi  corrispondenti  qualisivogliano  si 
corrispondono  in  doppio  modo,  e  la  proiettività  è  involutoria. 

Siano  A,  A'  due  elementi  distinti  che  si  corrispondano  in 
doppio  modo  nella  proiettività  JP,  di  guisa  che  la  I*  muti  A 
ed  A'  in  A'  ed  A,  rispettivamente.  Sia  B  un  altro  elemento 
arbitrario  che  la  proiettività  _P  muti  in  B',  e  sia  X  l'elemento 
che  la  J*  fa  corrispondere  a  B' ;  tutto  si  riduce  a  dimostrare 
che  X  coincide  con  B.  Infatti  si  ha,  in  causa  della  proiettività  JP, 

(AA'BB')  =  (A'AB'X), 
ossia  (n.°  46,  I) 

(AA'BB')  =  (AA'XB'), 

la  (juale  fa  vedere  (n.°  41)  che  B  coincide  con  X,  e.  d.  d. 
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81.  Equazione  deiriiivoluzioiie.  —  Allo  stesso  risultato  si  può 
giungere  per  via  analitica;  si  ha  così  il  vantaggio  di  vedere 
quale  particolarità  presenti  l'equazione  bilineare  diuna  proiet- 
tività,  quando  questa  è  involutoria.  Siano  date  due  forme  proiet- 
tive e  sovrapposte  riferite  ad  uno  stesso  sistema  di  coordinate 
proiettive  (o  casi  particolari),  e  sia 

axx'  -f-  ^x  -[-  yx'  -}-  ó    =:    0 
la  equazione  della  proiettività  che  le  collega.  Se  nella  nominata 
proiettività  due  elementi  distinti,  di  coordinate  y  e  y\  si  corri- 
spondono in  doppio  modo,  sussisteranno  le  relazioni 

f^yy'  4-  ^y  +  72/'  +  ^  =  0, 
<xy'y  -^  ^y'  -^  vy  +  ^  =  o. 

Sottraendo  la  prima  dalla  seconda,  si  ha 

(i5  -  r)  (y  -  y')  =  o, 

e  poiché  y  ^  y\  dovrà  essere  ^  =  y.  Perciò,  nella  ipotesi  fatta, 
l'equazione  della  proiettività  si  riduce  alla  seguente 
(1)  axx'  -{-  ^  (x  -}-  x')  -{-  ò    —   0. 

Ora  quest'ultima,  essendo  simmetrica  rispetto  ad  x  ed  x\ 
determina  una  proiettività,  in  cui  due  elementi  omologhi^  quali- 
sivogliano  si  corrispondono  in  doppio  modo,  cioè  una  involu- 
luzione.  La  (1)  è  appunto  V  equazione  della  involuzione. 

82.  Involuzione  determinata  da  due  coppie.  —  Una  invo- 
luzione è  determinata  da  due  coppie  di  elementi  coniugati. 

Siano  infatti  AA'^  BB'  due  coppie  date.  Esiste  (n.°  62) 
un'unica  proiettività  che  agli  elementi  AA'B  fa  corrispon- 
dere A' AB' ^  e  questa,  per  il  teorema  precedente,  è  involutoria, 
ed  ha  come    elementi   coniugati  A  e  A'^  B  q  B'. 

Nella  dimostrazione  comparisce  la  ipotesi  che  A  ed  A'  siano 
distinti,  mentre  B  e  B'  possono  anche  coincidere.  Quella  ipotesi 
è  però  superflua,  come  risulterà  dalle  considerazioni  che  seguono. 

Proponiamoci  ora  di  scrivere  la  equazione  della  involuzione 
determinata  da  due  coppie  di  elementi  dati.  Osserviamo  a  tal 
fine  che  una  involuzione 

(1)  axx'  -\-  ^(x  ^  x')  ^  6   =1   0 

è  pienamente  conosciuta,  allorché  siano  assegnati  i  valori  dei 
tre  coefficienti  a,  ^,  6;  anzi  basta  dare  i  rapporti  di  due  dei 
coefficienti  al  terzo  (cfr.  n.°  65).  Ciò  posto,  siano   y,  y'  e  z,  z' 
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le  coordinate  note  di  due  coppie  di  elementi  determinanti  la 
nostra  involuzione  (1)  (ciascuna  coppia  essendo  costituita  da 
elementi  distinti  o  coincidenti).  Dovranno  allora  sussistere  le 
relazioni 

,^,  i    »yy'  +  Ky  +  2/')  +  <5  =  o, 

^"^^  \     azz'    +  ^{z   -]-  0')  -{-  (5    =    0. 

Le  equazioni  (2),  lineari  ed  omogenee  rispetto  alle  inco- 
gnite a,  /?,  ó,  permettono  di  calcolar  queste,  a  meno  di  un  fat- 
tore arbitrario  non  nullo  ;  sostituendo  nella  (1)  i  valori  trovati, 
il  problema  sarà  risolto. 

Del  resto,  si  ottiene  subito  la  equazione  richiesta  della  no- 
stra involuzione  se,  insieme  alle  (2),  consideriamo  anche  la  (1), 
la  quale  dev'essere  soddisfatta  ogniqualvolta  a:,  x'  sono  coor- 
dinate di  due  elementi  coniugati  nella  involuzione;  avremo  cosi 
un  sistema  di  tre  equazioni  lineari,  omogenee  e  coesistenti  per 
valori  non  tutti  nulli  delle  tre  incognite  a,  /5,  ò.  Dovrà  quindi 
esser  nullo  il  determinante  formato  coi  coefficienti: 


(3) 


La  equazione  (3),  bilineare  rispetto  alle  variabili  a?,  x' ^  rap- 
presenta appunto  la  nostra  involuzione. 

83.  Condizione  perchè  tre  coppie  di  elementi  apparten- 
gano ad  una  stessa  involuzione.  —  La  relazione  (3)  può  anche 
riguardarsi  come  la  condizione,  affinchè  tre  coppie  di  elementi 
^ì  x'ì  V)  y' \  ^ì  ^'  di  una  forma  di  prima  specie  appartengano 
ad  una  stessa  involuzione.  Ora  questa  condizione  può  mettersi 
sotto  un'  altra  forma  utile  a  conoscersi. 

Supponiamo  che  le  tre  coppie  siano  definite  dalle  equazioni 
di  secondo  grado 

i     aV^    -\~  ht    ^  e     =0, 

(4)  }     aT-  +  l't  +  e'    =  0, 

(     a"t^  -f  h"t  -f  e"  —   0, 

aventi  per  radici  rispettivamente  x^  x';  y,  y']  z,  z'  (n.^  54). 
Possiamo  nel  determinante  (3)  sostituire  ai  prodotti  ed  alle  som- 
me delle  dette  radici  le  loro  espressioni,  in  funzione  dei  coeffi- 


xx' 

X  A^  x' 

1 

yy' 

y  -V  y' 

1 

zz' 

z    -^  z' 

1 
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cìenti  delle  (4).  Con  ciò,  fatte  alcune  semplici  riduzioni,  la  (3) 
diviene 

a      h      e 

(5)  a'     h'     e'      =   0, 

a"    h"    e" 

che  è  adunque  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  le 
tre  coppie  (-i)  appartengano  ad  una  stessa  involuzione. 

Conviene  talvolta  di  trasformare  ancora  la  relazione  (5). 
Essa  (tenuto  conto  che  i  minori  formati  cogli  elementi  delle  due 
prime  orizzontali  non  sono  tutti  nulli,  perchè  le  due  prime  cop- 
pie (4)  si  suppongono  distinte)  ci  dà  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente,  affinchè  esistano  due  numeri  i  e  ^,  tali  che  si  abbia 
Aa  -\-  fia'   =   a",      Xh  -\-  (xh'   =   6",      kc  -f  ^c'   =   e". 

Sostituendo  ad  a",  è",  e"  i  loro  valori  nell'ultima  delle  (4), 
questa  prende  la  forma 

{Xa  -f-  iia')i-  -f  {Xh  -f  ^ih' )t  -f  {Xc  ■\-  fxc' )   —   0, 
ossia 

(6)  X(ar^  J^  ht  Ar  e)  -\-  [x{a'r^  +  h't  +  e')   =   0. 

Ora,  date  due  o  più  equazioni,  se  queste  si  sommano  membro 
a  membro,  dopo  averle  moltiplicate  ordinatamente  per  certe  co- 
stanti arbitrarie  X,  fi .  .  ,  dette  parametri,  si  ottiene  una  nuova 
equazione,  che  si  suol  dire  combinazione  lineare  delle  primitive. 
Potremo  dunque  enunciare  il  nostro  risultato  così  :  date  le  equa- 
zioni di  due  coppie  di  una  involuzione,,  la  equazione  di  ogni  terza 
coppia  della  involuzione  può  ottenersi  come  una  combinazione 
lineare  delle  prime  due  equazioni,,  adoperando  due  convenienti  pa- 
rametri X  e  (4,. 

Al  variare  di  questi,  o  meglio  del  rapporto  -  (poiché  tutta 
l'equazione  (6)  può  dividersi  per  ^w,  supposto  non  nullo),  la 
coppia  rappresentata  dalla  (6)  varia,  e  può  portarsi  a  coincidere 
con  ogni  coppia  della  involuzione  determinata  dalle  prime  due 
coppie  (4).  Queste,  in  particolare,  corrispondono,  l' una  ai  para- 
metri >i  =1=  0,  ^   :=   0,  l'altra  ai  parametri  >?,   =   0,  ^  =»=  0. 

84.  Teorema  di  Desargies  sul  quadrangolo  completo.  — 
Proponiamoci  ora  di  costruire  Tinvoluzione  determinata  da  due 
date  coppie  A  A',  BB'  di  elementi  coniugati. 
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Una  prima  soluzione  si  avrebbe  applicando  la  costruzione 
della  proiettività  (^4'^,)  tra  due  forme  di  prima  specie  sovrap- 
poste (n."  68,  6)  )/       ^ 

Un'  altra  costruzione  è  basata  sopra  un  teorema  di  De- 
SARGUES  (1639)^  che  si  enuncia: 


Le  tre  coppie  di  lati  op- 
posti di  un  quadrangolo  com- 
pleto sono  segate  da  una  tra- 
sversale, non  passante  per  nes- 
sun vertice,  in  tre  coppie  di 
punti  appartenenti  ad  una 
stessa  involuzione. 


Le  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti di   un   quadrilatero   com- 
pleto    sono    proiettate    da    un 
punto,    non   situato   sopra  nes- 
sun   lato,    mediante   tre   coppie 
di   rette   appartenenti    ad   una 
stessa  involuzione. 
Dimostreremo  ad  es.  il  teorema  di  sinistra. 
Sia    MNPQ    il    quadrangolo    completo  ;    la   trasversale   s 
seghi  le  coppie  di  lati  opposti  nelle  coppie  di  punti  A  A',  BB', 

ce.  Si  tratta  di  dimostrare 
che  queste  appartengono  ad 
una  stessa  involuzione  sulla  ^<^. 
Posto  R  =  NQ  •  MP, 
proiettiamo  il  gruppo  di  punti 
Ì\^'^\\  M,  P,  R,  C  della  retta  MR, 

_,____,____,___     sulla  trasversale  -s-,  dai  punti 

~^     ^^  <^'  ^      ~^       ^^"^  N  Q  Q.  Otterremo  le  due  qua- 

terne di  punti  proiettive  e  sovrapposte 

ABCC  A  B'A'CC, 
da  cui  (n.°  46,  I) 

ABCC  A  A'B'C'C. 
Quest'  ultima  proiettività    è    involutoria   (n.°  80),  poiché   C 
e    C    si  corrispondono  in  doppio  modo  Q);   d'altra  parte   ai 
punti  A,  B  corrispondono  rispettivamente  A',  B' ;  quindi  ^J.', 
BB',   ce  sono  coppie  di  una  stessa  involuzione,  e.  d.  d. 

Il  teorema  di  Desargues  suggerisce  subito  il  modo  di  co- 
struire sulla  punteggiata  (o  nel  fascio  di  rette,  se   si   adopera 


(^)  Qui  si  suppone  che  C  e  C  siano  distinti;  se  però  coincidessero, 
e  la  retta  s  passasse  per  B,  allora  una  delle  due  coppie  A  A'  e  BB',  ad 
es.  la  prima,  dovrebbe  comporsi  di  punti  distinti;  e  la  dimostrazione  si 
farebbe  proiettando  dai  punti  M  ed  N,  su  s,  i  quattro  P,  Q,  A'  e  MN  ■  PQ. 
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il  teorema  duale)  la  involuzione  determinata  da  due  coppie 
AA'j  BB'  di  elementi  coniugati.  Del  punto  C,  ad  esempio,  si 
domandi  il  coniugato  C.  Per  J.,  A'  e  C  si  conducano  tre 
rette  ad  arbitrio,  l'ultima  delle  quali  incontri  le  prime  due 
nei  punti  distinti  ^  e  Q.  Si  unisca  B  con  N^  e  B'  con  Q;  le 
due  nuove  rette  segano  rispettivamente  le  due  uscenti  da  A\ 
A  nei  due  punti  P  ed  ili",  sulla  cui  congiungente  trovasi  il 
punto  C  richiesto.  Questa  costruzione  si  eseguisce  colla  sola 
riga  Q). 

85.  Elementi  doppi.  —  La  involuzione,  essendo  una  par- 
ticolare proiettività  tra  forme  sovrapposte,  possiede  due  ele- 
menti uniti  (n.''  71),  o  doppì^  come  si  sogliono  chiamare,  in  cia- 
cuno  dei  quali  due  elementi  coniugati  vengono  a  coincidere.  La 
involuzione  è  iperbolica,  parabolica  od  ellittica,  secondo  che  i  due 
elementi  doppi  sono  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  o  im- 
maginari coniugati. 

Se 

(1)  axx'  4-  /?(x  -f  x')  +  ^    =    0 

è  la  equazione   della   involuzione,   ed  ?/  ò  la   coordinata  di  un 
elemento  doppio,  si  avrà 

(2)  ay'  +  2^y  -{-  à    =   0, 
donde 

L'involuzione  è  dunque  iperbolica,  parabolica  od  ellittica, 
secondo  che  |5^  —  aò  e  positivo,  nullo  o  negativo.  Nel  secondo 
caso  però,  osservando  che  il  binomio  ^^  —  aò  coincide  col  bi- 
nomio ^y  —  aò  relativo  ad  una  proiettività  generale  (perchè 
ora  |5  =  7),  si  conclude  (n.°  63,  Oss.  II)  che  la  involuzione 
parabolica  è  degenere.    Ciò   si  verifica  pure  direttamente,  per- 


(*)  Dal  fatto  che,  dati  i  cinque  punti  A,  A' ,  B,  B'  e  U,  si  deve  arri- 
vare ad  uno  stesso  punto  C,  comunque  si  disponga  degli  elementi  arbi- 
trari della  costruzione,  segue  :  se  due  quadrangoli  completi  sono  così  riferiti 
che  cinque  lati  dclV  uno  incontrino  gli  omologhi  lati  delV  altro  in  cinque  punti 
di  una  retta,  anche  gli  omologhi  sesti  lati  si  segheranno  in  un  punto  di  quella 
retta;  proposizione  questa  che  si  sarebbe  potuta  dedurre  anche  dal  teorema 
dei  triangoli  omologici  (v.  n.°  16,  es.  7)  ). 
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che,  se  ^^  ~  aò  =  0,  e  si  suppone  ad  es.  a  =t^  0,  la  (1)  può 
scriversi 

(ax  +  /?)  («x'  +  ^)    =:   0, 
e  fa  vedere   che   ogni   coppia   della  involuzione    parabolica    si 

compone  dell'elemento  fisso  x  = ^   e  di  un  elemento  x' 

variabile  da  coppia  a  coppia.  Neil'  elemento  iisso  cade  1'  unico 
elemento  unito.  Di  questa  involuzione  degenere  non  ci  occupe- 
remo nel  seguito,  e  parlando  di  involuzione,  intenderemo  d' or- 
dinario che  si  tratti  di  involuzione  iperbolica  od  ellittica. 

86.  Proprietà  fondamentale  degli  elementi  doppi  di  una 
involuzione.  —  Siano  Z7,  V  gli  elementi  doppi  di  una  involu- 
zione, iperbolica  od  ellittica,  ed  A  A'  una  coppia  di  elementi 
coniugati  distinti. 

Sarà  per  ipotesi 

(UVAA')  =  (UVA' A)', 

si  conclude  (n.°  47)  che  i  quattro  elementi  U,V,A,A'  formano 
un  gruppo  armonico.  Dunque: 

/  due  dementi  doppi  di  una  involuzione  dividono  armoni- 
camente ogni  coppia  della  involuzione;  od  anche  (n.°73,  a)):  la 
caratteristica  di  una  proiettività  involutoria  vale  —  1  (i). 

Dati  gli  elementi  doppi  U,  V  di  una  involuzione,  questa  è 
pienamente  determinata;  e  la  costruzione  dell'elemento  A'  con- 
iugato con  un  elemento  noto  A,  si  riduce  alla  costruzione  del 
quarto  armonico  dopo  tre  elementi  dati.  x4.11a  stessa  operazione 
si  riduce  la  costruzione  di  un  elemento  doppio  di  una  involu- 
zione, di  cui  si  conosca  l'altro  elemento  doppio  ed  una  cop- 
pia AA'. 

87.  Costruzione  degli  elementi  doppi  di  una  involuzione.  — 
Determinata  una  involuzione  mediante  due  coppie  A  A',  BB'^ 
costruirne  gli  elementi  doppi  significa  costruire  due  elementi 
C7",  7,  che  dividano  armonicamente  AA'  q  BB'.  Ora  noi  sap- 
piamo risolvere  graficamente  questo  problema  (n.''  53),  quando 


(*)  Allo  stesso  risultato  si  sarebbe  giunti  osservando  che  la  (1)  esprime, 
nel  tempo  stesso,  la  condizione  perchè  i  due  elementi  x,  x'  siano  coniu- 
gati nella  nostra  involuzione,  e  la  condizione  perchè  dividano  armonica- 
mente la  coppia  (2)  (n.°  54,  a)). 
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la  involuzione  appartiene  ad  una  punteggiata,  caso  a  cui  ogni 
altro  può  ricondursi.  Dalla  discussione  fatta  allora,  segue  che  : 
Una  involuzione  è  iperbolica  od  ellittica,  secondo  che  due  sue  cop- 
pie non  si  separano  o  si  separano. 

Un^  altra  costruzione,   la  quale  si   applica  direttamente  ad 
una  involuzione  appartenente  ad 

un    fascio    proprio    di    rette,    è  ^^^^^^^^H^^^C^ 

suggerita  dal  metodo  di  Steiner,  /T^^CT       ^  ^\ 

che  abbiamo  adoperato  nella  ipo-  //   \V\"~ — ^^    \ 

tesi  di  una  proiettività  generale  /  /      \\^\    ^^^""^""^i^ 

(n.°77).  /         \    \A     /i)       ""' 

Due  fasci  col  centro  comune  >V. \ ...  \^    v\J^ 

S,  tra  i  quali  passi  una  proietti-  /  \ '  ■-       \       K!f /^' 

vita  involutoria  /        \.    ""  .,  \     '    \^  i 

(1)  aa'bb' .  .  .   -r:  a'ah'b  .  .  .,  '"  ^~\/ •■ ..  \K 

segano  sopra  una  circonferenza  ^       \. 

passante  per  8,  due  punteggiate  proiettive,  che  diremo  in  invo- 
luzione, 

(2)  AA'BB' ...  -A  A'AB'B.... 
Posto  quindi 

M  =  AB'  ■  A'B,  N=  AB  ■  A'B', 

Tasse  di  proiettività  r  (n."  78)  sarà  la  congiungente  i  punti 
M  ed  lY,  e  si  dirà  in  questo  caso  asse  d' involuzione.  La  MN 
sega  la  circonferenza  nei  punti  doppi  U,  V  dell"  involuzione  (2), 
i  quali  proiettati  da  >S'  danno  le  rette  doppie  u,  v  richieste 
dell'involuzione  (1).  Secondochè  Tasse  d' involuzione  è  secante, 
esterno  (o  tangente)  rispetto  al  cerchio,  la  nominata  involu- 
zione è  iperbolica,  ellittica  (o  paraboHca). 

Osservazione.  —  Se  consideriamo  sulla  circonferenza  una 
terza  coppia  dell'involuzione  CC,  le  rette  AC  e  A'C,  BC  e 
B'C,  s'incontreranno  (come  AB  e  A'B')  sull'asse  d'involuzione. 
Perciò  (n.*'  14)  i  triangoli  ABC  e  A'B'C  sono  omologici,  col- 
Tasse  di  omologia  r,  e  le  rette  A  A',  BB',  CC  (e  le  analo- 
ghe congiungenti  punti  omologlii)  concorrono  in  uno  stesso 
punto  T,  che  dicesi  polo  delV involuzione  tracciata  sulla  circon- 
ferenza. 
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Dato  comunque  il  polo,  la  involuzione  sulla  circonferenza 
è  determinata.  Per  costruire  di  un  punto  C  il  coniugato,  ba- 
sterà congiungere  T  con  C,  e 
determinare  V  ulteriore  interse- 
zione C  della  retta  col  cerchio. 
In   particolare,   le  tangenti    che 

- ...^^,,      escono    dal    polo     T,    supposto 

,,.-'''    ^        esterno,    hanno    come    punti   di 
contatto    i    punti    doppi    U,    Y 
della  involuzione.  Concludendo: 
Le  coppie  di  punti  di  una 
involuzione    giacente   sopra   una 
circonferenza  stanno  su  rette  u- 
scenti  da  uno  stesso  punto  (polo), 
il  quale  è  esterno,  interno  (o  sulla  circonferenza),  secondo  che  la 
involuzione  è  iperbolica,  ellittica  (o  parabolica). 
88.  Particolarità  metriche  di  ima  involuzione. 
a)  Sopra  una  retta  propria,    sulla   quale  sia  fissato  un  si- 
stema di  ascisse,  consideriamo  una  involuzione 
(1)  axx'  +  |5(x  +  a::')  +  ^    —    0- 

Il  punto  air  infinito  a:  =  ±  go  della  retta  ha,  come  coniugato, 
il  punto  di  ascissa  x'  =  —  f  (n."  64),  il  quale  dicesi  centro 
dell'  involuzione,  ed  è  proprio  se  a  *  0.  In  questa  ipotesi, 
supposto  inoltre  che  la  origine  delle  ascisse  cada  precisamente 
nel  detto  centro,  sarà  ^5  ==   0,  e  la  (1)  assumerà  la  forma 

=   0, 


axx'  -|- 


ossia    XX 


—   —  —   r=.   costante. 
a 


U   4'    O      fl'   V       B 


Dunque:  in  una  involuzione  sulla  punteggiata  è  costante  il  prodotto 
delle  distanze  del  centro  da  due  punti  coniugati  qualisivogliano  ; 
quella  costante  dicesi  potenza    dell'  involuzione,    ciò  d'accordo 

colla  definizione  di  potenza  di 

una  proiettività  data  nel  n.°64, 

giacche  ora  i  due  punti  limite, 

ivi  considerati,  coincidono  nel 

centro.  Una  involuzione  sulla  punteggiata  è  pienamente  definita, 

quando  se  ne  conosca  il  centro  (proprio)  0  e  la  potenza  _p,  ed 

è  costituita  dalle  coppie  di  punti  A,  A',  tali  che 

OA  ■  OA'  =  p. 
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Se  Z7  è  punto  doppio  della  involuzione,  sarà  ÒU^  =  p-, 
quindi  la  involuzione  è  iperbolica  (parabolica),  od  ellittica,  se- 
condo che  la  potenza  è  positiva  (nulla),  o  negativa. 

b)  Se  invece  nella  equazione  (1)  è  a  =  0  e  |^  =+^  0,  il 
centro  è  improprio,  cioè  il  punto  all'  infinito  della  retta  sostegno 
è  doppio  ;  l'altro  punto  doppio  (proprio)  U  sarà  allora  punto 
medio  di  ogni  coppia  di  punti  coniugati  (n/  86  ;  50,  III).  Ciò 
risulta  anche  osservando  che  nell'ultima  ipotesi  la  (1)  diviene 

fi(x-\-  X')  ^  ò  =  0,      ossia     -^-4^-"^   =   -  -^%    =   cost. 

Questa  involuzione  iperbolica  sulla  punteggiata,  in  cui  due 
punti  coniugati,  come  ^  ed  ^',  o  ^  e  ^',  .  .  .  sono  sempre 
simmetrici  rispetto  ad  un  punto  fisso  U,  fu  già  portata  come 
esempio  di  involuzione  (n.''  79),  e  detta  simmetria  sulla  retta. 
Le  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte 

AA'BB' ...  7^  A'AB'B..., 
che  danno  luogo  alla  simmetria,  sono  uguali,  anzi  inrermmente 
uguali^  giacché  segmenti  corrispondenti  sono  uguali,  ma  di 
segno  opposto.  E  viceversa:  due  punteggiate  inversamente 
uguali  e  sovrapposte  danno  luogo  ad  una  involuzione  sim- 
metrica. 

e)  Passando  dalla  punteggiata  al  fascio  proprio  di  rette, 
osserviamo  che,  se  ad  ogni  retta  a  di  un  fascio  8  facciamo 
corrispondere  la  retta  a'  simmetrica  di  a,  rispetto  ad  una 
retta  fissa  u  per  S  (in  guisa 
adunque  che  sia  a^u  =  —  au), 
otterremo  nel  fascio  una  involu- 
zione simmetrica,  le  cui  rette  dop- 
pie (reali)  sono  la  m  e  la  per- 
pendicolare ad  u  condotta  per 
S.  Viceversa,  ogni  involuzione 
(iperbolica)  nel  fascio  avente  le 
rette  doppie  perpendicolari  fra 
loro,  è  una  simmetria  (n.*  86, 
51).  Due  fasci  sovrapposti  cor- 
rispondentisi  in  una  involuzione  simmetrica,  sono  inversamente 
uguali  ;  e  due  fasci  sovrapposti  inversamente  uguali  danno 
sempre  origine  ad  una  simmetria. 
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Segando  una  simmetria  nel  fascio  colla  retta  all'  infinito 
si  ottiene  su  questa  una  simmetria  o  uguaglianza  inversa^  cioè 
una  involuzione  iperbolica  i  cui  punti  doppi  individuano  dire- 
zioni ortogonali. 

89.  Involuzione  circolare.  —  È  ora  il  caso  di  domandarci 
se  due  fasci  sovrapposti  direttamente  uguali  possano  trovarsi 
in  involuzione,  mentre  il  fatto  analogo  non  si  presenta  mai  per 
le  punteggiate,  dove  l'uguaglianza  diretta  è  una  proiettività 
parabolica  non  involutoria. 

Tra  due  fasci  sovrapposti,  aventi  il  centro  proprio  S,  passi 
una  uguaglianza   diretta,  per  la  quale  ad  una  retta    arbitraria 

a  corrisponda  quella  retta  a',  che  forma 

,  con  a  l'angolo  costante  a  a'  =  oì.  Volendo 

ora  di  a',  considerata  nel  primo  fascio,  la 
retta  corrispondente  a",  dovremo  fare 
o/a"  =  w,  e  quindi  aa"  =  2w.  Affinchè 
la  proiettività  sia  involutoria,  occorre  e 
basta  che  a"  coincida  con  a,  (senza  che  a' 
coincida  con  a)\  ciò  si  ottiene  se  2w  =  ti, 


ossia  a>   ==   -^- 


Alla  stessa  conclusione  si  arriva  per 
via  analitica,  ricordando  (n.°  64,  II)  che  l'uguaglianza  diretta 
fra  due  fasci  è  rappresentata,  in  coordinate  tangenti,  dal- 
l' equazione 

(1)  xx'  +  /?(ic   —  x')  -f  1    =   0, 

dove  /?  =  cotg  0).  La  (1)  rappresenta  una  involuzione  (n.°  81) 
nella  sola  ipotesi  /?  =  cotg  w  =  0,  la  quale  porta  a  =  -^  (mod.  n). 
Allora  la  (1)  diviene 

(2)  xx'  -{-  1    =   0, 

ed  esprime  appunto  (cfr.  n.°  29)  la  condizione  di  perpendicola- 
rità di  rette  corrispondenti. 

In  ogni  fascio  proprio  esiste  dunque  una  involuzione,  in 
cui  ciascuna  retta  ha  per  coniugata  la  retta  perpendicolare  ;  essa 
prende  il  nome  di  involuzione  di  angoli  retti  o  circolare.  Si  può 
affermare  che  una  involuzione  nel  fascio  è  circolare,  se  in  essa  si 
conoscono  due  coppie,  ciascuna  composta  di  rette  perpendicolari. 
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La  involuzione  circolare  (2)  è  evidentemente  ellittica;  le 
sue  rette  doppie,  definite  dall'  equazione 

(3)  :r2  -f  1    =   0,        

hanno  le  coordinate  a?  =  ±  *,  (i  :=  \/  —  1),  e  diconsi  dire- 
zioni assolute,  o  rette  isotrope,  uscenti  dal  centro  -8'  del  fascio, 
cui  appartiene  la  involuzione. 

Segando  la  involuzione  circolare  del  fascio  >S'  colla  retta 
air  infinito  del  piano,  otteniamo  su  questa  una  involuzione 
ellittica,  detta  circolare,  la  quale  è  proiettata  da  ogni  punto 
proprio,  mediante  una  involuzione  circolare  di  rette.  Due  punti 
coniu2:ati  nella  involuzione  circolare  sulla  retta  all'  infinito  in- 
dividuano  direzioni  perpendicolari  tra  loro,  e  viceversa  ;  quei 
punti  dividono  armonicamente  i  punti  doppi,  immaginari,  della 
involuzione  stessa,  i  quali  son  detti  Ritinti  ciclici  del  piano,  e 
individuano  le  direzioni  assolute  (^). 

Ritorniamo  per  un  momento  alla  uguaglianza  diretta  (1) 
fra  due  fasci  sovrapposti,  della  quale  la  involuzione  circolare 
è  caso  particolare;  osserveremo  subito  che  le  rette  unite  di 
quella  sono  sempre  determinate  dalla  (3),  qualunque  sia  /?, 
e  concluderemo  che  una  uguaglianza  diretta  fra  due  fasci  so- 
vrapposti ha  come  rette  unite  le  direzioni  assolute  uscenti  dal 
centro  dei  fasci.  Viceversa  :  una  proiettività  fra  due  fasci  sovrap- 
posti avente  come  rette  unite  le  direzioni  assolute,  è  una  ugua- 
glianza diretta;  ciò  risulta  osservando  che  la  equazione  di 
una  proiettività  si  riduce  al  tipo  (1),  quando  si  esiga  che  gli 
elementi  uniti  abbiano  le  coordinate  +  i.  Finalmente  segando 
i  due  fasci  colla  retta  all'  infinito  (cfr.  n.°  64,  II),  si  trova  :  una 
proiettività  sidla  retta  alV infinito  avente  come  uniti  i  punti  ciclici 
è  una  uguaglianza  diretta,  e  viceversa  (^). 

Osservazione.  -  Dal  seguito  del  nostro  corso  apparirà  quale  impor- 
tanza abbia  la  considerazione  dei  punti  ciclici.  Limitiamoci  per  ora  ad  affer- 


(*)  La  importante  nozione  dei  punti  ciclici  è  dovuta  a  Poncelet  (1822), 
il  quale  vi  giunse  partendo  da  considerazioni  d'altra  natura. 

(2)  Invece  una  proiettività  fra  fasci  sovrapposti,  che  scambi  fra  loro  le 
direzioni  assolute,  è  una  involuzione  (n.°  80)  le  cui  rette  doppie  sono  perpen- 
dicolari, quindi  una  simmetria  o  uguaglianza  inversa.  E  l'analogo  risultato  si 
può  enunciare  sulla  retta  all'  infinito. 
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mare  che  i  punti  stessi,  insieme  alla  i-etta  all'  infinito  cui  appartengono, 
permettono  di  stabilire  il  nesso  fra  le  proprietà  proiettive  e  le  proprietà 
metriclie  delle  figure  piane.  Precisamente  :  ogni  proprietà  metrica  di  una  fi- 
gura piana  può  enunciarsi  come  una  relazione  proiettiva  della  figura  colla 
retta  all'infinito  e  coi  punti  ciclici  del  piano;  e  viceversa  (Cayley,  1859;  Klein, 
1871-72).  Griustifichiamo  con  qualche  esempio  questa  affermazione. 

a)  Due  rette  di  un  piano  sono  perpendicolari,  se  (i  loro  punti  all'in- 
finito) dividono  armonicamente  i  punti  ciclici. 

h)  Un  parallelogramma  (cioè  un  quadrilatero  semplice,  in  cui  le  in- 
tersezioni delle  coppie  di  lati  opposti  stanno  sulla  retta  all'infinito)  è 
un  rettangolo,  se  due  lati  consecutivi  dividono  armonicamente  i  punti  ci- 
clici ;  è  una  losanga,  se  le  due  diagonali  dividono  armonicamente  i  punti 
ciclici  ;  è  un  quadrato,  se  le  due  condizioni  si  verificano  insieme  (^). 

e)  La  proposizione  sopra  enunciata  relativa  alla  uguaglianza  fra  due 
fasci  sovrapposti,  si  estende  subito  a  due  fasci  comunque  situati.  Precisa- 
mente :  una  proiettirità  fra  due  fasci  propri  di  rette,  la  quale  muti  le  dire- 
zioni assolute  dell'  utt  fascio  nelle  direzioni  assolute  delV  altro,  e  una  2igua- 
glianza;  e  viceversa  (^).  Ciò  di2)ende  dal  fatto  che  la  equazione  bilineare  della 
pi'oiettività  si  riduce  al  tipo  (1),  quando  si  esiga  che  ai  valori  x  ^^  ziz  i 
corrispondano  rispettivamente  i  valori  a;'  =  +  i;  e  che  la  (1)  rappresenta 
una  uguaglianza  fra  due  fasci  anche  non  sovrapposti  (n.°  64,  II).  Segando 
i  due  fasci  colle  rette  ali"  infinito  dei  rispettivi  piani,  si  ha  :  La  uguaglianza 
fra  due  punteggiate  improprie  è  una  proiettività,  che  muta  i  punti  ciclici 
delV  una  nei  punti  ciclici  delV  altra  punteggiata. 

d)  Limitando  il  teorema  sopra  i  fasci  uguali  al  caso  che  si  conside- 
rino due  rette  a,  b  dell' un  fascio  e  le  corrispondenti  a',  b'  dell'altro,  ri- 
sulta: la  condizione  perchè  due  angoli  ab,  a'b'  siano  uguali,  è  che  il  doppio 
rapporto  formato  dai  lati  del  pmrno  angolo  colle  direzioni  assolute  uscenti  dal 
vertice  di  esso,  sia  uguale  al  doppio  rapporto  analogo  relativo  al  secondo  angolo. 
Segue  di  qua  che  il  doppio  rapporto  formato  da  due  rette  colle  direzioni 
assolute  uscenti  dalla  loro  intersezione,  dipende  esclusivamente  dall'  angolo 
di  quelle  rette  e  non  dalla  loro  posizione.  L'osservazione  può  confermarsi 
direttamente  cosi. 

Consideriamo  nel  fascio  proprio  jS  due  rette  a,  b,  definite  mediante  le 
tangenti  degli  angoli  a,  /?  che  esse  fanno  con  una  retta  origine.  Sappiamo 
che,  nello  stesso  sistema  di  cooordinate  tangenti,  le  direzioni  assolute  uscenti 
da  -S'  hanno  le   coordinate   i,  —  i.    Quindi   il   doppio   rapporto   richiesto  k 


(1)  Dalla  definizione  di  losanga  sotto  la  forma  data,  ò  facile  ricavare  il  modo  di 
verificare,  o  definire,  l'uguaglianza  di  due  segmenti  di  un  piano  mediante  relazioni  proiet- 
tive della  figura  colla  involuzione  circolare.  Ciò  può  esser  lasciato  al  lettore,  il  quale 
comincerà  ad  esaminare  il  caso  che  i  duo  segmenti  abbiano  un  estremo  comune. 

(2)  Senza  introdurre  elementi  immaginari,  il  teorema  può  enunciarsi  cosi:  una 
proiettività  fra  due  fasci  propri,  la  quale  muti  ogni  angolo  retto  dell'un  fascio  in  un  angolo  retto 
dell'  altro,  è  una  uguaglianza. 
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delle  due  direzioni  assolute  e  delle  rette  a,  b  sarà  espresso  dal  doppio  rap- 
porto dei  quattro  numeri 

k  =  a,  -  i,  tg«,  tg/j;  =  -^--^^:  -  ^^-^. 

—  ^  —  tga       —  z  —  tg/? 

Moltiplicando  i  due  termini  della  prima  frazione  per  i  cos  a,  e  i  due 
termini  della  seconda  per  icos  /S,  quella  espressione  si  trasforma  in 

^   _  cos  g  -f-  ^  sen  a cos  ^  -j-  i  sen  /? 

cos  (—  a)  -f-  i  sen  (—  a)    "    cos  (—  /?)  -f  i  sen  (—  /?)    ' 

e,  per  la  nota  regola  di  divisione  dei  numeri  complessi  scritti  sotto  forma 
trigonometrica, 

k   =    cos2(a  —  /?)  -f-  i  sen  2  (a  --  /?), 
ossia 

A-    =    cos  (  ~  2  (p)  -\-  i  sen(—  2  cp), 
ponendo 

q)  =  j3  ~  a  =  ab. 
Dunque  :  il  doppio  rapporto  formato  dai  lati  di  un  angolo  colle  direzioni  asso- 
lute uscenti  dal  vertice  è  un  numero  complesso,  che  ha  />er  modulo  l'unità  e 
per  argomento  il  doppio  dell'  angolo;  (il  segno  dell"  argomento  non  ha  im- 
portanza, dipendendo  dall' ordine  in  cui  si  considerano  le  due  direzioni  as- 
solute). 

L' ultima  formula  può  ancora  trasformarsi,  ricorrendo  alla  teoria 
delle  potenze  ad  esponente  complesso  (^)  ;  quella  formula  infatti  equivale 
alla  seguente 

A-   =   e  "  '-^  «>  , 

indicando  con  e  la  base  dei  logaritmi  naturali.    Prendendo  i  logai'itmi  dei 
due  membri,  abbiamo 

—  2i  (p    =    log k 
e  finalmente 

9P    = -^^.     log /e   =    -^   logA-. 

jL'  angolo  di  due  rette  è  uguale  al  fattore  costante  -^  moltiplicato  per  il 
logaritmo  naturale  del  doppio  rapporto  formato  dalle  due  rette  colle  direzioni 
assolute  uscenti  dal  vertice  deW  angolo.  Questo  importante  teorema,  dovuto 
a  Laguerre  (1853j,  riconduce  la  nozione  metrica  di  angolo  alla  nozione 
proiettiva  di  doppio  ra])porto  (,^j. 


(1)  V.  ad  es.  Capelli,  Istituzioni  di  Analisi  algebrica  (Napoli,  1902),  pag.  457,  460. 

(^)  A  chi  obiettasse  qui  che  il  doppio  rapporto  di  quattro  rotte  fu  da  noi  definito 
ricorrendo  al  concetto  di  angolo,  si  potrebbe  rispondere  che  lo  Staudt  è  riuscito  a  de- 
finire il  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  in  base  a 
nozioni  puramente  grafiche,  senza  parlare  di  misura  di  segmenti,  angoli,  ecc.  Ma  noi  non 
possiamo  riprodurre  qui  il  metodo  seguito  dallo  Staudt,  e  rinviamo  chi  volesse  cono- 
scerlo ai  Beitràge  zur  Geometrie  der  Lage  (Niirnberg  1856-1860),  in  particolare  2."  fascicolo. 
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Esercizi.  I  -  l)  Costruire  sulla  punteggiata  (x  ed  x'  essendo  ascisse) 
le  involuzioni  rappresentate  dalle  equazioni  bilineari  xx'  =  4,  ce  +  ce'  =  2 
o  dalle  combinazioni  lineari 

^{x   -   1)2  +  ^(a,  +  1)2  =  0,  Ax^  +  ^(0.-  +  1)  =   0,  .la-2  +  /.  =.  0: 
determinarne  analiticamente  il  centro  e  i  punti  doppi. 

2)  Scrivere  sotto  la  forma  bilineare,  o  sotto  forma  di  combinazione 
lineare,  la  equazione  della  involuzione  clie  lia  il  centro  nel  punto  (di  ascissa) 
1,  e  come  coniugati  i  punti  +  2,  -  2;  oppure,  che  ha  quel  centro  e  il 
punto  doppio  4-  3;  oppure,  che  ha  i  punti  doppi  —  1  e  -f-  4- 

II  —  3)  Se  A  A',  BB\  CC  sono  tre  coppie  di  punti  di  una  stessa 
involuzione,  si  ha 

(BOA')  (CAB')  (ABC)    =    1. 

4)  Se  ^^'  e  BB'  sono  coppie  di  elementi  corrispondenti  in  una 
proiettività  tra  forme  sovrapposte,  i  cui  elementi  uniti  siano  U  eV,  allora 
UV,  AB',  A'B  sono  tre  coppie  di  una  stessa  involuzione,  e  viceversa  II 
teorema  vale  anche  se  U  e  V  coincidono.  Come  si  enuncia  il  teorema  se 
A'  e  B  coincidono? 

5)  Il  luogo  di  un  punto  dal  quale  due  punteggiate  proiettive,  non  so- 
vrapposte, di  un  piano,  vengono  proiettate  mediante  due  fasci  di  rette  in 
involuzione,  è  Tasse  di  proiettività  delle  due  punteggiate.  Teorema  duale. 

6)  I  cerchi  passanti  per  due  punti  segano  sopra  una  trasversale  coppie 
di  una  involuzione,  il  cui  centro  si  trova  sulla  congiungente  i  due  punti. 
Dove  cadono  i  punti  doppi  della  involuzione?  Valersi  del  teorema  enunciato 
per  costruire  sulla  punteggiata  una  involuzione,  di  cui  si  conoscano  due 
coppie  (cfr.  n."  53). 

7)  Data  una  involuzione  ellittica  sopra  una  punteggiata,  esistono 
sempre,  in  un  piano  per  questa,  due  punti,  da  ciascuno  dei  quali  la  invo- 
luzione è  proiettata  mediante  una  involuzione  circolare. 

8)  Data  una  involuzione  iperbolica  sopra  una  punteggiata,  qual'  è  il 
luogo  di  un  punto  da  cui  la  involuzione  viene  proiettata  mediante  una 
involuzione  simmetrica  di  rette? 

Ili  —  9)  Le  rette  polari  di  un  punto  (cfr.  n.°  53,  es.  5)),  rispetto  aJle 
tre  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  completo,  passano  per  uno  stesso 
punto  (n.°  84). 

10)  I  poli  di  una  retta,  rispetto  alle  tre  coppie  di  vertici  opposti  di 
un  quadrilatero  completo,  stanno  sopra  una  retta  ;  come  si  enuncia  questo 
teorema  se  la  retta  è  all'infinito? 

11)  Il  teorema  di  Desargues  sul  quadrangolo  completo  (n.°  84)  può 
enunciarsi  così:  le  proiezioni  dei  vertici  di  un  triangolo,  da  un  punto  qua- 
lunque del  suo  piano,  sopra  una  trasversale  non  passante  per  nessuno  dei 
vertici,  sono  coniugate,  in  una  involuzione,  alle  intersezioni  dei  lati  rispetti- 
vamente opposti  del  triangolo  coUa  stessa  trasvereale.  Sotto  questa  forma 
il  teorema  può  facilmente  invertirsi:  «se  delle  intersezioni  dei  lati  di 
un  triangolo  con  una  trasversale  si  costruiscono  i  coniugati  in  una  qual- 
siasi   involuzione   su   quella,  questi,  congiunti   coi   vertici   rispettivamente 


I 
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opposti  del  triangolo,  danno  tre  rette  concorrenti  in  un  punto».  Questioni 
duali. 

12)  I  teoremi  inversi  dì  quelli  di  Desargues  conducono  a  numerosi 
corollari,  quando  si  particolarizzi  l'involuzione  ;  cosi  segue  subito  :  le  tre 
altezze  di  un  triangolo  passano  per  uno  stesso  punto  ;  o  ciò  che  fa  lo 
stesso  :  se  due  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  completo  si  com- 
pongono di  rette  perpendicolari,  anche  la  terza  coppia  di  lati  opposti  si 
comporrà  di  rette  perpendicolari. 

13)  Se  in  un  quadrangolo  completo  le  bisettrici  dell'  angolo  determi- 
nato da  due  lati  opposti  sono  parallele  alle  bisettrici  dell'  angolo  di  altri 
due  lati  opposti,  anche  la  terza  coppia  di  lati  opposti  dà  luogo  a  bisettrici 
aventi  le  stesse  direzioni,  e  il  quadrangolo  è  iscrittibile  in  un  cerchio  ;  e 
viceverea. 

14)  Se  si  congiungono  i  vertici  di  un  triangolo  con  un  punto  del 
piano,  e  pel  punto  si  conducono  le  perpendicolari  alle  congiungenti,  queste 
vanno  ad  incontrare  i  lati  rispettivamente  opposti  del  triangolo  in  tre 
punti  allineati. 

15)  Se  dai  vertici  di  un  triangolo  partono  tre  raggi  luminosi  concor- 
renti in  un  punto  di  una  retta  del  piano,  i  raggi  riflessi  da  questa  (pro- 
lungati se  occorre)  incontreranno  i  lati  opposti  del  triangolo  in  tre  punti 
allineati. 

16)  Dall'  ultimo  teorema  si  può  dedurre  una  dimostrazione  del  teo- 
rema di  SiMSON  (efr.  n."  37,  es.  5)  ),  anzi  del  teorema  più  generale  :  «  se 
da  un  punto  del  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo  si  conducono  tre  rette 
inclinate  ai  lati  di  questo  sotto  lo  stesso  angolo  (in  valore  e  segno),  esse 
determinano  sui  lati  tre  punti  allineati  ». 

17)  Se  due  quadrangoli  completi,  situati  in  un  piano,  sono  cosi  riferiti, 
che  cinque  lati  dell'  uno  siano  perpendicolari  ai  cinque  lati  omologhi 
dell'  altro,  anche  i  sesti  lati  dei  due  quadrangoli  risulteranno  perpendi- 
colari tra  loro. 

18)  Se  due  triangoli  ABC.  A'B'C  sono  cosi  situati,  che  le  perpendi- 
colari calate  dai  vertici  A,  J5,  C  del  primo  sui  lati  B'C\  C'A',  A'B'  del 
secondo  passino  per  uno  stesso  punto,  anche  le  perpendicolari  calate  dai 
vertici  A',  B',  C  del  secondo  sui  lati  BC,  CA,  AB  del  primo  passeranno 
per  uno  stesso  punto. 

IV  —  19)  Una  involuzione  circolare,  o  simmetrica,  in  un  fascio  proprio 
di  rette  sega  sopra  una  circonferenza,  condotta  per  il  centro,  una  involuzione 
che  può  chiamarsi  collo  stesso  nome.  Dove  sta  il  polo?  dove  l'asse? 

20)  Le  tangenti  ad  un  cerchio  nelle  coppie  di  punti  di  una  involu- 
zione si  segano  suU"  asse  (n.°  87).  Viceversa  :  «  se  dai  punti  di  una  retta  si 
conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio,  le  coppie  di  punti  di  contatto  appar- 
tengono ad  una  involuzione  di  cui  la  retta  è  l'asse  ». 

21)  Se  A,  B,  C  sono  tre  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  (ad 
es.  punti  di  una  circonferenza),  ed  A',  B',  C  sono  i  coniugati  armonici  di 
quelli  rispetto   alle   coppie   BC,   CA,  AB,  ordinatamente,   le  coppie  A  A', 

10 
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BE',  Od'  appartengono  ad  una  stessa  involuzione,    ed  i  gruppi  AA'B'C, 
BB'C'A',  CC'A'B'  sono  armonici  (cfr  n."  78,  es.  7),  8)). 

22)  Date  due  involuzioni  sopra  una  circonferenza  mediante  i  relativi 
poli,  sì  costruisca  la  proiettività  prodotto  di  quelle  (n."  61),  e  si  dimostri 
che  ha  per  asse  la  congiungente  i  due  poli  (n.°  78). 

23)  Una  proiettività  tra  forme  sovrapposte  può,  in  infiniti  modi,  scin- 
dersi nel  prodotto  di  due  involuzioni  ;  (si  supponga  che  la  proiettività  sia  se- 
gnata sopra  una  circonferenza). 

V  —  24)  Dati  due  angoli  retti,  a  lati  non  paralleli,  ed  un  parallelo- 
gramma, costruire  colla  sola  riga  la  retta  uscente  da  un  punto  dato  e  per- 
pendicolare ad  una  data  retta  (es.  12)  e  n.°  16,  II). 

25)  In  particolare  :  dato  un  quadrato,  condurre  coUa  sola  riga  da  un 
punto  dato  la  perpendicolare  ad  una  retta  assegnata.  (Steinb:b).  (Si  supponga 
anzitutto  che  la  retta  passi  per  il  centro  del  quadrato,  e  che  il  punto 
cada  nel  centro  stesso  ;  per  la  intersezione  della  retta  con  un  lato  si  con- 
duca la  perpendicolare  a  questo  lato  fino  ad  incontrare  il  lato  opposto,  poi 
la  parallela  ad  una  diagonale  del  quadrato  . .  .). 

28)  Dato  un  quadrato,  bisecare  coUa  sola  riga  un  angolo  retto  (il  cui 
vertice,  può  supporsi  cada  nel  centro  del  quadrato). 

27)  Dato  un  quadrato  ed  un  angolo  ab,  costruire  colla  sola  riga  un 
angolo  a'b'  =  afe,  di  cui  sia  assegnato  un  lato  a'  ed  il  vertice.  (Supposto 
che  i  due  angoli  abbiano  lo  stesso  vertice,  tutto  si  riduce  a  costruire  la 
involuzione  simmetrica  di  cui  a'b  è  una  coppia;  ora  le  rette  perpendico- 
lari ad  a  '  e  b  costituiscono  una  seconda  coppia  della  detta  involuzione  . . .). 

28)  Dato  un  quadi-ato,  verificare  coUa  sola  riga  se  due  dati  segmenti 
AB,  EF  siano  uguali;  (si  costruisca  un  parallelogramma  AB  CD  di  cui 
il  lato  B  C  sia  uguale  e  parallelo  ad  E  F,  e  si  considerino  le  diagonali . .  .). 

29)  Dato  un  quadrato,  e  determinato  un  cerchio  coll'assegnarne  il  cen- 
tro 0  ed  un  punto  A,  oppure  tre  punti  A,  B,  C,  costruire,  colla  sola  riga, 
l'ulteriore  intersezione  del  cerchio  con  una  retta  arbitraria  condotta  per  A  ; 
variando  la  retta  si  ottengono,  senza  compasso,  quanti  punti  si  desiderano 
del  detto  cerchio. 

90.  Problemi  di  secondo  grado.  —  Nelle  scorse  lezioni  ci  è 
accaduto  più  volte  di  risolvere  problemi  di  geometria  piana,  sia 
col  metodo  analitico,  sia  mediante  effettive  costruzioni.  Alcuni 
di  quei  problemi,  trattati  analiticamente,  ci  hanno  condotto  ad 
equazioni  lineari  (problemi  di  primo  grado)',  e  noi  siamo  riu- 
sciti a  risolverli  graficamente  facendo  uso  di  linee  rette,  cioè 
colla  sola  riga  (a  parte  speciali  avvertenze,  quando  si  presen- 
tavano particolarità  metriche).  Tali  sono  ad  es.,  i  problemi: 
costruire  l'elemento  quarto  armonico  dopo  tre  elementi  dati 
(n.^éS,  49);  costruire  l' elemento  corrispondente  ad  un  elemento 
dato  in   una   proiettività   definita  mediante  tre   coppie  di  eie- 


—  147  — 

menti   (n.**  68),    od   in   una  involuzione  definita  mediante  due 
coppie  di  elementi  coniugati  (n.°  84). 

Altri  problemi  invece,  trattati  analiticamente,  ci  hanno  con- 
dotto ad  equazioni  quadratiche  (problemi  di  secondo  grado)] 
mentre  per  la  loro  risoluzione  grafica  si  è  dovuto  far  uso  di 
circonferenze  (cioè  del  compasso),  oltre  che  di  rette.  Ricorde- 
remo, tra  questi,  la  determinazione  di  una  coppia  che  divida  ar- 
monicamente due  coppie  di  punti  assegnati  sopra  una  retta 
(n.^  53),  e  la  costruzione  degli  elementi  uniti  di  una  proietti- 
vita  tra  due  forme  di  prima  specie  sovrapposte  (n.*^  77). 

Riservandoci  di  trattare  ampiamente  nel  seguito  la  que- 
stione dei  problemi  geometrici,  in  relazione  coi  mezzi  impiegati 
a  risolverli,  vogliamo  esaminare  qui  alcuni  problemi  di  secondo 
grado,  che  si  connettono  strettamente  cogli  argomenti  discussi 
nelle  ultime  lezioni. 

Osserviamo  intanto  che  un  problema  di  secondo  grado,  per 
definizione,  avrà  due  soluzioni,  le  quali  però  potranno  essere  reali 
e  distinte,  o  reali  e  coincidenti  (quindi  una  soluzione  dal  punto  di 
vista  grafico),  o  immaginarie  (nessuna  soluzione  grafica).  E  non  è 
escluso  che,  per  una  posizione  particolare  dei  dati,  il  problema  possa 
avere  infinite  soluzioni  (e  la  corrispondente  equazione  ridursi  ad 
una  identità);  questo  caso  si  presenta  certamente  quando^  di  un 
problema  di  secondo  grado,  si  conoscano   più  di  due  soluzioni. 

91.  Coppia  comune  a  due  involuzioni  sovrapposte.  —  Pro- 
poniamoci il  seguente  problema: 

Date  due  involuzioni  sopra  uno  stesso  sostegno,  determinare 
una  coppia  ad  esse  comuìie. 

Fissato  sul  comune  sostegno  un  unico  sistema  di  coordi- 
nate proiettive  (o  casi  particolari),  le  due  involuzioni  saranno 
rappresentate  da  equazioni  del  tipo 

axx'    +   ^{x    +  a;')  +  ó    =0, 
a'xx'  -f  ^'(x  -f  x')  \-  ò'  =   Q, 
dove  «,/?,.,.,«'...  sono  quantità  note;  si  tratta  di  risolvere  le 
due  equazioni  rispetto   alle  incognite   x,  x' .   Riguardiamo  per- 
ciò come  incognite  ausiliari  il  prodotto  xx'  e  la  somma  x  -\-  x'\ 
ricaveremo 
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e  potremo  quindi  costruire  la  equazione  di  secondo  grado 

(«/?'  -  a'p)r'  +  {aò'  -  a'ò)t  +  {^ò'  -  ^'ò)  =  0, 
le  cui  radici  sono  le  coordinate  richieste  x,  x' .  Un  esame  accu- 
rato del  discriminante  dell'ultima  equazione,  il  quale  coincide 
col  risultante  delle  due  equazioni  che  determinano  gli  elementi 
doppi  delle  date  involuzioni  (n.°  54,  e)),  ci  condurrebbe,  per 
quanto  riguarda  la  realtà  delle  radici,  alla  conclusione  che  ot- 
terremo più  semplicemente  per  via  geometrica. 

A  tal  fine  supponiamo  che  le  due  involuzioni  appartengano 
ad  uno  stesso  fascio  proprio  di  rette,  caso  al  quale  ci  possiamo 

sempre  ridurre  mediante  una  proie- 
zione 0  sezione.  Condotta  una  cir- 
conferenza per  il  centro  del  fascio, 
otterremo  sopra  di  essa  due  invo- 
luzioni, di  cui  siano  P  e  Q  i  poli 
(n.°  87,  Oss.);  la  coppia  XX'  co- 
mune a  queste  sarà  data  dalle  in- 
tersezioni della  retta  PQ  colla  cir- 
conferenza. Secondo  che  FQ  è  se- 
cante, tangente  o  esterna  al  cerchio,  la  coppia  XX'  si  com- 
pone di  punti  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti  o  immaginari. 
Dunque  :  due  involuzioni^  appartenenti  ad  una  stessa  forma 
di  prima  specie,  hanno  in  comune  una  coppia  di  elementi  coniu- 
gati, che  possono  essere  reali  e  distinti^  reali  e  coincidenti,  o  im- 
maginari ;  il  primo  caso  si  presenta  certo  se  delle  due  involuzioni 
una  almeno  è  ellittica,  perchè  allora  il  corrispondente  polo  è 
interno  al  cerchio,  e  quindi  la  retta  PQ  è  secante. 

92.  Rette  coniugate  e  perpendicolari  di  una  involuzione 
nel  fascio.  —  Un  corollario  importante  di  questo  teorema  si 
riferisce  al  caso  che  le  due  involuzioni  appartengano  ad  un 
fascio  proprio  di  rette,  ed  una  di  esse  sia  la  involuzione  cir- 
colare (che  è  ellittica).  Si  ha  allora: 

Una  involuzione  nel  fascio  proprio  di  rette  contiene  sem- 
pre una  coppia  di  retta  reali,  coniugate  nella  involuzione,  e  per- 
pendicolari. Se  di  siffatte  coppie  ve  ne  fossero  altre,  la  invo- 
luzione sarebbe  circolare,  come  fu  già  osservato  (n.*'  89). 

93.  Metodo  di  falsa  posizione.  —  La  risoluzione  di  ogni 
problema  di  secondo  grado  può  farsi  dipendere  (V.  Appendice) 
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dalla  determinazione  dogli  elementi  uniti  di  una  proiettività  fra 
forme  sovrapposte.  Ora  per  costruire  una  siffatta  proiettività, 
connessa  col  problema  dato,  conviene  talvolta  ricorrere  ad 
un  metodo,  detto  di  falsa  posizione,  che  noi  esporremo  sopra  un 
esempio. 

Sia  proposto  il  problema  : 

Date  in  un  piano  n  rette  ed  n  punti,  costruire  un  n.gono 
semplice,  i  cui  vertici  appartengano  ordinatamente  alle  rette  date, 
ed  i  cui  lati  passino  ordinatamente  per  i  punti  dati.  Trattiamo 
ad  es.  il  caso  n  =  3,  collo  stesso  procedimento  che  si  impie- 
gherebbe per  n  >>  3  qualsiasi. 

Siano  Mi,  U2,  U3  le  tre  rette  date  ed  S^^,  S23,  S;^i  i  tre  punti 
dati;  si  voglia  un  triangolo  X^X^Xs,  i  cui  vertici  apparten- 
gano alle  rette  Mi,  M2,  u^,  ed  i  cui  lati  X1X2,  X2Z3,  X3X1 
passino  rispettivamente  per  i 
punti  8^2,  >^'23,  S31.  A  tal  fine  si 
scelga  ad  arbitrio  un  punto  A  j 
sopra  ui ,  e  si  proceda  come  se 
Al  fosse  il  primo  vertice  del 
triangolo  richiesto,  che  si  vo- 
lesse completare.  Proiettiamo 
Al  da  yS'12  sopra  uo  nel  punto 
A. 2,  poi  A2  da  82S  sopra  Ua  nel 
punto  J.3,  e  finalmente  Ah  da 
S31  sopra  Ui  nel  punto  J.4.  Se 
Al  fosse  stato  scelto  nel  modo 
desiderato,  A^  dovrebbe  coin- 
cidere con  Al.  Ciò  in  generale  non  accade;  tuttavia  il  tentativo 
fatto  non  riesce  inutile.  Si  osservi  infatti  che,  se  Ai  descrive  una 
punteggiata  (ui)  sopra  la  retta  Mi,  il  punto  J..,,  legato  ad  Ai 
nel  modo  esposto,  descrive  sopra  U2  una  punteggiata  (wg)  Pro- 
spettiva^ e  quindi  proiettiva  alla  punteggiata  (mi).  Paragonando 
in  simil  modo  le  punteggiate  (U2),  (us),  (^4)  descritte  da 
J-2,  ^3,  Ai  sopra  Mg,  M3,  Ui,  si  conclude  infine  che  fra  le 
punteggiate  sovrapposte  (wi),  (M4)  passa  una  proiettività. 
Questa  è  determinata,  quando  di  tre  punti  arbitrari  Ai,  Bi,  Ci 
di  (ui),  si  costruiscano,  nel  modo  indicato,  i  punti  corrispon- 
denti  Ai,  Bi,  Ci  di  (ui).    Ora  un  punto  unito   X\  =  Xi    di 
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quella  proiettività  dà,  come  è  chiaro,  un  primo  vertice  di  un 
triangolo  soddisfacente  al  problema.  Secondo  che  la  proiettività 
è  iperbolica,  parabolica,  od  ellittica,  esisteranno  due,  uno  o  nes- 
sun  triangolo  siffatto  (^). 

Esercizi.  I  —  1)  In  ogni  involuzione  ellittica  esiste  una  coppia  di  ele- 
menti reali  che  divide  armonicamente  un'altra  coppia  assegnata  della  in- 
voluzione. 

2)  Data  una  proiettività  tra  due  fasci  propri  di  rette,  determinare 
(analiticamente  e  graficamente)  una  coppia  di  rette  perpendicolari  dell' un 
fascio,  a  cui  corrisponda  una  coppia  di  rette  pure  perpendicolari  dell'  altro 
fascio  ;  esiste  in  ciascun  fascio  una  sola  coppia  di  rette  reali  soddisfacenti  al 
problema,  a  meno  che  i  due  fasci  non  siano  uguali  (cfr.  n."  89,  Oss.).  (Nella 
risoluzione  grafica  conviene  supporre  collocati  i  due  fasci  in  posizione  pro- 
spettiva ). 

3)  L'esercizio  precedente  permette  di  risolvere  i  problemi  seguenti: 
«  dato  un  fascio  di  rette  ed  un  fascio  proiettivo  di  piani,  segare  quest'ul- 
timo con  un  piano,  in  modo  da  ottenere  un  fascio  di  rette  uguale  al  fascio 
dato  (n."  12,  es.  7))  »,  e  in  particolare  «  segare  un  prisma  triangolare  con  un 
piano,  in  guisa  da  ottenere  un  triangolo  simile  ad  an  triangolo  dato  »  ; 
«  dati  due  fasci  propri  proiettivi  di  rette,  collocarli  in  tal  posizione  da 
formare  una  involuzione  (n.°  80)  ». 

II  —  4)  Date  due  punteggiate  proiettive  non  sovrapposte,  per  un  punto 
assegnato  nel  loro  piano  condurre  una  trasversale  che  le  seghi  in  punti 
corrispondenti;  problema  duale. 

6)  Problemi  di  Apollokio:  fissati  su  due  rette  distinte  due  punti  A,  B', 
condurre  per  un  punto  dato  nel  loro  piano  una  trasversale  secante  le  due 

rette  in  punti  Z,  X  '  tali  che  sia  AX  -\-  B'X'  =  k.  oppure  AX  ■  B'X'  =  k 

A  X  ■    ^^ 

{sectio  spatii),  oppure  ^^r^  =  ^'  (scetio  rationis);  k  è  una  costante  asse- 
gnata, misura  di  un  segmento  o  di  un'  area  nei  primi  due  casi. 

6)  Per  un  punto  del  piano  condurre  una  retta  che  formi  con  due  rette 
date  un  triangolo  di  area  data. 

7)  Date  due  rette,  per  un  punto  assegnato  nel  loro  piano  condurre 
due  trasversali  che  intercettino  su  quelle  due  segmenti  di  date  lunghezze. 

8)  Data  in  un  piano  una  retta  e  due  punti  fuori  di  essa,  costruire 
sulla  retta  un  segmento  che  venga  visto  dai  due  punti  sotto  angoli  assegnati. 

9)  In  un  triangolo  ABC  iscrivere  un  pai-allelogramma  di  area  asse- 
gnata, avente  due  lati  sopra  AB,  AC  ed  un  vertice  sopra  BC.  Iscrivere  nel 
triangolo  un  rettangolo  d' area  assegnata,  un  cui  lato  cada  su  ^  i?  ed  i  due 
vertici  del  lato  opposto  su  CA,  CB. 

10)  In  una  proiettività  fra  punteggiate  sovrapposte  determinare  (  ana- 
liticamente e  graficamente)  due  punti  col-rispondenti  che  abbiano  una  data 

(^)  Per  alcuni  casi  particolari  interessanti  di  questo  problema  si  veda 
l'esercizio  16)  che  segue. 
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distanza.  Qua!' è  il  minimo  valor  assoluto  della  distanza  di  punti  corrispon- 
denti in  una  proiettività  ellittica? 

11)  Dati  due  fasci  di  rette  proiettivi,  non  sovrapposti,  segarli  con  una 
trasversale  in  guisa  da  ottenere  due  punteggiate  simili  (n.°  78,  es.  6)),  od 
anche  due  punteggiate  inversamente  (n.°  88,  es.  5  )),  o  direttamente  uguali. 

12)  Date  due  punteggiate  proiettive  m,  u'  su  rette  distinte,  proiettare 
la  u  sul  sostegno  della  u'  da  un  punto  tale,  che  la  nuova  punteggiata  ri- 
sulti direttamente  od  inversamente  uguale  alla  u' . 

13)  Date  due  coppie  di  elementi  A  A',  B  B'  sopra  una  forma  di  prima 
specie,  costruire  una  proiettività  parabolica  in  cui  Ae  B  abbiano  per  cor- 
rispondenti A'  e  B'  (n."  88,  es.  4)).  Come  applicazione:  dati  due  angoli 
collo  stesso  vertice,  condurre  per  un  dato  punto  una  tal  trasversale,  che  le 
corde  sopra  essa  segate  dagli  angoli  risultino  direttamente  uguali. 

14)  Dati  tre  segmenti  sopra  una  retta,  costruire  un  punto  dal  quale  i 
segmenti  siano  visti  sotto  angoli  uguali   (n.°  53,  es.  11)  ). 

15)  Data  una  proiettività  ellittica  sopra  una  retta,  esistono  in  ogni 
piano  per  la  retta  due  punti,  da  ciascuno  dei  quali  quella  proiettività  vien 
proiettata  mediante  una  eguaglianza  diretta. 

Ili  —  16)  Il  problema  di  costruire  un  triangolo,  i  cui  vertici  cadano  su 
tre  rette  Mj,  1*2,  M3,  e  i  cui  lati  passino  per  tre  punti  ^'12,  ^23)  '^'31,  ha  i  seguenti 
casi  particolari  notevoli:  quando  le  tre  rette  concorrono  in  un  punto,  poi- 
ché allora  una  soluzione  è  degenere,  e  l'altra  può  costruirsi  linearmente; 
quando  i  tre  punti  sono  allineati,  perchè  si  presenta  un  fatto  analogo;  quando 
ambedue  le  condizioni  sono  verificate  insieme,  perchè  allora  si  hanno  due 
soluzioni  degeneri,  e  in  generale  nessuna  vera  soluzione,  a  meno  che,  per 
una  posizione  particolare  dei  dati,  ]ion  esista  una  vera  soluzione,  nel  qual 
caso  esistono  infinite  soluzioni  costituite  da  triangoli  a  due  a  due  omologici 
rispetto  al  centro  u^UiU-,  e  all'asse  .S^o  S03  N':u  ;  finalmente,  quando  le 
tre  rette  m  e  i  tre  punti  S  costituiscono  due  triangoli  tali,  che  i  lati  del 
secondo  passino  per  i  vertici  del  primo  (precisamente  S31  S12  per  il  punto 
«.,M3,  ecc.),  perchè  allora  il  problema  ammette  infinite  soluzioni,  come  af- 
ferma l'enunciato:  «se  di  due  triangoli  il  primo  è  iscritto  nel  secondo, 
esistono  infiniti  triangoli  iscritti  nel  primo  e  circoscritti  al  secondo  ». 

17)  In  generale,  date  n  rette,  volendo  determinare  n  punti  tali,  che 
esistano  infiniti  n.goni  semplici,  i  cui  vertici  cadano  sopra  le  n  rette  ed  i 
cui  lati  passino  per  gli  n  punti,  si  possono  di  questi  assumere  «  —  2  ad 
arbitrio,  ed  ancora  uno  (n  —  l).esimo  ad  arbitrio  sopra  una  retta  determi- 
nata dai  dati;  con  ciò  1'  n.esimo  punto  è  completamente  determinato;  (  n."  70, 
es.  6)). 

18)  Siano  date  n  rette  «j,  Mg,  •  •  •  "«  ;  ^a  un  punto  incognito  Xj  di  Mj 
parte  un  raggio  luminoso  x^  in  direzione  assegnata,  il  quale  si  riflette  sopra 
M..;  il  raggio  riflesso  (o  il  suo  prolungamento)  si  riflette  sopra  «3,  e  cosi  via 
finche  il  raggio  x„,  riflesso  sopra  it,,,  (o  il  suo  prolungamento)  incontra  di 
nuovo  «1;  determinare  Xi  in  guisa  che  l'incontro  avvenga  precisamente 
in    Xi.    È  possibile    determinare    la   direzione   di  xj,  in    modo    che  risulti 
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xiui  =  ~  xnui  (mod.  Ji),  sicché  a;,,,  riflettendosi  sopra  «i,  venga  a  fornire 
di  nuovo  Xi ...,  ed  il  poligono  venga  percorso  infinite  volte  dal  raggio  lu- 
minoso? (In  quest'ultima  ricerca  occorre  distinguere  il  caso  di  n  pari  da  n 
dispari). 

19)  Iscrivere  in  un  cerchio  un  n.gono  semplice,  i  cui  lati  passino  ordi- 
natamente per  n  punti  assegnati.  Osservando  che  il  problema  si  riduce  a 
determinare  i  punti  uniti  della  proiettività  prodotto  di  n  involuzioni  note, 
esaminare  quando  esistano  infinite  soluzioni  (e  la  proiettività  risulti  l'iden- 
tità). Perchè  ciò  avvenga,  si  possono  prendere  ad  arbitrio  n  —  2  degli  n 
punti,  purché  i  rimanenti  due  vengano  scelti,  convenientemente,  sopra  una 
retta  che  rimane  allora  determinata  ;  (n.°  88,  es.  22),  23)  ).  Esaminare,  in  par- 
ticolare, i  casi  n  =  3,  4,  ed  il  caso  di  n  pari  quando  gli  n  punti  dati  si 
trovano  sopra  una  retta. 

*  94.  Cenno  sulla  rappresentazione  geometrica  degli  elementi 
immaginari  sopra  una  forma  di  prima  specie.  —  Prima  di 
abbandonare  lo  studio  delle  forme  di  prima  specie,  vogliamo 
accennare  alla  via  proposta  dallo  Staudt  per  introdurre  nella 
geometria  sintetica  gli  elementi  immaginari,  dei  quali  noi  ab- 
biamo discorso  sinora  in  un  senso  puramente  analitico  (n.°  54). 
La  forma  di  prima  specie  sia,  per  fissar  le  idee,  una  pun- 
teggiata propria,  sulla  quale  sia  stabilito  un  sistema  di  ascisse. 
Ad  una  equazione  di  secondo  grado,  a  coefficienti  reali, 

(1)  ax^  -i-  bx  -\-  e   =i   0 

corrisponde,  se  la  equazione  ha  radici  reali,  una  coppia  di  punti 
distinti,  o  coincidenti,  che  noi  possiamo  segnare  sulla  retta,  punti 
le  cui  ascisse  sono  le  radici  della  (1).  Se  invece  la  (1)  ha  radici 
immaginarie  (coniugate),  non  possiamo  più  rappresentare  gra- 
ficamente nel  modo  ora  esposto  queste  radici,  o  i  punti  imma- 
ginari coniugati  corrispondenti.  Cerchiamo  in  tal  caso  se  esi- 
sta sulla  forma  un  ente  reale  siffatto,  che,  data  la  (1),  quel- 
l'ente rimanga  individuato,  e  viceversa.  Se  queste  condizioni 
saranno  soddisfatte,  potremo  assumere  l'ente  stesso  come  imma- 
gine geometrica  dell'equazione  (1),  o  della  coppia  di  punti  im- 
maginari che  ad  essa  corrisponde. 

Ora,  data  una  qualsiasi  equazione  quadratica  (1),  a  coeffi- 
cienti reali,  rimane  individuata  sulla  punteggiata  una  involu- 
zione, i  cui  punti  doppi  sono  determinati  dalla  (1)  ;  questa  in- 
voluzione ha,  come  si  vede  subito  (n.°  85),  l'equazione 

(2)  «■«^'  +  -'  (x  ^  x')  ^  e   =   0, 
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ed  è  iperbolica,  parabolica,  o  ellittica,  secondo  che  la' (1)  ha  ra- 
dici reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie.  N^elF  ul- 
timo caso  possiamo  assumere  la  involuzione  ellittica  (2)  come 
immagine  geometrica  (o  come  definizione,  secondo  lo  Staudt) 
della  coppia  di  punti  immaginari  determinati  dalla  (1).  La  invo- 
luzione ellittica  è  un  ente  reale,  costituito  da  infinite  coppie  di 
punti  reali;  bastano  due  coppie  A  A',  BB'  per  individuarla, 
e  quindi  per  rappresentare  la  coppia  di  punti  immaginari  cor- 
rispondente ad  una  data  equazione  di  secondo  grado. 

In  modo  analogo  si  procederà  ])er  rappresentare  (o  definire) 
una  coppia  di  elementi  immaginari  coniugati  (in  senso  alge- 
l)rico)  appartenenti  ad  un  fascio  di  rette  o  di  piani.  Sempre  la 
detta  coppia  di  elementi  si  rappresenterà  mediante  quella  invo- 
luzione ellittica  nel  fascio,  che  ha  come  doppi  gli  elementi  no- 
minati. In  particolare,  le  direzioni  assolute  uscenti  da  un  punto 
proprio  /S',  saranno  rappresentate  dalla  involuzione  circolare  nel 
fascio  >S';  ed  i  punti  ciclici  del  piano,  dalla  involuzione  circo- 
lare sulla  retta  all'infinito. 

Sugli  enti  immaginari  cosi  introdotti  si  possono  definire  le 
operazioni  geometriche  fondamentali.  Cosi,  per  esempio,  data 
sopra  una  retta  (reale)  una  coppia  di  punti  immaginari  coniugati 
f/",  F,  rappresentata  mediante  la  involuzione  ellittica  AA'^  B  B', 
la  coppia  di  rette  immaginarie  SU,  8V  proiettanti  quei  punti 
da  un  punto  reale  6',  si  rappresenterà  mediante  la  involuzione 
nel  fascio  /S  determinata  dalle  coppie  di  rette  SA,  SA'  ed  SB,  SB'. 

OsserTazione.  -  In  molte  questioni  due  elementi  immaginari  coniu- 
gati si  presentano  sempre  insieme,  e  si  comportano  nello  stesso  modo,  co- 
sicché è  sufficiente  rappresentare  la  coppia  che  essi  formano,  ricorrendo  alla 
involuzione  ellittica,  come  ora  si  disse.  In  altre  questioni  però  occorre  defi- 
nire separatamente  ciascuno  dei  due  elementi  immaginari  coniugati.  A  tal 
fine  lo  Staudt  ha  proposto  di  considerare,  insieme  alla  involuzione  ellittica, 
uno  dei  due  versi  appartenenti  alla  forma  su  cui  si  opera,  e  di  aggre- 
gare quel  verso  ad  uno  dei  due  elementi  immaginari,  e  il  verso  opposto 
all'altro  elemento.  In  tal  guisa,  ricordando  che  due  coppie  A  A',  BB'  di 
una  involuzione  ellittica  si  separano,  e  quindi  che  gli  elementi  ABA'B'  si 
succedono  in  un  verso,  e  gli  elementi  AB'A'B  nel  verso  opposto,  potremo 
con  ABA'B'  rappresentare  uno  degli  elementi  doppi  della  nostra  involu- 
zione, e  con  AB'A'B  l'altro. 

*  95.  Involuzione  unita  di  una  proiettività.  —  In  base  allo 
considerazioni  precedenti,  quando  si  debba  risolvere,  sopra  una 
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forma  di  prima  specie,  un  problema  di  secondo  grado,  il  quale 
presenti  soluzioni  immaginarie,  si  potrà  chiedere  di  rappresentar 
queste  graficamente  mediante  una  involuzione  ellittica. 

Ad  esempio,  il  problema  degli  elementi  uniti  di  una  proiet- 
tività  tra  forme  sovrapposte,  potrà  ora  formularsi  così:  date  due 
forme  'proiettive  sovrapposte^  costruire  gli  elementi  uniti  quando 
sono  reali  ;  o,  in  caso  opposto,  costruire  la  involuzione  ellittica  che 
ha  quegli  elementi  come  doppi. 

Ecco  come  si  procede.  Data  una  proiettività  qualsiasi  jP,  con 
cui  si  passi  da  una  forma  di  prima  specie  ad  una  seconda  forma 
sovrapposta,  e  detta  JP  "~  la  proiettività  inversa,  si  cerchino  i 
corrispondenti  ^i  ed  ^  _  i  di  uno  stesso  elemento  A  del  sostegno 
comune  nelle  proiettività  J*  e  JP  ~  ;  poi  di  A  si  costruisca  il 
coniugato  armonico  Ao  rispetto  0.6.  Ai  ed  A -^i.  Ad  ogni  posizione 
di  A  corrisponde  una  posizione  di  Ao]  ora  si  dimostra  che  la  cor- 
rispondenza così  stabilita  fra  le  forme  descritte  da  A  ed  Ao,  è  la  in- 
voluzione avente  come  elementi  doppi  gli  elementi  uniti  della  proiet- 
tività data  P]  questa  involuzione  serve  quindi  a  definire  i  detti 
elementi,  quando  P  è  ellittica,  e  chiamasi  involuzione  unita  della 
proiettività  F.  Per  giustificare  la  nostra  affermazione,  suppo- 
niamo che  le  due  forme  proiettive  sovrapposte  siano  punteggiate 
(ipotesi  che,  per  la  natura  della  questione,  non  introduce  restri- 
zioni); riferite  le  punteggiate  ad  un  unico  sistema  di  ascisse,  la 
proiettività  data  sarà  rappresentata  da  un'equazione  bilineare 
(1)  axx'  +  /?x  +  yx'  +  ó    =    0, 

o  dalle  relazioni  equivalenti 

^    ^  ax  -]-  y  «^    +  ^ 

le  quali  rappresentano  rispettivamente  la  operazione  P  e  la  P 
Detta   y  la   ascissa   del   punto  ^,  le   ascisse  y\    e   ^  _  i  di   A\ 
ed  J.  —  1  saranno  dunque 

/ox  ^y  -^  à  yy  ^  à 

^^>     y^  =  -  "ar+"/  '    y-'^-  «f+ 7  ; 

Per  procurarci  ora  1'  ascissa  t/q  di  J-o,  ricordiamo  che  i  punti 
J.,  J.0,  J-i,^- 1  formano  un  gruppo  armonico,  e  quindi  si  ha 
(n.°  50,  I) 

AAq     ~     ÀAx    "^  AA-i' 
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— ^ = i + i_ 

y  —  yo  y  —  yi     '   y  —  y- 

Tenuto  conto  delle  (2),  questa  diviene 

2  _  2«y  +  (^    +  y) 


y  —  yo  cty-^  +  (^  +  y)y  +  à  ' 

ossia,  mandando  via  i  denominatori  e  dividendo  per  2, 

(3)  ayy,  +  ~    (^  -f  y)  (y  -f  y,)  +  6    =    0. 

Ora  la  (3)  rappresenta  una  involuzione,  in  cui  sono  coniugati  i 
punti  A  ed  Ao]  i  suoi  punti  doppi  son  dati  dall'equazione 

«y'  +  (^  +  7)y  +  à  =  0, 

che  dà  pure  i  punti  uniti  della  proiettività  (1);  dunque  la  (3) 
è  la  involuzione  unita  della  proiettività  (1),  come  volevasi  di- 
mostrare. 

In  particolare,  se  la  proiettività  assegnata  è  una  uguaglianza 
diretta  fra  due  fasci  sovrapposti  di  centro  proprio  S,  il  proce- 
dimento geometrico  che  conduce  alla  determinazione  della  invo- 
luzione unita,  porta  a  costruire  di  una  retta  a  per  S  la  coniugata 
armonica  «o,  rispetto  a  due  rette  «i,  a  ^  i  uscenti  pure  da  S,  e 
formanti  con  a  angoli  uguali  ed  opposti;  risulta  ao  perpendicolare 
ad  «,  e  si  conclude  che  la  involuzione  unita  di  una  uguaglianza 
diretta  fra  due  fasci  sovrapposti  è  circolare,  ossia  che  la  detta 
uguaglianza  ha  come  rette  unite  le  direzioni  assolute  uscenti  dal 
centro  del  fascio  ;  come  si  era  visto  precedentemente  (n.°  89, 
Oss.).  Qual'  è  la  involuzione  unita  di  una  uguaglianza  diretta  fra 
due  punteggiate  sovrapposte  ? 

Esercizi.  —  1)  Date  due  involuzioni,  entrambe  iperboliclie  od  ellittiche, 
sopra  due  rette  distinte,  determinare  nel  loro  piano  un  punto,  dal  quale  le 
coppie  dell"  una  involuzione  vengano  proiettate  nelle  coppie  dell'  altra.  (Il 
problema  ammette  due  soluzioni  reali  X  Y,  che  si  ottengono  subito  se  le 
involuzioni  sono  iperboliche,  mentre,  quando  siano  ellittiche,  conviene  co- 
struire in  ciascuna  due  coppie  separantisi  armonicamente  (n."  93,  es.  1)),  e 
formanti  due  gruppi  prospettivi).  Problema  duale. 

2)  Nel  caso  di  involuzioni  ellitti(;he  il  problema  precedente  può  enun- 
ciarsi: date  due  coppie  di  punti  immaginari  coniugati  M  Mq,  N Nq  sopra 
due  rette  distinte,  determinare  le  quattro  rette  congiungenti  i  punti  del- 
l'una coppia  coi  punti  dell'altra;  queste  rette  sono  immaginarie,  ma  MN, 
MqN^  sono  immaginarie  coniugate,  secantisi  in  un   punto  reale  X,  e  pos- 
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sono  definirsi  mediante  una  involuzione  ellittica  nel  fascio  Z;  similmente 
MNo,  MoN  si  segano  in  un  punto  reale  Y,  ecc.  Caso  particolare:  iViV» 
siano  i  punti   ciclici   del   piano.    Casi   particolari   del   problema  duale  :  una 

0  tutte  due  le  coppie  si  compongano  di  direzioni  assolute  uscenti  da  punti 
leali. 

3)  Date  due  involuzioni  sopra  uno  stesso  sostegno,  determinare  quella 
terza  involuzione,  i  cui  elementi  doppi  costituiscono  la  coppia  comune  alle 
due  involuzioni  date  ;  (della  involuzione  richiesta,  che  è  unita  per  una  certa 
proietti  vita,  si  possono  costruire  linearmente  quante  coppie  si  vogliono). 

4)  Segnate  in  un  piano  due  rette  perpendicolari  Ox,  Oy,  i  due  nu- 
meri (;omplessi  coniugati  a  -{-  bi,  a  ~~  bi  si  possono  rappresentare  in  due 
modi  diversi:  sia,  con  Gauss,  mediante  due  punti  reali  P  e  Q  del  piano, 
sia,  seguendo  Staudt,  mediante  quella  involuzione   ellittica  sulla  retta  Ox, 

1  cui  punti  doppi  U,  V  hanno  per  ascisse  quei  numeri.  Si  dimostri  ora  che 
P  e  Q  sono  precisamente  i  due  punti,  dai  quali  la  involuzione  ellittica  su 
Ox  è  proiettata  mediante  una  involuzione  circolare  (n.°  89,  es.  7)  )  ;  od  an- 
che, i  due  rimanenti  vertici  del  quadrilatero  completo,  di  cui  una  coppia  di 
vertici  opposti  sta  in  U,   V,  e  l'altra  nei  punti  ciclici  del  piano. 
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Parte  Seconda. 

Geometria  analitica  del  piano. 

96.  Un  sistema  di  coordinate  per  il  piano  punteggiato.  — 

Vogliamo  ora  occuparci  delle  forme  di  seconda  specie,  e  in 
particolare  del  piano  punteggiato.  Proponiamoci  anzitutto  di 
stabilire  un  sistema  di  coordinate  atto  a  rappresentare  i  punti 
di  un  piano. 

Le  considerazioni  fatte  sulle  forme  di  prima  specie  ci 
suggeriscono  subito  una  via.  Fissiamo  nel  piano  due  punti  S,  S', 
centri  di  fasci  di  rette,  in  ciascuno  dei  quali  stabiliremo  un 
sistema  di  coordinate  (ad  es.  proiettive).  Allora,  dato  un  punto  P 
del  piano,  rimangono  individuate  le  rette  SP,  S'F  eó  i  numeri 
X,  y  che  sono  coordinate  di  quelle, 
entro  ai  fasci  >S',  yS",  rispettivamente. 
Viceversa,  conoscendo  i  due  numeri 
X,  y,  avremo  in  corrispondenza  due 
rette  nei  fasci  8^  8'  ed  il  punto  P 
ove  si  incontrano.  I  due  numeri  a;, 
y  possono  dirsi  coordinate  di  P.  E 
tra  la  coppia  di  numeri  (x,  y)  ed 
il  punto  P  passa  una  corrispondenza 
biunivoca.  Fanno  solo  eccezione:  da 
un  lato  i  punti  8^  8\  per  ciascuno 
dei  quali  una  delle  due  coordinate  è  indeterminata;  dall'altro 
lato  quella  coppia  x',  y'  di  coordinate  che  definiscono  la  retta 
88',  tanto  nel  fascio  8,  quanto  nel  fascio  5",  giacché  il  punto  P 
rimane  allora  indeterminato  sulla  retta  88'.  In  breve,  il  sistema 
di  coordinate  ora  nominato  si  presta  a  rappresentare  tutto  il 
piano  punteggiato,  fatta  eccezione  per  i  punti  di  una  retta  88'. 

Scegliendo  i  punti  >S',  8'  all'infinito,  e  fissando  nei  relativi 
fasci  impropri  le  coordinate  x,  y  nel  modo  che  ora  esporremo, 
si  perviene  al  sistema  di  coordinate  cartesiane,  che,  per  ragioni 
storiche,  e  sopratutto  per  i  servigi  che  presta  nelle  matematiche 
pure  ed  applicate,  ha  la  massima  importanza. 
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Sebbene  nelle  opere  dei  geometri  greci  si  trovino  procedimenti,  che 
si  traducono  facilmente  coi  metodi  della  geometria  analitica,  tuttavia  non 
poteva  sorgere  questa  scienza,  finche  il  calcolo  letterale  non  fosse  giunto 
ad  un  certo  grado  di  sviluppo.  L"  idea  di  studiare  le  proprietà  del  piano 
mediante  coordinate  venne,  quasi  contemporaneamente,  a  Fermat  e  Descar- 
tes. Quest'ultimo,  che  espose  con  maggior  ampiezza  e  con  numerose  appli- 
cazioni i  nuovi  concetti  nella  sua  Geometrie  (1627),  viene  comunemente  ri- 
guardato come  fondatore  della  Geometria  Analitica. 

97.  Coordinate  cartesiane.  —  Assumiamo  nel  piano  due 
rette,  assi  coordinati,  secantisi  in  un  punto  proprio  0,  origine  ; 
chiamiamo  asse  x  una  di  quelle,  asse  y  l'altra.  Fissiamo  ad 
arbitrio  i  versi  positivi  sugli  assi,  e  scegliamo  l'unità  di  lun- 
ghezza per  misurare  i  segmenti  sopra  di  essi;  (ordinariamente 
serve  la  stessa  unità  per  entrambi  gli  assi).  Per  ogni  punto  F 
del  piano  passa  una  retta  parallela  all'asse  y,  ed  una  retta  paral- 
lela all'  asse  x  ;  quelle  rette  incontrano  rispettivamente  gli  assi  x, 
y  nei  punti  A  q  B.  Dato  P,  sono  determinati  questi  punti,  e 
quindi  i  valori  OA  =.  a,   OB  =  b,  presi  coi  segni  convenienti. 

Viceversa,   dati  due  numeri  reali 

A  «,  b  coi  relativi  segni,  sono  deter- 

y  minati  i  punti  A,  B,    e  quindi  il 

/  punto  P,  quarto  vertice  del  paral- 

^/ - /^  lelogramma  costruito  su  OA,  OB. 

/  /  I  numeri  a,  b  si  chiamano  le 

/  /  coordinate  cartesiane  del  punto  P; 

/ il -^     in  particolare,   a   dicesi  la  prima 

/  coordinata,  o  V  ascissa,  o  la  a?  del 

punto  P,  e  6  la  seconda  coordinata, 
o  la  ordinata,  o  la  y;  e  si  scrive  brevemente  P  {a,  b). 

Risulta  dalla  definizione  che  i  punti  dell'asse  x  hanno  nulla 
la  ordinata  (y  =  0);  ed  i  punti  dell'asse  y  hanno  nulla  la  ascissa, 
(x  =  0)  ;  per  la  origine  0  sono  nulle  le  due  coordinate.  Avremo 
dunque 

A  (a,  0),  P(0,  b),  0(0,  0). 
Quanto  ai  segni  delle  coordinate,  è'  da  notarsi  che  i  due 
assi  X,  y  dividono  il  piano  in  quattro  regioni  angolari,  a  cia- 
scuna delle  quali  spettano  particolari  segni.  Cosi,  ogni  punto 
appartenente  all'angolo  limitato  dalle  semirette  positive  x,  y, 
ha  positiva  la  a;  e  la  2/ ;  mentre  se  sta  nell'angolo  opposto  al 
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vertice,  saranno  negative  le  due  coordinate;  un  punto  dell'an- 
golo formato  dalla  semiretta  positiva  x  colla  semiretta  nega- 
tiva y,  ha  positiva  la  a;  e  negativa  la  y,  ecc.  Ad  es.  i  quattro 
punti  (a,  6),  ( —  «,  6),  ( —  o,  —  6),  (a,  —  6)  sono  vertici  di 
un  parallelogramma  avente  i 
lati  paralleli  agli  assi  coordinati 
e  il  centro  nell'origine.  Due  pun- 
ti come  (a,  6),  ( —  a,  —  h)  sono 
simmetrici  rispetto  all'origine. 
98.  Osservazione  relativa  ai 
punti  impropri.  —  Nel  sistema 
cartesiano  ogni  punto  vien  ri- 
guardato come  intersezione  di 
due  rette,  una  parallela  all'  asse 
07,  l'altra  all'asse  y,  rette  che 
appartengono  dunque  a  due  fasci  impropri,  in  ciascuno  dei  quali 
è  fissato  un  sistema  di  coordinate.  La  retta  all'infinito,  comune 
ai  due  fasci,  ha  in  entrambi  la  coordinata  it:  co .  Ne  viene 
(n.°96)  che  la  corrispondenza  fra  punto  e  coppia  di  coordinate 
cartesiane  è  biunivoca  (e,  come  è  facile  vedere,  continua  (^)), 
finché  si  considerano  punti  propri  del  piano,  mentre  presenta 
eccezione  per  i  punti  impropri.  Come  coordinate  di  un  punto 
improprio,  si  possono  assumere  i  simboli  (i  oo ,  :b  x);  fatta 
eccezione  pel  punto  ali"  infinito  dell'  asse  x  che  ha  a:;  =  li:  co ,  y 
indeterminata,  e  pel  punto  all'infinito  dell'asse  y  che  ha  x  inde- 
terminata, y  =  ±  co .  Però  al  simbolo  (  it  co ,  li:  oo  )  non 
corrisponde  un  sol  punto,  bensì  tutti  i  punti  impropri  del  piano. 
In  breve:  il  sistema  cartesiano  non  si  }yresta  a  rappresentare  i 
punti  all'infinito  del  piano.  Segue  di  qua  che,  mentre  il  sistema 
cartesiano  serve  ottimamente  nello  studio  delle  proprietà  me- 
triche delle  figure  appartenenti  ad  un  campo  limitato  del  piano 
(proprietà  nelle  quali  la  retta  all'infinito  si  comporta  diversa- 


(^)  La  corrispondenza  fra  un  punto  del  piano  e  le  sue  coordinate  x, 
y  si  dice  continua^  se  si  può  rinchiudere  il  punto  in  un'area  cosi  piccola, 
che  le  differenze  x'  —  x,  y'  —  y  fra  le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi 
dell'area  e  le  coordinate  del  punto  primitivo  siano,  in  valore  assoluto,  infe- 
riori ad  una  quantità  data  ad  arbitrio. 
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mente  dalle  altre  rette),  il  sistema  stesso  presenta  qualche 
difetto  quando  si  voglia  adoperare  nello  studio  delle  proprietà 
proiettive,  in  cui  non  si  fa  differenza  fra  elementi  propri  od 
impropri.  Vedremo  in  seguito  come  tale  difetto  si  possa  evitare 
introducendo  una  terza  coordinata. 


Capitolo  I. 
Relazioni  di  posizione  fra  punti  e  rette. 

99.  Punto  che  divide  un  segmento  in  un  dato  rapporto.  — 

Tratteremo  ora,  col  mezzo  delle  coordinate  cartesiane,  i  princi- 
pali problemi  di  geometria  piana;  e  cominceremo  a  studiare 
le  relazioni  fondamentali  di  posizione  fra  punti  e  rette,  insieme 
ad  alcune  proprietà  metriche  che  più  si  avvicinano  alle  grafi- 
che (  1).  In  questo  primo  gruppo  di  questioni,  le  formole  a  cui 
giungeremo,  non  contengono  l'angolo  formato  dagli  assi  coordi- 
nati, il  quale  sarà  dunque  fissato  ad  arbitrio;  e  le  unità  di 
lunghezza  relative  ai  due  assi  (le  quali  servono  a  misurare 
rispettivamente  le  ascisse  e  le  ordinate)  potranno  anche  sup- 
porsi  diverse  tra  loro,  sebbene  d'ordinario  si  prendano  uguali. 

Proponiamoci  anzitutto  il  pro- 
blema: 

Dati  due  punti  mediante  le  loro 
coordinate,  deterìninare  le  coordi- 
nate di  unpunto  allineato  con  quelli, 
e  formante  con  essi  un  rapporto 
semplice  assegnato. 

Siano  P,(xi,  yi),  P.i{x.,  y.)  i 
punti  dati,  P(x,  y)  il  punto  della 
retta  F1P2,  formante  coi  punti 
dati  il  rapporto  semplice  noto 


{PxP,F)   =z 


P.P 


r. 


(1)  Sono  precisamente  quelle  proprietà  metriche  che  si  riattaccano 
alla  nozione  di  retta  all'infinito,  ma  non  a  quella  di  punti  ciclici,  come 
ad  es.  il  parallelismo,  il  rapporto  semplice  di  tre  punti  allineati,  ecc. 
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Proiettiamo  i  punti  Pi,  P2,  P  su  ciascuno  degli  assi  dal 
punto  all'infinito  dell'altro  asse.  Otterremo  le  due  terne  di  punti 
A1A2A  sopra  X  e  B^B^B  sopra  y\  e  sarà 

r  =   (PiP.P)  =  (A^AU)  =  (BiB^^B). 
Ora  le   ascisse   di  Ai   e   A2   sono  rispettivamente  x^,   x^^\ 
quindi  l'ascissa  di  A,  o,  ciò  che  fa  lo  stesso,  di  P,  sarà  (n.°  32) 
__     x^  —  rxi    ^    Similmente  si   calcola    l' ordinata   di    P,   e   si 

1  —  r  ' 

conclude  che  le  coordinate  richieste  di  P  sono 
(1)  :.   =  ^^ll,     y   =    yy-J^JI'.. 

Ponendo  —  /•  =  ^  ,  quelle  coordinate  possono  anche  scri- 
versi sotto  la  forma 

,     .  mX]^  -f-  nx^  m?/i  -f-  ny.^, 

\L  )  X  —  I  ~'     y  —  '< 

^     ^  m  -\-  n  m  -\-  n 

In  particolare:  il  punto   medio    del  segmento  P\Po  ha  le 

coordinate 

X,  ^  X,  __    y^  4^?/o  . 

•^  —        9  "         y  —         9        ■> 

il  coniugato  armonico  di  P  rispetto  a  P1P.2  è  determinato  da 

^  —  1  _f->  "'  y  —  rjsy-- 

100.  Condizione  di  allineamento  di  tre  punti.  —  Se  nelle 
(1)  varia  r,  variano  in  corrispondenze  x,  y,  ed  il  punto  P  (x,  y) 
descrive  la  retta  PxPj]  viceversa,  per  ogni  posizione  di  P  su 
quella  retta  si  può  trovare  un  valore  di  r  =  (P^P^P),  tale 
che  le  (1)  diano  le  coordinate  di  P. 

Dunque  la  condizione  perchè  tre  punti  dati  P  {x^  y), 
Pi  (^n  2/1)?  Pi  (^2,  2/2)  siano  allineati,  è  che  le  (1)  coesistano 
per  uno  stesso  valore  di  r,  ossia  che  i  due  valori  di  r  rica- 
vati dalle  (1)  siano  uguali  fra  loro: 

X  —  x\     y  —  yi 

X  —  x%  y  —  2/2 

od  anche 

X    —  xi  y     —  yi 


(2) 

xi  —  X2  yi  —  2/2 

La  (2)  può  pure  scriversi  sotto  la  forma 
(2')  (re  —  xi){yi  —  y%)  —  (y  —  yi){xi  —  X2)   =   0, 
la  quale   (come  si  verifica   direttamente)    dà   la    condizione  di 

11 
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allineamento,  anche    quando   uno  dei  denominatori  delle  (2)  è 
nullo;  o  sotto  la  forma 

X  -XI     y     -  yi\  ^ 

XI  —  X2     yi  —  y-i  \  ' 
o  sotto  l'altra  più  usata 

X         y         1 

(^)  a?i       yi       1      —  0. 

X2       y%       1 
La  condizione  perchè  tre  punti   siano   allineati,   è  espressa 
dalV  annullarsi    del   determinante    formato   colle   coordiniate    dei 
punti  stessi  e  colle  unità. 

101.  Equazione  di  una  retta.  —  Se  si  suppongono  fissi  i 
punti  Pi{xi,  yi),  F2{x2,  y-i)  e  variabile  il  punto  P(a;,  y\ 
la  relazione  (2),  o  (2'),  o  (3),  diviene  una  equazione  nelle  va- 
riabili X,  y,  equazione  che  è  soddisfatta  ogniqualvolta  x,  y 
sono  coordinate  di  un  punto  della  retta  P1P2,  e  solo  allora. 
Perciò  si  suol  dire  che  la  equazione  (2),  o  (2'),  o  (3),  nelle 
variabili  x,  y,  rappresenta  analiticamente  la  retta  congiungente  i 
due  punti  (xi,  yx\  {x^,  2/2),  è  la  equazione  della  retta  stessa; 
mentre  la  retta  rappresenta  graficamente  quella  equazione. 

La  nostra  equazione  è  lineare   rispetto   alle  variabili  x,  y, 
e  (sviluppata  ed  ordinata)  ha  la  forma 
(4)  «a;  -]-  6?/  +  e   =   0, 

dove  a,  6,  e  sono  tre  costanti  indipendenti  dalla  posizione  del 
punto  F{x,  y).  Ora  si  può  chiedere  se  ogni  equazione  del 
tipo  (4)  rappresenti  effettivamente  una  retta,  vale  a  dire  se 
gli  infiniti  punti  le  cui  coordinate  verificano  la  (4),  siano  tutti 
àUmeati.  Basterà  esaminare  se  tre,  comunque  scelti,  tra  i  detti 
punti  appartengano  ad  una  retta.  Siano  dunque  {xx,  yi), 
(x2,  2/2),  (x3,  2/3)  tre  punti  tali  che  risulti 

axx  -f  bxi  -\-  e  =   0,  ax2  -i-  bx2  -{-  e  =  0, 
ax3  ~\-  hys  -{-  e  ^=   0. 
Queste  equazioni,  lineari  ed  omogenee  rispetto  ad  a,  b,  e, 
coesistono  per  valori  non  tutti  nulli  delle  quantità  stesse  ;  sarà 
quindi  verificata  la  condizione 

XI       yi       1 

X2       y2       1     ^=  0, 

xs       ys       1 
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la  quale  esprime  che  i  tre  punti  sono  allineati.    Concludendo: 

Se  un  punto  si  muove  descrivendo  una  retta,  le  sue  coor- 
dinate verificano  una  equazione  lineare  a  due  variabili;  e  vice- 
versa. 

102.  Posizioni  particolari  di  una  retta  rispetto  agli  assi. 
—  La  posizione  della  retta 
(1)  ax  -{-  by  -{-  e   =   0 

dipende  dai  valori  dei  tre  coefficenti  a,  b,  e,  o  meglio  dai 
rapporti  di  due  di  essi  al  terzo.  Alcuni  di  quei  coefficienti 
possono  anche  esser  nulli;  non  tutti  però,  e  nemmeno  i  due 
primi  insieme. 

a)  Se  ò   =   e  =   0,  «  4=  0,  l'equazione  diviene 

ax  =   0     ossia     ^   =   0, 
e   rappresenta   Vasse  y,  i  cui  punti   hanno    nulla   l'ascissa.    Si- 
milmente si  conclude  che  l'equazione 

y   =   0 
rappresenta  Vasse  x. 

b)  Se  b  =   0,  ma  a  =t=  0,  e  4=  0,  la  (1)  diviene 

ax  -{-  e  =   0,     ossia     x  ^   —      -  , 

e  rappresenta  il  luogo  dei  punti  che  hanno  per  ascissa  —    '^  ■> 
cioè    una    retta    parallela    all'  asse    delle   y,    uscente    da    quel 
punto    A    dell'asse   x,    che    ha   l'a- 
scissa —  -- . 

a 

Similmente  vediamo  che 
by  ^  e  =   0 
è  l'equazione  di  una  retta  parallela 
all'  asse  x. 

Dunque  :  ^e  nell'equazione  di  una 
retta  manca  una  delle  coordinate,  la 
retta  è  parallela  al  corrispondente 
asse. 

e)  Se  si  suppone  nulla  soltanto  e,  l'equazione  (1)  assume 
la  forma 

ax  -{-  by  =::   0, 

.    e   la   retta   corrispondente   passa   per  l'origine,   poiché  i  valori 
X  ^  0,  y  =  0  soddisfanno  l'equazione  proposta. 


^(-S    oj 
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Quindi:    56   nell'equazione   di   una   retta   manca  il  termine 
7i.oto,  la  retta  passa  per  V  origine. 

L'equazione  della  nostra  retta  può  pure    scriversi  sotto  le 
forme  equivalenti 

X  y 

a  =  'r  y  =  '"''' 

(dove  a  e  ^  sono  proporzionali  a  —  ò,  a,  ed  è  m  =  —  °  ). 
Per  tracciare  effettivamente  la  retta  in  questione  basterà 
conoscerne  un  altro  punto,  che  otterremo  dando  ad  x  un  valore 
numerico  arbitrario,  non  nullo,  e  calcolando  il  corrispondente 
valore  di  y. 

d)  Se   infine   nella   equazione  (1)  tutti  i  coefficienti   sono 
diversi  da  zero,  la  retta   sega   gli   assi    coordinati  x,  y  in  due 

punti  A  Q  B  propri  e  distinti. 
Per  avere  la  intersezione  A 
coli'  asse  x{y  =  0),  si  ponga 
y   =1   0  nella  (1)  ;  si  troverà 

X   =  OA  =   —  -^. 

a 

Similmente,   per  a;  ^  0,  si  ha 
e 


y 


OB 


Indicando  i  due  segmenti  OA,   OB  con 
p   = 


e  e 

a  0 

l'equazione  (1),  dopo  averne  divisi  i  due  membri  per  —  e, 
può  scriversi  sotto  la  forma 

q 

la  quale  rappresenta  una  retta  che  stacca  sugli  assi^  a  partire 
dalla  origine,  i  segmenti  p  e  q. 

103.  Retta   passante   per  un   punto   dato.  —  Disponendo 
dei  coeffìcenti  che  entrano  nell'  equazione  di  una  retta 
(1)  ax  -\-  hy  -\-  e   =^   0, 

o  meglio  dei  rapporti  di  due  di  essi  al  terzo,  si  può  ottenere 
che  la  retta  soddisfi  a  due  condizioni  assegnate,  traducentisi  in 
due  relazioni  fra  i  detti  rapporti.  In  tal  guisa  si  ritroverebbe, 
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ad   es.   sotto   la   forma  (3)  del  n.°  100,  l'equazione  della  retta 
congiungente  due  punti. 

Se  si  esige  che  la  retta  (1)  passi  per  un  sol  punto  P{x\^ 
yi),  dei  due  rapporti  sopra  nominati  uno  resterà  ancora  inde- 
terminato. Ed  infatti  la  condizione  imposta  si  traduce  nella 
relazione 

axi  -f-  ^2/1  -{-  e  =   0, 
la  quale,  sottratta  membro  a  membro  dalla  (1)^  dà 
(2)  a(x  —  xi)  -^  b(y  ~  yi)   =   0, 

equazione  che,  al  variare  del  rapporto  '^y  rappresenta  ogni  retta 
passante  per  il  punto  (xi,  yy). 

In  particolare,  se  6  =  0  ed  a  4=  0,  si  ha  x  —  x\  =  0, 
equazione  della  parallela  all'  asse  y  condotta  per  il  punto  P;  ecc. 

104.  Intersezione  di  due  rette.  —  Passiamo  ora  a  consi- 
derare due  o  più  rette  di  un  piano,  insieme  alle  equazioni 
che  le  rappresentano.  Ogni  relazione  grafica  fra  quelle  rette 
si  traduce  in  una  particolarità  del  sistema  di  equazioni  lineari, 
e  inversamente  le  proprietà  dei  sistemi  di  equazioni  lineari  a 
due  incognite  si  rispecchiano  nelle  proprietà  grafiche  dei  si- 
stemi di  rette  di  un  piano. 

Cosi,  se  son  date  due  rette  r,  r'  mediante  le  loro  equazioni 
r)  ■     ax  -\-    hy   ~\-   e  =^   0, 

r')  a'x  +  h'y  -f  e'  =   0, 

il  problema  di  determinare  il  punto  di  incontro  rr',  si  traduce 
nel  problema  di  trovare  due  valori  x,  y,  coordinate  del  punto 
stesso,  soddisfacenti  al  sistema  dato. 

Le  coordinate  richieste  sono  dunque 
,.  he'  —  h'c  ca'  —  e' a 

^  ^  ab'  —  a'b       ^   ~~    ab'  —  a'b 

Se  ab'  —  a'b  =♦=  0,  le  due  rette  si  segano  in  un  punto 
proprio. 

105.  Condizione  di  parallelismo.  —  Se  invece  ah'  —  a'ò  :=:  0, 

senza  che  siano  nulli  entrambi  i  numeratori  delle  rr'),  non 
esistono  valori  finiti  di  x,  y  soddisfacenti  le  equazioni  r),  r'); 
le  due  rette  non  hanno  alcun  punto  proprio  comune,  sono 
parallele.  La  condizione  di  parallelismo,  ah'  —  a'h   ■=^  0,  può 
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anche  porsi  (quando  a'  e  b'  siano  diversi  da  zero)  sotto  la 
forma 

a     b 

a  '     ~    W  ' 
e  si   enuncia:   condizione  perchè  due  rette,    di   date   equazioni, 
siano  parallele,  è  che  i  coefficienti   delle   variabili   in   una   delle 
equazioni  siano  proporzionali  ai  corrispondenti  coefficienti  'del- 
r  altra. 

Se  si  avesse  inoltre 

«      b      e 

~a'     ~    ~b'     —■    7^' 

(o  meglio,  per  contemplare  anche  il  caso  di  denominatori  nulli, 
se  si  verificassero  le  relazioni  che  si  ottengono  da  queste  libe- 
rando da  frazioni),  le  coordinate  del  punto  rr')  si  presente- 
rebbero sotto  forma  indeterminata  ;  ma  allora  le  due  equazioni 
r)  ed  r')  sarebbero  equivalenti,  e  le  due  rette  r,  r'  coincide- 
rebbero. 

Ritornando  alla  condizione  di  parallelismo,  notiamo  che  se 
nella  equazione  di  una  retta  r  rimangono  fissi  i  coefficienti 
delle  variabili  e  muta  il  termine  noto,  la  retta  si  muove  paral- 
lelamente a  se  stessa.  Segue  che  la  parallela  alla  r  condotta 
per  l'origine  avrà  l'equazione 

ax  -{-  by   =.   0, 
e  la  parallela  alla  retta  stessa,  pel  punto  {xi,  yi),  sarà  data  da 
a(x  —  xi)  -f  b(y  —  y,)  =z  0. 
106.  Fascio  di  rette.  —  Consideriamo  ora  tre  rette 
^)  ax  -^  by    -f  e     =0, 

^')  a'x  -f  b'y  -f-  e'    =   0, 

r")  a"x   +  b"y-\-  e"  =   0, 

e  cerchiamo  la  condizione  affincliè  appartengano  ad  uno  stesso 
fascio. 

Osserviamo  perciò  che  se  le  tre  rette  passano  per  uno  stesso 
punto  proprio,  le  coordinate  x,  y  di  questo  devono  soddisfare  in- 
sieme le  tre  equazioni,  e  quindi  deve  essere 

a        b        e 
(1)  a'      b'       e'  =   0; 

a"     b"      e" 
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e  la  medesima  relazione  si  verifica  se  le  rette  sono  parallele  tra 
loro,  perchè  allora  sono  nulli  i  minori  formati  cogli  elementi 
delie  prime  due  verticali  del  determinante.  Viceversa,  se  la  (1) 
è  soddisfatta,  ole  equazioni  r),  r'),  r")  coesistono  per  un  si- 
stema di  valori  x^  y,  ed  allora  le  rette  appartengono  ad  un  fa- 
scio proprio  ;  o  nel  determinante  (1)  sono  nulli  i  minori  nomi- 
nati, e  le  tre  rette  appartengono  ad  un  fascio  improprio.  In  ogni 
caso  :  La  condizione  perchè  tre  rette  appartengalo  ad  un  fascio, 
è  che  si  annulli  il  determinante  formato  coi  coefficienti  e  termini 
noti   delle  equazioni  delle  rette  stesse. 

Supposte  distinte  le  rette  r,  r  ',  la  (1)  esprime  pure  la  con- 
dizione perchè  esistano  due  quantità  /l  e  ^,  tali  che  sia  (cfr. 
n.''  83) 

(2)  a"  =  aX-i-  a'[A,,     h"  =  hX -^  h'f^,     e"  —  cX-^  c>. 
Ma  allora  la  equazione  r")  può  trascriversi  cosi 

{aX  +  a'i^)x  -|-  {hX  +  6»//  -j-  i^X  -f  e»   :=  0, 
ossia 

(3)  X{ax  +  hy  -}-  e)  -f  fA,{a'x  +  h'y  +  e')   =   0. 

Dunque  :  la  equazione  di  ogni  retta  formante  fascio  con  due 
rette  assegnate,  può  scriversi  come  una  combinazione  lineare  delle 
equazioni  di  queste  (^). 

Al   variare  dei  parametri  X  q  fi^   o  meglio   del  parametro 

rapporto  h   :=    -y-,  la  retta  (3),  o 

(3')         ax  -}-  by  -}-  e  -}-  h{a'x  -\-  h'y  -|-  e')  =   0, 

varia  descrivendo  il  fascio  nominato  ;  precisamente,  ai  valori 
X  ^  0,  (4,  ==  0  {h  =  0)  corrisponde  la  retta  r,  ed  ai  va- 
lori X  =  0,  (f*  4=  0  (/i  =:  Loo)  corrisponde  la  r'.  Il  para- 
metro h  può  assumersi  come  coordinata  della  retta  (3')  entro 


C-)  Che  la  (3)  rappresenti  una  retta  del  fascio  rr',  può  anche  dimo- 
strarsi direttamente,  osservando  anzitutto  che  la  (3)  è  lineare  e  quindi 
rappresenta  una  retta,  in  secondo  luogo  che  questa  retta  passa  per  il 
punto  rr%  perchè  le  coordinate  di  esso  annullano  i  trinomi  ax  -\-  . . .  , 
a'x  -{-  . . . ,  e  quindi  il  primo  membro  della  (3). 
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al  fascio;   vedremo   subito   che  si  tratta  effettivamente  di  una 
coordinata  proiettiva  (i). 

107.  Doppio  rapporto  di  quattro  rette  di  un  fascio.  —  Pro- 
poniamoci perciò  di  calcolare  il  doppio  rapporto  {rr'  r"  r'")  delle 
quattro  rette 

^)  ax   ^  hy  -\-    e    =   0, 
''')                                 a.'x  +  h'y  +  e'   =   0, 
r")           «X  +  02/  +  e  +  h{a'x  +  h'y  +  e')   =   0, 
r"')          ax  -^  hy  -^  e  -{-  k(a'x  +  h'y  +  e')   =   0, 
appartenenti  ad  un  fascio.    Quel   doppio   rapporto  è  uguale  al 
doppio    rapporto    delle   intersezioni  delle  rette  stesse   con   una 
trasversale   qualsiasi.   Se  assumiamo   come  trasversale  l'asse  x, 
(e  similmente  si  potrebbe  adoperare  l'asse  y,  od  una  parallela 
agli  assi,  se  il  centro  del  fascio  giacesse  suU' asse  x  o  nell'ori- 
gine), troviamo  come  ascisse  delle  quattro  intersezioni 
^_     _    _£l     _   A+.^^'       _    e  +  kc' 

Ora  applicando  la  nota  formola  (n."  43)  risulta  che  il  dop- 
pio rapporto   dei  quattro  punti  è    ^  ,  e  si  conclude  che 

(rr'  r"  r'")   =z     — 

Se  ad  es.  h  z=   —  A:,  le  quattro  rette  formano  un  gruppo 
armonico.  Se  k  =   1,  ed  h  qualsiasi,  si  ha 

(rr'r"r"')^=   (r'rr"'r")   =   h, 
la  quale  ci  dice:  U  parametro  h,  che  entra  nella  equazione  di  una 
retta 

ax  -]-  hy  ^  e  -i-  h(a'x  -[-  h'y  -f  e')    =   0 
variahile  in  un  fascio,  è  la  coordinata  proiettiva  della  retta  stessa 
rispetto  alle  tre  rette  fondamentali  seguenti 

a'x  +  6V  -f  C  =  0,       ax-{-hy-{-  e   z=   0, 

(ax  +  62/  +  e)  +  (a'x  +  h'y  -j-  e')   =   0, 
che  corrispondono  ai  valori  7^   ^    +  co,  0,  1. 

_  (1)  Se  del  fascio  si  conosce  il  centro  (x^,  y,),  conviene  scrivere  la  equa- 
zione della  retta  generica  di  esso  sotto  la  forma  indicata  nel  n.°  103,  che 
e  d  altronde  una  combinazione  lineare  delle  due  equazioni 

X  ~  x^   =  0,       y  _  ^j   —  0, 
rappresentanti  le  parallele  agli  assi  uscenti  dal  centro. 
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Di  qua  si  deduce  subito  la  espressione  del  doppio  rapporto 
di  quattro  rette  generiche  del  fascio  (n.°  45),  la  condizione  di 
proiettività  fra  due  fasci  (n.°  63),  ecc. 

108.  Nuova  forma  della  condizione  perchè  tre  rette  for- 
mino fascio.  —  Volendo  verificare  se  tre  rette  formano  fascio, 
è  utile  in  certi  casi  ricorrere  alla  proposizione  seguente  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  tre  rette  formino 
fascio,  è  che  esistano  tre  numeri,  non  tutti  nulli,  tali  die,  molti- 
plicando ordinatamente  per  essi  le  equazioni  delle  tre  rette  e  som- 
mando membro  a  membro,  si  ottenga  una  identità. 

Siano 

r)  ax    -{-  hy     -{-  e      =^   0, 

r')  a'x    4-  ^'y    +  C    =0, 

r")  a"x  +  h"y  +  e"   =   0, 

le  tre  rette  date,  e  si  supponga  anzitutto  che,  indicando  con 
/?.,  fi,  V  certi  tre  numeri  non  tutti  nulli,  si  abbia  identicamente 
(cioè  per  valori  arbitrari  di  x,  y) 

(1)  À{ax^by  +  c)-j-fi{a'x^b'y^c')'^-v{a"x^h"y-^c")  =  0, 
ossia 

{Àa-[-fia'-{-va")x-^(U-^fib'-^vb")y^(Àc-i-fic'-}-vc")=zO. 
Perchè  questa  identità  si  verifichi,  devono  esser  nulli  i  coef- 
ficienti di  X,  y,  e  il  termine  noto  : 

Xa  -\-  (A,a'  -j-  va"   =   0, 

U  -f  fib'  4-  vb"   =   0, 

Àc  -\-  fic'  -\-  ve"   =   0. 

Ma  la  coesistenza  di  queste   tre  equazioni,   per  valori  non 

tutti   nulli  di    À,  (A,,  V,  porta  1'  annullarsi  del  determinante  dei 

coefficienti 

a       b       e 

a'      b'      e' 

a"     b"     e" 

quindi  (n.°  106)  le  tre  rette  r,  r',  r"  formano  fascio.  Viceversa, 
se  le  tre  rette  formano  fascio  ed  è  quindi  nullo  il  determi- 
nante ora  scritto,  le  ultime  tre  equazioni  possono  risolversi  me- 
diante valori  non  tutti  nulli  di  X,  fi,  v,  e  sussiste  l'identità  (1). 
Quando  invece  nella  (1),  al  posto  di  X,  fi,  v,  si  pongano  va- 
lori arbitrari,  essa  non  sussiste  più  identicamente,  ma  ci  dà  una 
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equazione  lineare  in  x^  y^  rappresentante  una  retta,  la  quale, 
come  è  facile  vedere,  appartiene  essa  pure  al  fascio  che  con- 
tiene le  tre  rette  date. 

109.  Rete  di  rette.  —  Supponiamo,  al  contrario,  che  le  tre 
rette  r,  r',  r"  sopra  considerate  non  formino  fascio.  Allora, 
comunque  vengano  scelti  i  parametri,  non  tutti  nulli,  >t,  ^,  v, 
la  (1)  non  è  più  verificata  identicamente,  ma  rappresenta  una 
certa  retta  del  piano.  E  vale  la  proposizione  seguente: 

Date  le  equazioni  di  tre  rette  non  formanti  fascio,  mediante 
una  conveniente  combinazione  lineare  di  quelle,  si  può  rappre- 
sentare una  quarta  retta  assegnata  ad  arbitrio  nel  piano. 

Nella  nuova  ipotesi  infatti,    poiché    il    determinante  sopra 

scritto  è  diverso  da  zero,    esisteranno    tre   numeri  À,  ^,  v  tali 

che  risulti 

Àa  -\-  [A,a'  -}-  va"   =   a'", 

U  -f  fzb'  4-  vb"    =   6'", 

Xc  -\-  fic'   4-  ve"     —   c"\ 
dove  a'",  b"' ,  e"'  sono  tre  quantità  date  ad  arbitrio,  non  tutte 
nulle;  perciò  l'equazione 

{l)?.{axAr^y-\-c)-\-fA.{a'x-\-b'ij^c')^v{a"x-\-b"y^c")z:^{) 
coinciderà  coli'  altra 

a"'x  +  b"'y  +  e"'   =   0, 
che  definisce  una  retta  arbitraria  del  piano. 

Al  variare  dei  tre  parametri  /l,  /*  *»,  o  meglio  dei  due 
rapporti  — ,  '  ,  la  (1)  rappresenta  la  totalità,  o  (come  si  suol 
dire)  la  rete  delle  rette  del  piano,  il  piano  rigato. 

110.  Notazione  abbreviata.  —  Le  formule  che  ci  siamo 
procurati  finora,  permettono  di  trattare  analiticamente  le  que- 
stioni riguardanti  la  mutua  posizione  di  punti  e  rette  di  un 
piano  (ad  es.  il  teorema  dei  triangoli  omologici,  il  teorema  del- 
l'esagono iscritto  fra  due  rette,  ecc.).  Ora  quando  nella  figura 
considerata  compariscono  più  rette,  ciascuna  delle  quali  vien 
rappresentata  da  una  equazione  lineare,  conviene  spesso  met- 
tere in  evidenza  i  legami  che  passano  fra  le  equazioni  stesse, 
piuttosto  che  i  coefficienti  di  queste,  E  allora  si  preferisce 
indicare  abbreviatamente  i  primi  membri  di  alcune  tra  quelle 
equazioni    mediante   singole    lettere,    le    quali    adunque    desi- 
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gnano  polinomi  contenenti  le  variabili  x,  //,  e  non  quantità. 
Con  questa  notazione  abbreviata  si  raggiunge  una  maggior 
concisione  nella  scrittura,  in  grazia  alla  quale,  dal  solo  aspetto 
delle  formole,  è  facile  dedurre  le  proprietà  di  posizione  degli 
elementi  della  figura  studiata. 

Cosi,  se  indichiamo  con  l,  wi,  n . .  .  polinomi  lineari  in  x, 
?/,  e  quindi  con  l  =  0,  m  =  0,  n  =  0  .  .  .  le  equazioni  di 
più  rette,  potremo  enunciare  sotto  la  seguente  forma  gli 
ultimi  risultati: 

a)  L'equazione  M  -A^  fj.m  ■=■  0  rappresenta  una  retta  ge- 
nerica del  fascio  determinato  da  /  =:  0,  m  =  0  :  e  y  è  la 
coordinata  proiettiva  di  quella  retta,  rispetto  alle  rette  fonda- 
mentali m   ==   0,  Z   =   0,    ?  -|-  w  =   0. 

b)  Condizione  perchè  tre  rette  /  =  0,  m  =  0,  n  =  0 
formino  fascio,  è  che  esistano  tre  numeri  X,  ^,  v  non  tutti  nulli, 
e  tali  che  il  polinomio  XI  -j-  ^^^^  -\-  vn  sia  identicamente  nullo. 

e)  Se  le  tre  rette  Z  =  0,  w  =  0,  >^  =  0  non  formano 
fascio,  la  equazione  XI  -\-  f^m  -\-  vn  =  0  è  atta  a  rappre- 
sentare una  qualsiasi  retta  del  piano,  purché  i  parametri  X, 
^,  V  siano  convenientemente  scelti. 

d)  Per  applicare  i  risultati  qui  riassunti  alla  dimostrazione 
di  un  teorema  di  geometria  proiettiva,  consideriamo  un  trian- 
golo LMN^  i  cui  lati  (rispettivamente  opposti  a  quei  vertici) 
abbiano  le  equazioni 

l   =   0,     m   =   0,     n   =   0, 

e  siano  segati  da  una  trasversale  arbitraria 

r)  XI  -}-  firn  -[-  vw   =   0 

in  tre  punti  L\  M\  N'.  La  retta  LL'  congiungente  il  vertice 
m  =:  0,  n  =  0  coir  intersezione  del  lato  opposto  Z  =  0  e  di 
r,  ha  una  equazione  che  deve  esser  combinazione  lineare,  sia  della 
equazione  r)  e  ài  l  :=  0,  sia  delle  equazioni  rw  ^  0,  w  =  0  ; 
ora  a  queste  condizioni  soddisfa  la  equazione  fivn  A^  vn  =  0, 
che  si  ottiene  sottraendo  dalla  r)  la  /  ==  0  moltiplicata  per  X. 
In  simil  modo  si  conclude  che  alle  rette  V  ~  LL\  m'  ^  MM', 
n'  =  NN'  spettano  le  equazioni  seguenti 

V)    (A,m  -\-  vn  =iQ]    m')     vn  -^  Xl^=0\    n')     XI -\- firn  ^=^  0. 
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Le  rette   l"  =  LL",   m"  =  MM",    n"  =  NN",    coniugate 
armoniche  di    queste   rispetto  alle   coppie  di  lati  del  triangolo 
uscenti  da  L,  M,  N  rispettivamente,  sono  (n.°  107) 


l")    /4,m — vn  =  0]    m") 
E    queste    concorrono    in 


vn  —  ;iZ  =  0;  n")  Ài  —  firn  :=  0. 
un  punto  B,  perchè  sommandone 
membro  a  membro  le  equazioni,  si 
ottiene  una  identità.  Dunque  :  se 
delle  tre  intersezioni  di  una  retta  coi 
lati  di  un  triangolo  si  costruiscono  i 
coniugati  armonici  rispetto  alle  coppie 
di  vertici  esistenti  sui  lati  stessi,  i 
nuovi  punti  congiunti  coi  vertici  op- 
posti danno  tre  rette  concorrenti  in 
un  punto. 

E  viceversa  (o  dualmente)  :  ^e 
delle  tre  rette  congiungenti  i  vertici 
di  un  triangolo  con  un  punto  si  co- 
struiscono le  coniugate  armoniche  rispetto  alle  coppie  di  lati 
passanti  per  i  vertici  stessi,  le  nuove  rette  segano  i  lati  opposti 
in  tre  punti  allineati.  Infatti  le  tre  rette  primitive  si  possono 
sempre  rappresentare  mediante  le  tre  equazioni  l"),  m"),  n"); 
le  loro  coniugate  armoniche  saranno  allora  le  l'),  m'),  n');  e  per 
i  punti  di  incontro  di  queste  colle  rette  /  i=  0,  w  =  0,  n  =  0, 
rispettivamente,  passa  la  retta  r). 

Il  punto  JS  e  la  retta  r,  collegati  dalla  precedente  relazione, 
si  chiamano  armonici  rispetto  al  triangolo  LMN. 

Esercizi  I  —  1)  Segnare  i  punti  di  coordinate  (1,  1),  (2,  —  2), 
(—  3,  —  4),  (—  1,  V'2),  (2  +  J/"3,  1  —  1/5);  dividere  il  segmento  che 
congiunge  due  di  questi  punti  in  2,  3. . .  parti  eguali,  e  calcolare  le  coordi- 
nate dei  punti  di  divisione.  _ 

2)  Costruire  le  rette  di  equazioni  x  —  2  =  0,  2/+  K2==:0,  a:  +  2/^=0, 
2x  -f  3,v  =  0,  ce  -f  2^  4-  3  =  0. 

3)  I  punti  (1,  2),  (2,  —  2),  ( —  3,  —  4)  determinano  un  triangolo; 
scrivere  le  equazioni  dei  lati,  delle  parallele  ai  lati  condotte  per  i  vertici 
opposti,  delle  congiungenti  i  punti  medi  dei  lati,  delle  mediane  ;  verificare 
che  le  ultime  tre  rette  concorrono  in  un  punto,  e  calcolarne  le  coordinate. 

4)  Le  rette  x  +  ?/  —  1  =  0,  a;  —  2?/  —  2  =  0,  3a;  —  2/y  +  6  =  0 
determinano  un  triangolo;  calcolare  le  coordinate  dei  vertici;  scrivere  le 
equazioni  delle  parallele  ai  lati  condotte  per  i  vertici  opposti,  e  delle  me- 
diane; determinare  la  intersezione  di  queste. 
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5)  Risolvere  i  problemi  indicati  negli  esercizi  3),  4)  nella  ipotesi  che 
i  vertici  del  triangolo  abbiano  le  coordinate  {xi,  yt),  oppure  i  lati  abbiano 
le  equazioni  atx  -}-  bìy  -\-  d  =  0,  {i  =  1,  2,  3);  dimostrare  in  particolare, 
nella  prima  ipotesi,  che  il  punto  di  concorso  delle  mediane  ha  le  coordinate 
"3  (^1  +  X2  +  x^),  -jiyi  +  2/2  +  ys)- 

II  —  6)  Dati 'in  un  piano  n  punti  Ai  {xi ,  y  i)  e  dati  in  corrispondenza 
n  numeri  ^i  ,  (i  =  1,  2, . . . ,  «),  il  baricentro  dei  punti  Ai  presi  coi  pesi  pi 
si  definisce  nello  stesso  modo  tenuto  per  le  punteggiate  (n.°  32,  es.  4)).  Si  di- 
mostri che  le  coordinate  del  detto  baricentro  sono  — 'J— — *- 1    --4,'  (sicché 

^iipi  Hi  Pi 

in  particolare,  il  punto  di  concorso  delle  mediane  di  un  triangolo  è  il 
baricentro  dei  vertici  presi  con  pesi  uguali);  e  si  concluda  che  il  detto 
baricentro  non  dipende  dall'  ordine  in  cui  i  punti  A  i  si  adoperano  nella 
costruzione.  Se  però  -S",-^,-  =z  0,  senza  che  siano  nulli  entrambi  i  numera- 
tori, le  rette  che  congiungono  ciascun  punto  A  i  col  baricentro  dei  rima- 
nenti, risultano  tutte  parallele,  e  si  dice  che  il  baricentro  degli  n  punti  è 
all'infinito  in  quella  direzione.  Se  finalmente  sono  nulli  anche  i  due  nume- 
ratori, ciascun  punto  Ai  coincide  col  baricentro  dei  rimanenti,  ed  il  bari- 
centro dei  punti  dati  è  indeterminato. 

7)  Dati  due  punti  Pj  {xi,  y{),  P^  (iCo?  U-i)  sd  una  retta  ax-\-hy  -[-c=::  0, 
che  seghi  la  congiungente  di  quei  punti  in  Q,  calcolare  il  rapporto  sem- 
plice (P1P2Q).  Dedurre  una  dimosti'azione  del  teorema  di  Menelao  per 
un  triangolo  0  per  un  n.gono  piano  (n.°  36). 

8)  Datii  punti  Pi(a;i,j(/i),  P2(a?2>2/2)j  -PaC^a^^/a)^  •JP4 («^4,2/4);  calcolare 
il  rapporto  semplice  (P1P2Q)  essendo  Q  ^  PiI'ì  •  PaPi-  Dedurre  una 
dimostrazione  del  teorema  di  Ceva  (u.°  37). 

9)  Scrivere  l'equazione  di  quella  retta  che  passa  pel  punto  d'incon- 
tro di  ax  -{-  by  -\-  e  ■=^  0^  a'x  -j-  b'y  -\-  e'  =  0,  e  soddisfa  ad  una  delle 
condizioni  seguenti:  a)  passa  per  l'origine;  b)  è  parallela  ad  uno  degli 
assi;  e)  passa  per  un  punto  di  date  coordinate;  d)  è  parallela  ad  una  retta 
di  data  equazione  ;  e)  passa  pel  punto  di  concorso  delle  rette  ax  -\~  (ìy  -\-  y  =  0, 
a'x  -f  ^'y  -{-  y'   =  0. 

10)  Le  congiungenti  i  vertici  di  un  triangolo  coi  punti  medi  dei  seg- 
menti intercettati  sopra  una  trasversale  dai  relativi  angoli,  segano  i  lati 
opposti  del  triangolo  in  tre  punti  allineati;  (si  possono  assumere  due  lati 
del  triangolo  come  assi  coordinati).  Di  qual  teorema  proiettivo,  dimostrato 
nel  testo,  può  questo  riguardarsi  come  caso  particolare  metrico  ? 

11)  Dimostrare  a iì aliticamente  il  teorema  di  Pappo  sull'esagono  iscritto 
tra  due  rette  (n."  70,  Oss.  II)  (od  anche,  più  generalmente,  il  teorema  sul- 
l' asse  di  proiettività  di  due  punteggiate  proiettive),  assumendo  queste  come 
assi  coordinati. 

12)  I  punti  medi  delle  diagonali  di  un  quadrilatero  completo  stanno 
sopra  una  medesima  retta  (cfr.  n.°  89,  es.  10));  (due  lati  del  quadrilatero  pos- 
sono assumersi  come  assi  coordinati;  oppure  si  possono  ritener  date  le  coor- 
dinate dei  sei  vertici,  tenendo  conto  delle  relazioni  che  devono  legarle). 
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Capitolo  II. 


Distanze,  angoli,  aree. 

111.  Proiezioni  parallele  di  segmenti.  —  Tratteremo  ora  un 
secondo  gruppo  di  questioni  sui  punti  e  le  rette  di  un  piano, 
questioni  relative  ai  concetti  metrici  di  distanza,  angolo,  area .  .  . 
Per  procedere  in  modo  uniforme  nel  detto  studio,  premettiamo 
qualche  nozione  sulle  proiezioni  parallele  dei  segmenti. 

Date  nel  piano  due  rette  non  parallele  x^  y,  sulla  prima 
delle  quali  sia  fissato  il  verso  positivo,  possiamo  immaginar 
proiettati  i  punti  del  piano  sopra  x  'parallelamente  ad  y,  o  se- 
condo la  direzione  i/,  cioè  dal  punto  all'  infinito  di  y.  I  punti 
di  un  segmento  AB  avranno  per  proiezioni  i  punti  di  un  seg- 
mento A!B'  di  X,  il  quale  (tenuto  conto  del  segno)  si  dirà 
^proiezione  di  K^  sopra  x  secondo  la  direzione  y.  È  chiaro  che 
se  AB  si  sposta  parallelamente  a  sé  stesso,  mantenendo  inva- 
riata la  propria  grandezza  e  il  proprio  verso,  la  proiezione 
A'B'  scorre  sopra  x  senza  alterarsi  né  in  grandezza,  né  in 
verso;  dunque:  segmenti  uguali,  paralleli  ed  ugualmente  di- 
retti, o  (come  diremo  brevemente  riassumendo  le  tre  condizioni 
con  un  solo  aggettivo)  segmenti  equipollenti  hanno  proiezioni 
uguali  sopra  una  stessa  retta,  secondo  una  stessa  direzione. 

a)  Se  fissiamo  il  verso  positivo  anche  sopra  y^  potremo 
costruire  inoltre  la  proiezione  A"B"  di   AB  sopra  y,  secondo 

la  direzione  x.  I  due  segmenti 
A'B\  A"B",  considerati  in  gran- 
dezza, direzione  e  verso,  si  chia- 
mano le  componenti  di  AB  (seg- 
mento risidtanté)  secondo  le  dire- 
zioni Xj  y.  Le  rette  proiettanti 
adoperate  nella  costruzione  limi- 
tano un  parallelogramma  APBQ^ 
di  cui  il  segmento  AB  è  una  dia- 
gonale, ed  i  cui  lati  AP,  PB  sono  equipollenti  alle  due  com- 
ponenti nominate;  enunceremo  questa  osservazione  dicendo: 
con    due    segmenti  equipollenti  alle  componenti  di  un  segmento 
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si  può  costruire  una  spezzata  hilatera,  di  cui  il  segmento  dato 
congiunge  gli  estremi.  Se  il  segmento  AB  sì  sposta  parallela- 
mente a  se  stesso,  senza  alterarsi  in  grandezza,  le  due  compo- 
nenti di  esso  non  mutano  né  grandezza,  ne  direzione,  né  verso  ; 
dunque  le  componenti  di  un  segmento  definiscono  il  segmento 
in  grandezza,  direzione  e  verso,  non  in  posizione. 

Se  si  assumono  le  rette  x,  y  come  assi  coordinati  e  si  chia- 
mano {x,  y)  ed  (x',  y')  le  coordinate  cartesiane  di  A  e  B,  \e 
componenti  ài  AB  sono  date,  in  valore  e  segno,  da 


y  —  y- 

In  particolare,  le  componenti  del  segmento  che  va  dall'o- 
rigine ad  un  punto,  sono  le  coordinate  cartesiane  del  punto 
stesso. 

è)  Consideriamo  ora  più  segmenti,  che  siano  i  successivi 
lati  di  una  spezzata,  ad  es.  ABCD]  proiettiamo  i  vertici  di 
questa  sopra  x,  secondo  la  direzione  ?/,  ed  indichiamone  le 
proiezioni  con  .4',  5',  C  D' .  Chiameremo  proiezione  della  spez- 
zata (su  X  secondo  la  direzione  y)  la  somma  delle  proiezioni 
dei  lati,  prese  coi  segni  che  ad  esse  spettano,  vale  a  dire 
(n.°  25) 

A'B'   +   B'C   +    CI)'    =    A'D'. 

Ma  A'D'  è  la  proiezione  di  AD\  dunque: 

La  proiezione  di  una  spezzata  è  uguale  alla  proiezione  del 
segmento   che    ne   congiunge    gli 
estremi,    (essendo    le    proiezioni 
eseguite  sopra  una  stessa  retta, 
secondo    una    stessa   direzione). 

In  particolare  :  la  proiezio- 
ne di  un  segmento  è  uguale  alla 
somma  delle  proiezioni  delle  sue 
componenti,  prese  secondo  due 
direzioni  qualisivogliano. 

La  proiezione  del  perimetro 
di  un  poligono  è  nullo  (sopra  una  retta  qualsiasi  secondo  una 
qualsiasi  direzione). 

Se  due  spezzate  hanno  gli  stessi  estremi,  le  loro  proiezioni 
sopra  una  stessa  retta,  secondo  una  stessa  direzione,  sono  uguali. 
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e)  Se  si  eseguiscono  proiezioni  ortogonali^  vale  a  dire  se 
la  retta  x  su  cui  si  proietta,  è  perpendicolare  alla  direzione  y 
secondo  cui  si  proietta,  passa  una  relazione  semplice  fra  la  lun- 
ghezza di  un  segmento  e  la  sua 
proiezione.  Sia  infatti  AB  un  seg- 
mento di  una  retta  r,  e  sia  A'B', 
la  sua  proiezione  ortogonale  su  x. 
Possiamo,  senza  alterare  la  proie- 
zione, immaginar  trasportato  pa- 
rallelamente AB  colla  retta  r,  fin- 
che A  viene  a  coincidere  con  A'. 
Allora  AB  ed  A'B'  sono,  rispet- 
tivamente, ipotenusa  e  cateto  di 
un  triangolo  rettangolo  di  cui  xì-  è  l'angolo  adiacente  al  ca- 
teto ;  dunque 

A'B'  =  AB  cos  xr. 
Questa  relazione  vale  anche  nei  segni,  quando  si  siano  fissati 
comunque  i  versi  positivi  sopra  le  rette  x  ed  r.  Ciò  si  verifica, 
supponendo  anzitutto  fissati  i  versi  da  A  verso  B  e  da  A' 
verso  B',  giacché  allora  i  tre  termini  della  precedente  ugua- 
glianza sono  positivi,  e  notando  poi  che  una  inversione  del 
senso  positivo  sopra  una  delle  due  rette  muta  il  segno  a  due 
di  quei  termini,  e  lascia  inalterato  il  terzo.  In  parole  :  la  proie- 
zione ortogonale  di  un  segmento  sopra  una  retta  è  data  {in  valore 
e  segno)  dal  prodotto  del  segmento  obiettivo  per  il  coseno  dell'an- 
golo formato  dalle  rette  contenenti  il  segmento  e  la  proiezione. 

Osservazione.  —  Neil'  ultimo  paragrafo,  parlando  di  un  segmento,  ab- 
biamo fatto  attenzione  alla  sua  grandezza,  alla  direzione  della  retta  che 
lo  sostiene,  al  verso  in  cui  il  segmento  si  intende  descritto,  ma  non  ci 
siamo  occupati  della  posizione  che  il  segmento  occupa  nel  piano  (o  nello 
spazio).  Ora  in  alcune  applicazioni  della  matematica  (alla  meccanica,  alla 
fìsica .  . .),  nelle  quali  un  siffatto  ente  geometrico  spesso  interviene,  si  è  con- 
venuto di  attribuirgli  un  nome  speciale  ;  si  è  chiamato  vettore  un  segmento 
considerato  in  grandezza,  verso  e  direzione.  Se  ^i?  è  un  vettore  che  va 
descritto  da  A  verso  B,  il  punto  A  si  chiama  origine  (  o  punto  Cf  applicazione) 
e  B  termine]  un  vettore  noto  è  fissato  anche  in  posizione,  quando  ne  sia 
data  la  origine.  Due  vettori  che  differiscano  solo  per  l'origine  (vale  adire 
due  segmenti  equipollenti)  diconsi  uguali.  Ai  vettori  si  applicano  le  no- 
zioni di  proiezioni.,  componenti  .  . .,  di  cui  parlammo  a  proposito  dei  segmenti. 

Dati  due  o  più  vettori,  se  a  partire  da  un  punto  A  arbitrario  si  costruì- 
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sce  un  vettore  A  B  uguale  al  primo  vettore  assegnato,  poi  un  vettore  B  C 
uguale  al  secondo  assegnato,  e  così  si  continua,  si  arriva  alla  fine  a  trac- 
ciare una  spezzata  ABC ...  HK,  che  ha  tanti  lati  quanti  sono  i  vettori 
dati;  il  vettore  AK  che  ne  congiunge  gli  estremi  si  chiama  somma  o  risul- 
tante dei  vettori  dati  (componenti);  ad  es.,  nel  piano,  un  vettore  qualsiasi  è 
la  somma  delle  sue  due  componenti,  prese  secondo  due  direzioni  arbitrarie. 
La  somma  o  composizione  dei  vettori  gode,  come  facilmente  si  dimostra, 
la  proprietà  associativa  e  commutativa. 

Colla  nuova  locuzione,  un  teorema  precedente  può  enunciarsi  dicendo, 
che  la  somma  delle  proiezioni  di  più  vettori  uguaglia  la  proiezione  della 
somma  dei  vettori  stessi  (sopra  una  data  retta,  secondo  una  data  direzione). 

112.  Distanza  di  due  punti.  —  Riprendiamo  ora  gli  assi 
cartesiani  x,  y,  sopra  i  quali  supporremo  (quando  non  si  dica 
il  contrario)  fissati  i  versi  positivi,  in  guisa  che  la  semiretta 
positiva  X  venga  a  coincidere  colla  semiretta  positiva  y,  me- 
diante la  rotazione  in  verso  positivo  di  un  angolo  xy  inferiore 
a  due  retti.  Spesso,  per  semplificare  le  formule,  aggiungeremo 
inoltre  la  ipotesi  che  l'angolo  xy  sia  retto,  che  il  sistema  car- 
tesiano sia  ortogonale  \  a  questa  ipotesi  conviene  attenersi  sem- 
pre nelle  applicazioni  metriche,  quando  si  sia  liberi  nella  scelta 
degli  assi  coordinati.  Supporremo  inoltre^  da  ora  in  poi,  che  si 
adoperi  la  stessa  unità  di  misura  per  valutare  i  segmenti  ap- 
partenenti ai  due  assi,  o  ad  ogni  altra  retta  del  piano. 

Ciò  premesso,  consideriamo  due  punti  F{x,y),   F'{x',y') 
giacenti  sopra  una  retta  r,  su  cui  sia  fissato  arbitrariamente  il 
verso  positivo,  ed  indichiamo  con 
d  la  misura  (in  valore  e  segno) 
del  segmento  PP'.  Siano  inoltre 
X  =^  x'  —  X,       J  =:  y'  —  y 

le  componenti  secondo  le  dire- 
zioni X,  y  del  detto  segmento,  le 
quali  possono  riguardarsi  come 
lati,  paralleli  ad  x,  y,  di  una 
spezzata  PQP'  conducente  da 
P  in.  P'.  Proiettiamo  ortogonal- 
mente  il    segmento    PP'    e    la 

spezzata  sopra  una  retta  arbitraria  s  (su  cui  si  supporrà  fissato 
il  verso  positivo);  avremo  (n.°  111,  6,  e)) 
(a)  dcosrs  =   Xcosxs  -j-   Ycosys; 

12 
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e  facendo  coincidere  la  5  ordinatamente  colle  rette  r,  x^  y,  ot- 
terremo ancora 

(/?)  d  =   Xco'&xr   -j-    ycos  T/r, 

(7)  dcos,rx  =z   X  -[-   Fcosyx, 

(^)  dcosry   =   Xcosxy  -|-   Y, 

Occupiamoci  pel  momento  delle  ultime  tre,  fra  le  quali 
possiamo  eliminare,  sia  cos  xr,  cos  yr^  sia  le  lunghezze  d,  X,  Y. 
Per  raggiungere  il  primo  scopo,  moltiplichiamo  i  due  membri 
della  (/?)  per  d,  ed  al  posto  di  d  cos  xr  e  d  cos  yr  scriviamo  i 
loro  valori  dati  dalle  (7)  e  (ó);  avremo 

6^2   ^   X2  +   r^  +  2XYcosxy, 
ossia,  ricordando  le  espressioni  di  X,    Y, 

(1)  ^2  3^  (:c'  -xy-^(y'-y)^-\-2(x'-  x)  [y'  -  y)  cos  xy. 
La   formola   (1)   permette   di  calcolare   la  distanza  di  due 

punti  P,  P',  dati  mediante  le  loro  coordinate. 

In  assi  ortogonali  la  (1)  diviene  (d'accordo  col  teorema  di 
Pitagora) 

(1')  d^   =    {x'  -  xY  +  {y'  -  yY- 

il  quadrato  della  distanza  di  due  punti  è  espresso,  in  coordinate 
ortogonali,  dalla  somma  dei  quadrati  delle  differenze  fra  le  coor- 
dinate omonime  dei  due  punti.  In  particolare,  la  distanza  del 
punto  P  dall'origine  è  data  da  OP  =  )/ ^^  -j-  y^ . 

113.  Relazioni  angolari.  —  Eliminiamo  ora  d,  X,  Y  fra  le 
equazioni  (/?),  (y),  (ò),  le  quali  sono  lineari  ed  omogenee  rispetto 
a  quelle  quantità,  certo  non  tutte  nulle;  dovrà  essere  dunque 
1  cos  xr      cos  yr 

(2)  cos  ra;  1  cosyx        =   0, 
cos  ry     cos  xy         1 

ossia 

sen^xy  =  coserà?  -]-  cos^ry  —  2  cos  ra;  cos  ry  cosxy. 
La  (2)  stabilisce  un  legame  fra  i  coseni  degli  angoli   che 
una  retta  r  forma  cogli  assi  coordinati,  o  (come  diremo  breve- 
mente) fra  i  coseni  di  direzione  della  retta.  Nel  caso  di  assi  or- 
togonali quella  relazione  si  riduce  alla  notissima 

coserà;  -j-  cos^ry  =  1,     ossia     coserà;  -f  sen^rx  =  1. 
Per    calcolare    ora    il   coseno   dell'angolo   formato   da   due 
rette;  in  funzione  dei  coseni  di  direzione  di  queste,    operiamo 


=   0, 
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sulle  relazioni  (a),  (y),  (ó),  come  abbiamo  operato  or  ora  sulle 
(/^)j  (/),  (^)-  Otterremo 

cos  rs     cos  xs 
cos  rx         1 
cos  ry     cos  xy 
la  quale  può  anche  scriversi  cosi 

0         cosa:;^ 
cos  rx         1 
cos  ry     cos  xy 


cos  ys 

cos  yx 

1 


cos  r*  sen^  xy  -\- 
0  finalmente 
(3)     cos  r^   =   — 


cos  ys 
cos  yx 
.  1 


=  0, 


sew^xy 


0 
cos  rx 
cos  ry 


cos  37.9    cos  ys 
1         cos  i/x 
cos  xy         1 


Se  gli  assi  sono  ortogonali, 
(3')  cos  rs  =  cos  xr  cos  xs  -f  cos  yr  cos  ys^ 

la  quale  dice  che,  in  assi  ortogonali,  il  coseno  dell'angolo  di 
due  rette  è  dato  dalla  somma  dei  prodotti  dei  coseni  di  dire- 
zione dell'una  retta  per  i  corrispondenti  coseni  dell'altra  (^). 

114.  Rapporto  direttivo  di  ima  retta.  —  Per  applicare  la 
formola  precedente  a  questioni 
di  geometria  analitica,  occorre 
anzitutto  saper  dedurre  dall'  e- 
quazione  di  una  retta  gli  angoli 
che  questa  forma  cogli  assi  coor- 
dinati. 

Consideriamo  a  tal  fine  una 
retta  r 

(1)      ax  -i-  by  -}-  e  =  0, 

ed  indichiamo   con   s  la   paral- 
lela ad   essa    condotta  per   V  origine,   la   quale  ha  l'equazione 

ax  -f-  by  =  0,     ossia     —   --  =  — 

(^)  La  (3'),  poiché  cosyr  =  senxr,  cosys  =  senxs,  non  differisce 
dalla  formola  che  dà  l'espressione  di  cos  (ajr  —  xs).  Si  osservi  che  il  me- 
todo qui  seguito  permette  di  ritrovare  in  modo  uniforme,  e  tenendo  conto 
dei  segni,  tutte  le  formule  della  trigonometria  piana.  Rimandiamo,  per  gli 
sviluppi,  alla  Trigonometria  del  Baltzer,  ed  alla  Geometria  Analitica  del 
D'Ovidio,  Gap.  III. 
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(se  h  ^  0).  Preso  su  s  un  punto  8  ad  arbitrio,  di  cui  siano  OA 
l'ascissa  eà  A8  l'ordinata,  potremo  scrivere  —  --  =z  -^,  dalla 
quale,  osservando  il  triangolo  OAS^  si  deduce 
,^.  a  sena;*  sen  rcr 

0  sen  sy  sen  ry 

L'espressione  —  y,  clie  è  il  coefficiente  di  x  nella  equa- 
zione della  retta  r  risolta  rispetto  ad  y, 

a  e 

y  =  -  T'^-j' 

si  suol  chiamare  rapporto  (o  coefficiente)  direttivo  della  retta  r, 
perchè  dipende  soltanto  dalla  direzione,  non  dalla  posizione,  di 
questa.  Il  rapporto  direttivo  è  adunque  il  rapporto  dei  seni 
degli  angoli  a:;r  ed  ry,  che  la  retta  forma  cogli  assi.  Esso  assume 
una  espressione  notevole  in  assi  ortogonali,  giacché  allora 

(2')  -   T    ="   *g^^5 

in  assi  ortogonali^  il  rapporto  direttivo  di  una  retta  è  uguale  alla 
tangente  deW  angolo  che  V  asse  x  forma  colla  retta  (^). 

Ritornando  ad  assi  obliqui,  notiamo  che  la  formola  (2),  ossia 

sen  xr    sen  yr 

a  h 

ci  fornisce  quantità  proporzionali  ai  seni  degli  angoli  xr^  yr 
che  la  retta  r  forma  cogli  assi.  Volendo  i  valori  di  quei  seni, 
fissiamo  arbitrariamente  il  verso  positivo  sulla  retta  r,  e  condu- 
ciamo dall'origine  la  normale  n  ad  r,  assumendo  sulla  n  il 
verso  positivo  in  guisa  che  sia  nr  :=  -f-  -~  .  Risulta  allora 

senccr  =  cosxn,      senyr  =  cosyn, 
e  la  proporzione  precedente  conduce  alle  due  uguaglianze 
(3)  cos  xn   =   aQ,     cos  yn   ^=   òq, 

dove  Q  indica   un  fattore   di  proporzionalità   che  si  tratta  di 


(^i)  Segue  che  una   retta  formante  l'angolo  gp  coli' asse  x  ha,  in  assi 
ortogonali,  una  equazione  del  tipo 

y  =  xtg  (p  -{-  cost., 
e,  se  la  retta  passa  per  il  punto  {x',  y'), 

y  —  y'  =  {x  ~  x')tg(p. 
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determinare.  Ricordiamo  a  tal  fine  la  relazione  che  passa  tra  i 
coseni  di  direzione  di  una  retta  (n.°  113,  (2)), 

1         cos  xn     cos  yn 
cosnx         1         cosyx        =   0; 
cos  ny     cos  xy         1 

tenendo  conto  delle  (3)  e  sviluppando,  questa  ci  dà 

sen^  xy  —  Q^{a^  -f-  6^  —  2  ab  cos  xy)  =  0, 
donde 

(^)  ^  sen  xy 

^   ^  ^  ±   V  a^  +  Ò2  _  2abcosxy' 

E  finalmente,  ritornando  alle  (3),  troviamo 


cos  xn 


sen  xr 


a  sen  xy 


(5) 


cos  yn  =  sen  yr   ■=. 


:t    y  a^  -[-  52  —  2 ab  cos  xy 
b  senxy 


±    l/a'^^-f"^^  —  '2  ab  cos  xy 
le  quali  risolvono  il  problema  proposto. 

In  assi  ortogonali  le  formole  si  semplificano: 

(4')  Q  ^ 


(5')  cos  xn  = 


±   V  a'-  +  52  ' 
cos  yn   = 


V  a^  -\-  b''  ' 


Quanto  al  segno  da  attribuirsi  al  radicale  nella  espressione 
di  ()  e  nelle  formole  ove  comparisce,  si  noti  che  esso  è  in- 
determinato finche  sulla  retta  r 
non  sia  fissato  il  verso  posi- 
tivo; quando  questo  sia  fissato, 
si  ricorrerà  caso  per  caso  alla 
figura,  o  ad  altre  considerazio- 
ni, per  togliere  l'ambiguità. 

115.  Equazione  normale  di 
una  retta.    —    Moltiplicando    i 
due  membri  dell'equazione 
(1)        ax  -\-  by  -\-  e  =^  0, 
della  retta  ;•  per  il  fattore  non  nullo  (),  ora  calcolato,  e  tenuto 
conto  delle  (3),  quella  equazione  assume  la  forma 
xcosxn  -j-  y  cos  yn  -|-  e'  =  0, 
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dove  e'  =  CQ  e  una  costante  di  cui  vedremo  subito  il  signifi- 
cato geometrico.  Consideriamo  a  tal  fine  la  intersezione  della 
retta  r  con  uno  degli  assi,  a  cui  la  retta  non  sia  parallela;  ad 
es,  l'intersezione  M  coli' asse  x.  Sostituendo  nell'ultima  equa- 
zione, al  posto  di  X,  y,  le  coordinate  (Oilf,  0)  del  punto  If,  abbiamo 

OM  cosxn  -\-  e'  =  0, 
ossia  (visto  il  triangolo  rettangolo  OMN),   e'  =  —  OiV.  In- 
dicando con  ^  il  valore  del  segmento  ON  preso  col  segno  che 
gli  spetta,  potremo  porre  la  equazione  della  retta    r    sotto  la 
forma 
(6)  a;  cosxn  -f-  ycosyn  —  ^  =  0. 

Concludiamo  che  la  equazione  di  una  retta  qualsiasi  può 
scriversi  assumendo  come  coefficienti  delle  variabili  x,  y  i  coseni 
di  direzione  della  normale  alla  retta,  e  come  termine  noto  la 
distanza,  cambiata  di  segno,  delV origine  dalla  retta.  Questa  parti- 
colare equazione,  in  cui  le  costanti  hanno  i  significati  geome- 
trici ora  esposti,  fu  detta  (daHESSE)  forma  normale  delVequazione 
di  una  retta,  o,  brevemente,  equazione  normale  della  retta. 

In  assi  ortogonali,  posto  xn  =  a,  e  quindi  yn  :=z  a  —  -^ , 
l'equazione  normale  assume  la  forma 
(6')  a:;  cos  a  -|-  ysena  —  ^   =   0. 

Va  notato  che  l'equazione  normale  di  una  retta  rappresenta 
la  retta  orientata,  cioè  presa  con  un  determinato  verso;  giacche 
ove  si  inverta  sopra  r,  e  quindi  sopra  n,  il  verso  positivo,  mu- 
tano segno  nella  (6),  o  (6'),  i  coefficienti  delle  variabili  e  il 
termine  noto. 

D' ordinario  una  retta  vien  data  analiticamente  mediante 
una  equazione  generale,  lineare,  del  tipo  (1),  i  cui  coefficienti 
non  hanno,  in  generale,  alcun  significato  geometrico  ;  (lo  hanno 
bensì  i  loro  mutui  rapporti).  Dalle  cose  dette  risulta  che  la 
equazione  normale  della  retta  stessa,  si  ottiene  moltiplicando 
i  due  membri  della  (1)  per  il  fattore  q;  quindi,  tenuto  conto 
della  (4),  quella  equazione  normale  può  scriversi  sotto  la  forma 

(7)  (ax  -^  by  -\-  c)senxy       __  ^^ 

±   Y a^  -j-  6'^  —  2abcosxy 
s'intende  dire  che,  se  nella  (7)  si  staccano  i  termini  con  x,  y 
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ed  il  termine  noto,  i  relativi  coefficienti  hanno  precisamente  i 
significati  geometrici  messi  in  luce  nella  equazione  normale  (6). 
In  assi  ortogonali^  V  equazione  normale 

ax  -\-  ly  -\-  Q, 


(T) 


v 


0 


;2    -f    62 

si  ottiene  dall'equazione  generale  della  retta,  dividendone  il  primo 
membro  per  la  radice  quadrata  della  somma  dei  quadrati  dei 
coefficienti  delle  variabili. 

Quanto  al  segno  del  radicale,  sussiste  l'osservazione  fatta 
sopra. 

116.  Distanza  di  un  punto  da  una  retta.  —  Il  vantaggio 
di  adoperare  in  talune  questioni  l'equazione  normale  di  una 
retta  risulta  dal  problema  seguente. 

Sia  data  una  retta  r  ed  un  punto  P(x',  y'),  comunque  si- 
tuato; si  voglia  calcolare  la  distanza  ò  =  PQ  del  punto 
della  retta.  Supponiamo  che  su  questa  sia  fissato  il  verso  po- 
sitivo; conduciamo  da  0  la  normale  n  ad  r,  e  su  n  e  sulle 
parallele  ad  n,  fissiamo  il  verso  positivo  secondo  la  conven- 
zione fatta  prima  (nr  =  ~\-  ^)-  La  distanza  ó  assumerà 
cosi  un  certo  segno,  dipendente 
dalla  banda,  rispetto  ad  r,  in 
cui  si  trova  il  punto  P;  preci- 
samente, date  le  nostre  conven- 
zioni, avranno  distanza  positiva 
da  r  i  punti  giacenti  a  sinistra 
di  un  osservatore  che  percorra 
la  retta  nel  senso  positivo,  e 
distanza  negativa  gli  altri  pun- 
ti. Ciò  premesso,  si  conduca  per 
P  la  retta   r'   parallela  ad  r,  e 

sia  N'  il  punto  in  cui  quella  sega  n.  Si  avrà  allora,  anche 
tenendo  conto  dei  segni, 

QP  =  NN'  =   ON'  —  ON  =:  p'  —  p, 
dove  si  è  posto  ON  =  p,  ON'   =  i>'. 

Ora  se  la  retta  r  è  data  mediante  la  sua  equazione  normale 
(6)  X  cos  xn  -\-  y  cos  yn  —  p   =   0, 
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p  è  noto.    Quanto    a  7?',    osserviamo   che   1'  equazione   normale 
di  r'  sarà 

X  0,0?,  xn  -f-  y  cos  yn  —  p'   =   0, 

e  poiché  la  retta  stessa  passa  per  P,  dovrà   questa   equazione 

esser  soddisfatta  dalle  coordinate  (x\  y')  di  P,  donde  si  trae 

p'   ■==■   x'  cos  xn  -]-  y'  cos  y n. 

Sostituendo  nell'  espressione  di  QP  e  cambiando  segno,  si 

ha  infine 

(8)  ò   =    PQ   ■=.   —  (yx'  Q,<ò'&  xn  -j-  y'  co^yn  —  p). 
Il  risultato  si  enuncia  in  forma  molto  semplice: 

La  distanza  di  un  punto  di  date  coordinate^  da  una  retta 
di  data  equazione  normale,  è  il  valore  opposto  a  quello  che  as- 
sume il  primo  ììiemhro  della  equazione  stessa,  quando  al  posto 
delle  variabili  si  sostituiscano  le  coordinate  del  punto. 

Risulta  dunque  che,  se  nel  primo  membro  della  equazione 
normale  di  una  retta  si  sostituiscono  alle  variabili  le  coordinate 
di  un  punto  qualsiasi,  quel  primo  membro  assume  un  valore 
che  ha  una  immediata  interpretazione  geometrica,  giacche  esprime 
(a  parte  il  segno)  la  distanza  del  punto  dalla  retta. 

L'ultima    osservazione    non   sussiste   più,  se   la  equazione 
della  retta  è  data  in  forma  generale 
(1)  ax  -\-  by  -j-  e   =   0. 

Allora  per  risolvere  il  problema  di  cui  ci  occupiamo,  con- 
verrà ridurre  a  forma  normale  la  (1).  Ricordando  la  (7)  e 
l'ultimo  enunciato,  troviamo  la  formola 

(9)  ò   =         («a;'  +  ày'  +  c)senxy 

=F  Va^  -\-  b^  —  2  ab  cos  xy 
In  assi  ortogonali^  la  distanza  del  punto  (x',  y')  dalla  retta 
(1)  è  espressa  da 

^^  ^  =  — iAT^r^- 

qp  ya^  -\-  V 
Il  segno  del   radicale   è,    come  dicemmo,  indeterminato,  finché 
sulla  retta  non  sia  fissato  il  verso  positivo.  Spesso  si  conviene 
di  riguardar  come  positiva  la  distanza  dell'origine  0  (0,  0)  da 
una  retta  qualsiasi  che  non  passi  per  0,  vale  a  dire  il  valore 

e  sen  xy 


P 


+  Va^  -\-  h^  —  2  ah  cos  xy 
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questa  convenzione  costringe  ad  assumere  un  determinato  segno 
per  il  denominatore  (il  segno  di  e,  poiché  senxy  >  0).  La 
convenzione  però  non  si  estende  alle  rette  uscenti  dall'  origine. 
Osserrazìone.  —  In  ogni  caso,  risulta  dalla  (9),  o  (9'),  che  il  valore 
assunto  dal  primo  membro  della  (1  ),  quando  al  posto  delle  variabili  si  pon- 
gano le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi  F,  è  proporzionale  alla  distanza 
di  P  dalla  retta.  E  quel  valore  ha  lo  stesso  segno  per  i  punti  P  che 
stanno  da  una  determinata  banda  della  retta,  ed  il  segno  opposto  per  i 
punti  che  stanno  dalla  banda  opposta  ;  precisamente,  se  e  +  0,  quel  valore 
ha  il  segno  di  e,  quando  P  sta  dalla  banda  dell'origine  rispetto  alla  retta. 

117.  Angolo  di  due  rette.  —  Date  due  rette  ;•,  r',  sopra 
cui  siano  fissati  i  versi  positivi,  e  condotte  a  queste  le  normali 
n,  n'  dall'origine,  orientate  in  guisa  che  m'  ■=  n^-'  =z  -f-  —  , 
risulta   rr'   =    nn'. 

Ora  si  ha  (n.°  113,  (3)  ) 

cos  rr'  ^  coswn'  =  — 


sen  ^xy 


la  quale  determina  V  angolo 
rr',  quando  le  due  rette  r,  r' 
siano  date  mediante  le  loro 
equazioni  normali. 

Se  invece  queste  sono 
date  mediante  le  equazioni 
generali 

r)      ax  -{-    hy   -^    e  =^   0, 
r')  a'x  -1-  h'y  -(-  e'  =  0, 
ricorderemo  (n.*'  114,  (3),  (4)) 
che 


u 

cos  X  n   cos  y  n 

cos  xn' 

1        cos  xy 

cos  yn' 

cos  xy         1 

cosxn  =  aQ,  cos  yn  =  òq,     q  =   '-'FY/'^ 


senxy 


cosxn  =:a 


'q',  cosyn' =::h'o',    q' =    ,—  ,/         = 


Va^  +  6^  —  2a6  cos  xy  ' 
sen  xy 


2a'b'  cos  xy 

Sostituendo  ai  quattro  coseni  le  loro  espressioni    nel    determi- 
nante e  sviluppando,  abbiamo 

—  [cos  xy  (ab'  -\-  a'b)  —  aa'  —  bb'], 


cos  rr 


sen  "xy 
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e    tenendo   conto   dei   valori  di   q,  q' ,   senza  preoccuparci   dei 
doppi  segni, 

(8)  cos  rr'  —- ^^'  ^  hi'  —  (ai'  -f  a'b)  cos  xy 

Va^-{-b'^  —  2abcosxy    Va'^ -\-b'^  —  2a'b' cos  xy 
In  assi  ortogonali,  il  coseno  deW  angolo  di  due  rette 
ax  -}-  by  -\-  e  =   0,  ax  -\-  b'y  -\~  e'   =   0 
è  espresso  dalla  formola 

aa'  +  bb' 


(8') 


cos  rr 


Va''  +  62    Va'^  _j-  ò'2 


Per  avere  il  seno  dell'angolo  rr',  basta  ricordare  che 
sen'^ rr'  =  1  • —  cos ^rr';  fatti  i  calcoli,  nella  ipotesi  di  assi 
ortogonali,  si  trova 

(y  )  sen  rr     =    ,  / = — j-  — , 

^  Va'  ^-  b^  Va'^  +  ò'2' 

mentre,  in  assi  obliqui,  figurerebbe  ancora,  come  fattore  del 
numeratore,  sen  xy,  e  i  radicali  del  denominatore  andrebbero 
completati  come  nella  (8). 

Dividendo  la  (9')  per  la  (8')  si  ottiene,  in  assi  ortogonali, 

{W  )  tg  rr     _    ^^,  _^  ^^, 

Se  le  due  rette  r,  r'  fossero  date  mediante  equazioni  del 
tipo 

y    =^    }ìi  X  -{-    C,        y    z=.    m'x  -\-   C ', 

la  (10')  diverrebbe 

(10")  tgrr'   =   J^—ZL^. 

^        ^  ^  1  +  mm'    ' 

alla  quale  si  giunge  anche  direttamente  ricordando  (n.°  114,  (2')) 
che 

tga^r   =   w,     tgxr'    =   m',     rr'   =   xr'  —  xr. 

Questa  osservazione  anzi  ci  dice  che  la  (10"),  o  (10'),  è  esatta 
anche  nel  segno,  e  quindi  che  nelle  due  formole  (8')  e  (9')  i 
denominatori  devono  esser  presi  collo  stesso  segno,  comunque 
questo  venga  scelto. 

118.  Condizione  di  perpendicolarità  di  due  rette.  —  La 
condizione  affinchè  le  due  rette  r^r'  siano  perpendicolari  fra  loro, 


—  187  — 
è  espressa   dall' annullarsi  di  cos  rr',  e  quindi   del  numeratore 
della  (8)  o  (8').  Dunque: 

In  assi  ortogonali^  la  condizione  perchè  le  due  rette 
ax  -^  by  -\-  e  =  0,      a'x  +  ò'y  -f  e'    =   0 
siano  perpendicolari  fra  loro  è 

aa'  +  bb'   —   0. 
Quest'ultima  ci  fornisce  il  rapporto  dei  coefficienti  a'  e  b' 
di   ogni  retta  r',  che  sia  perpendicolare,    ad  una  retta  r  asse- 
gnata; se  ad  es.  prendiamo  a'  ==   ^   (il  che  è  lecito  finche  a  ^  0), 
dovremo    poi    assumere    b'   :=   —     y .  Quindi  : 

In  assi  ortogonali,  la  equazione  della  retta  condotta  per  il 
punto  (x',y')  normalmente  alla  retta  data  ax  -\-  by  -\-  e  =  0,  è 

X  —  x'    _    y  —  y' 

a  b 

Se  le  due  rette  r,  r'  sono  date  mediante  le  equazioni 
y  =  mx  -]-  C,  7/  =  m'.c  -f-  C",  la  condizione  di  perpendi- 
colarità è 

mm'  :=:  ■ —  1  ; 

e  l'equazione  della  retta  perpendicolare  alla  prima,  condotta  dal 
punto  {x',  y'),  è 

y  —  y'  =  —    ^^y(^  —  ^')- 

119.  Segno  di  un'area  piana.  —  Dobbiamo  ancora  procu- 
rarci la  formola  che  esprime  l'area  di  un  triangolo  (o  poligono). 
Accenneremo  anzitutto  ad  una  convenzione  che  si  suol  fare 
riguardo  ai  segni  delle  aree  di  figure  piane,  convenzione  di 
cui  si  riscontra  l'utilità  in  varie  questioni 
di  matematiche  pure  ed  applicate. 

Consideriamo  nel  piano  un'  area  limi- 
tata da  una  linea  chiusa,  poligonale  o  curva 
{contorno  o  circuito),  che  supporremo  non 
intrecciata.  Un  punto  mobile  può  descri- 
vere il  contorno  in  due  versi  opposti. 
Quando  il  punto  si  muove  in  uno  dei  due 

versi,  che  diremo  positivo,  il  raggio  congiungente  quel  punto 
mobile  ad  un  punto  fisso,  interno  all'area  (e  sufficientemente 
vicino  alla  posizione  del  punto  mobile),  ruota  intorno  al  punto 
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fisso  in  verso  positivo;  mentre  se  il  punto  mobile  percorre  il 
contorno  in  verso  negativo^  quel  raggio  ruota  in  verso  negativo. 
Possiamo  ancora  notare  che,  date  le  nostre  convenzioni,  un 
osservatore  il  quale  percorra  il  contorno  in  verso  positivo, 
restando  al  disopra  del  piano  dell'area,  lascia  Tarea  alla  sua 
sinistra.  Ora  noi  riguarderemo  come  'positiva  o  negativa  un'  area, 
secondo  che  il  contorno  di  essa  si  immagina  descritto  in  verso 
positivo  o  negativo;  al  valore  aritmetico  dell'area  (relativo  ad 
una  determinata  unità  di  misura)  premetteremo,  secondo  i  casi, 
il  segno  -f-  o  il  segno  — . 

In  particolare,  se  Pi,  P^,  Pz  sono  i  vertici  di  un  triangolo, 
col  simbolo  Pi  Pg  Pg  indicheremo  il  valore  dell'  area  del  triangolo 
preso  col  segno  -f-  o  — ,  secondo  che  un  osservatore,  il  quale 
descriva  il  perimetro  passando  successivamente  per  i  vertici 
Pi,  P2,  P3,  lascia  l'area  a  sinistra  od  a  destra.  Stabilendo  le 
analoghe  convenzioni  per  le  altre  permutazioni  dei  tre  vertici, 
risultano  le  uguaglianze 

P1P2P3   =   P2P3P1    ==  P.PrP, 

=    ^    PtPsP2    =    -    P^PlPs    =    -    P3P1P2. 

Condotta  da  uno  dei  vertici,  ad  es.  da  Pi,  la  perpendicolare 
Pi  Q  sul  lato  opposto  P2  P3 ,  è  ora  il  caso  di  chiederci  quali 
convenzioni  si  debbano  rispettare,  perchè  la  nota  formola  espri- 
mente l'area: 

(1)  P1P2P3    =    y    PlQ   '  P2P3, 

valga  anche  nei  segni.  A  tal  fine  cominciamo  ad  assumere, 
come  verso  positivo  sul  lato,  quello  che  va  da  P2  a  P3 ,  di  guisa 
che  P2P3  avrà  un  valore  positivo;  e  come  verso  positivo  sopra 
l'altezza  Pi  Q,  quello  che  si  porta  a  coincidere  col  verso  positivo 
del  lato  corrispondente  mediante  la  rotazione  dell'angolo  -f-  '^^ 
Allora  per  un  osservatore  che  percorra  il  lato  P2P3  nel  verso 
positivo,  il  vertice  Pi  e  l'area  restano  da  una  stessa  banda; 
quindi  l'altezza  Pi Q,  e  l'area  hanno  lo  stesso  segno  (positivo 
o  negativo,  secondo  che  quella  banda  è  la  sinistra  o  la  destra), 
sicché,  nella  nostra  ipotesi,  la  (1)  sussiste  anche  nel  segno.  Ma 
ciò  si  verifica  pure  quando  sul  lato  P3  P3 ,  e  quindi  sul!'  altezza 
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Pi  Q,  si  inverta  il  verso   positivo,  giacché  allora  mutano  segno 
i   due   fattori   a   secondo   membro   della  (1),  mentre  il   primo 
membro  conserva  il  suo  segno. 
Concludiamo   che  l' area  di  un 
triangolo  è  espressa,    anche  nel 
segno,  dalla  formola  (1),  purché, 
comunque    sia    fissato   il    verso 
positivo  sopra  il  lato,  si  assuma 
come  positivo  sull'altezza  corri- 
spondente quel  verso,  che  si  por- 
ta a  coincidere  col  primo  verso 
mediante  la  rotazione  di  -j-    ^  • 

120.  Espressione  dell'area  di  un  triangolo  in  funzione  delle 
coordinate  dei  vertici.  —  Siano  Pi{xi,  y^),  P-iix^^  yo),  Paixs^  y-^) 
i  tre  vertici  del  triangolo.  Partiamo  dalla  formola 

(1)  PrP.Ps   =    4     ^1^   •   ^^^^' 

la  quale  sussiste  pure  nel  segno,  quando  sulle  rette  PiQ,  che 
chiameremo  n,  e  P-^Pa^  che  chiameremo  r,  siano  fìssati  i  versi 
positivi  in  guisa  che  sia  wr  =  -]-  -^- •  Per  calcolare  PiQ 
scriviamo  l'equazione  della  retta  r   sotto   forma  normale.  Ora 


l'equazione  generale 

di  r  é  (n. 

°] 

(2) 

X      y 

X2    y-2 
X3    y-^ 

1 
1 
1 

100) 


0, 


f  {x^y^  —  x^y^)  =  0. 
115)  si  deve  moltiplicare  il 


ossia 

x{y^  —  yz)  —  y(x-2  —  xs) 

Per  ridurla  a  forma  normale  (n.' 

primo  membro  per  sen  xy  e  dividerlo  per 

±  V(y2  —  yzY  +  (a:2  —  a:7yM^(y2  —  2/3)  (aJ2  —  x,)  cos  xy. 
Ma  questo  radicale  esprime  la  distanza  P^Pa'-,  dunque  l'equa- 
zione normale  di  r  é 

X      y      1 

372     2/2    1        =  O7 

X3     y-s    1 


(3) 


sen  xy 

±    P.Ps 
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e  la  distanza  di  Pi  da  r  vale  (n.°  116) 

^1     Vi    1 
(4)  PiQ  = 


sen  07^ 


T^P. 


Xs 


y2 
2/3 


Sostituendo  questa  espressione  nella  (1),  e  trascurando  pel 
momento  il  segno,  risulta  che  l'area  del  nostro  triangolo  è 
data,  almeno  in  valore  assoluto,  dalla  formola 

xi     y\     1 


(5) 


PiP^F,   = 


sen  xy 


x^     2/2    1 
^s     2/3     1 
Volendo  tener  conto  del  segno,  occorre  esaminare  il  deno- 
minatore della  (3)  (^).  Osserviamo  perciò  che  il  coefficiente  della 

(.«/2  —  .Va)  aonxi/ 


X  nella  equazione  normale  (  3  )   è  attualmente 

deve  rmscire  uguale,  anche  nel  segno,  a  cos  xn  =  sen  xr,  sic- 


-1-  P'.p, 


iy 


—  t/s)senxi/    -j^,    -1,  -,  .  , 

^  P~P =  sen  xr.  D  altronde  esaminando 


che  deve  aversi 

il  triangolo  che  ha  per  lati  il  segmento  F2  P3  e  le  sue  due  com 
ponenti    (xa  —  x^  parallela  ad  x,  ed  2/3  —  yi  parallela  ad  y\ 
cfr.  la  figura  del  n.°  112),  si  vede  che  sussiste  in  valore  e  segno 
la  relazione 

^2^3      __     ^3  —  y% 
sen  xy  sen  xr 

Confrontando  colla  precedente,  risulta  che  in  quella  va  preso 
il   segno  inferiore;   e   altrettanto    deve    farsi  nelle  (3)  e  (4)  ; 
sicché  alla  fine  si  conclude  che  la  (5)  sussiste  anche  nel  segno. 
In    assi    ortogonali,    l'area    del    triangolo    avente   i   vertici 
Pi(xi,yi),  P-i,{x2,y2)^  Faixsjya)  è  es^wessa,  in  valore  e  segno,  da 

xi     y^     1 


(5') 


Pi  P-2  Pd     ^ 


X^ 
X-, 


2/2 
2/3 


(^)  Può  bastare  anche  la  seguente  considerazione.  Supposti  fissi  Pg. 
P3,  si  faccia  variare  Fiix^,  2/1).  Allora  nella  (5)  il  primo  membro  con- 
serva il  suo  segno,  finché  Pj  si  trova  da  una  stessa  banda  della  retta  P2P3, 
e  cambia  segno  quando  Pj  passa  dalla  banda  opposta;  e  lo  stesso  avviene 
del  secondo  membro,  perchè  il  segno  del  determinante  (2)  dipende  dalla 
banda  in  cui  si  trova  il  pirnto  (ic,  y)  rispetto  alla  retta  PgPg  (n"  116,  Oss.). 
Ripetendo  osservazioni  analoghe  per  i  punti  Pg  e  Pg,  segue  che,  comunque 
siano  scelti  i  punti  Pj,  P^,  Pg,  i  segni  dei  due  membri  della  (5)  o  sono 
sempre  concordi,  o  sono  sempre  opposti.  D'altronde  prendendo  come  vertici 
del  triangolo  i  punti  1\{0,  0),  Pali,  0),  PgCO,  1)  è  facile  vedere  che  primo  e 
secondo  membro  della  (5)  sono  positivi.  Dunque  la  (5)  vale  anche  nei  segni. 
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Osseryazìone.  —  La  condizione  di  allineamento  dei  tre  punti  Pj,  P.,, 
Pg  è  data  dall'  annullarsi  dell'  area  del  triangolo,  e  quindi  dall'  annullarsi  del 
determinante  sopra  scritto,  come  per  altra  via  si  era  dimostrato  (n.°  100). 

121.  Punti  e  rette  immaginarie  di  un  piano.  —  Nel  seguito 
del  nostro  corso,  dovendo  considerare  relazioni  di  grado  supe- 
riore al  primo  fra  le  coordinate  di  un  punto,  ci  accadrà  spesso 
di  trovare  per  quelle  coordinate  valori  immaginari;  e  saremo 
allora  condotti  ad  adoperare  la  locuzione  di  punto  immaginario 
che  noi  introduciamo  qui  nello  stesso  modo  tenuto  per  le  forme 
di  prima  specie  (n.*'  S-i). 

Notiamo  a  tal  fine  che^  fissato  nel  piano  un  sistema  di 
coordinate  cartesiane  x,  y,  la  Geometria  analitica  permette 
di  sostituire  alle  relazioni  geometriche  fra  i  punti  del  piano 
le  relazioni  analitiche  fra  le  coppie  di  numeri  {x,  y^),  relazioni 
che  in  generale  varranno  per  numeri  reali  o  complessi.  Volendo 
interpretare,  in  tutta  la  loro  estensione,  i  risultati  analitici  col 
linguaggio  geometrico,  noi  converremo  di  chiamare  ;jtm^o  (x,  y) 
ogni  coppia  di  numeri  x,  v/,  reali  o  complessi.  Osserveremo 
però  che,  se  x  Qà  y  sono  ambedue  reali,  il  punto  nominato 
(punto  reale)  ha  una  effettiva  rappresentazione  geometrica  nel 
modo  noto;  se  invece  x  eà  y  {oà  uno  dei  due  numeri)  sono 
complessi,  nella  quale  ipotesi  il  punto  si  dice  immaginario,  la 
rappresentazione  geometrica  manca,  almeno  finché  non  si  intro- 
duca qualche  ulteriore  convenzione. 

Converremo  di  estendere  ai  punti  immaginari  le  formole 
dimostrate  nel  caso  di  punti  reali  (condizione  di  allineamento, 
equazioni  di  rette,  distanze  .  . .  ).  E  talvolta  accadrà  che,  pur 
operando  sopra  punti  immaginari,  queste  formole  ci  condu- 
cano ad  enti  reali.  Ciò  succede  ad  es.  quando  si  operi  simme- 
tricamente sopra  due  punti  immaginari  coniugati,  tali  cioè  che 
le  coordinate  dell'  uno  siano,  rispettivamente,  complesse  coniu- 
gate alle  coordinate  dell'altro;  come  sarebbero  i  due  punti 
P'{x'  =  a  -{-  bi,  y'  =z  a  ~{-  /?i), 
P"(x"  =  a  —  hi,     y"  =  a  —  ^y), 

(a,   6,   a,   /?  reali,  i  =  }/  —  1).   Cosi  si  scorge  subito   che  è 
reale  il  punto  medio  tra  P',  P",  il  quale  ha  le  coordinate 

^'  +  X"   _  ^     y'  -\-  y"  _ 


2  ~   "^'  2  ~    "■ 
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E  reale  la  retta  congiungente  due  'punti  immaginari  coniugati] 
giacche  ha  per  equazione 

X  y  1 

a  ~{-  bi     a  +  ^i     1        =0, 
a  —  bi     a  —  /?i     1 

la  quale  (se  all'ultima  orizzontale  si  aggiunge  la  seconda,  si 
divide  la  nuova  orizzontale  per  2,  la  si  toglie  dalla  precedente, 
e  finalmente  si  sopprime  il  fattore  i)  può  scriversi  sotto  la 
forma 

X     y     1 

è     ^     0        =0, 

a     a     1 

dove  l'unità  immaginaria  non  entra  più. 

Quindi:  Ogni  punto  immaginario  sta  sopra  una  (ed  una 
sola)  retta  reale,  la  retta  che  lo  congiunge  col  suo  coniu- 
gato (1). 

Una  equazione  lineare  in  coordinate  cortesiane  x,  y  rappre- 
senta una  retta;  se  nei  coefficienti  entra  l'unità  immaginaria, 
in  guisa  che  essa  non  possa  esser  eliminata,  diremo  che  si 
tratta  di  una  retta  immaginaria.  Ed  alle  rette  immaginarie 
estenderemo  le  formule  di  geometria  analitica  valide  per  rette 
reali.  Due  rette  imm.aginarie  si  dicono  coniugate^  se  i  coeffi- 
cienti omologhi  delle  equazioni  di  quelle  sono  numeri  com- 
plessi coniugati.  Il  lettore  dimostrerà  facilmente  che  è  reale  il 
punto  d^ incontro  di  due  rette  immaginarie  coniugate,  o  in  altre 
parole:  sopra  ogni  retta  immaginaria  sta  un  (unico)  punto 
reale,  intersezione  della  retta  colla  sua  coniugata. 

Osservazione.  —  Per  fare  una  applicazione  dei  nuovi  con- 
cetti, cerchiamo  le  equazioni  delle  direzioni  assolute  uscenti  da 


(^)  Sopra  questo  teorema  si  può  fondare  (con  Staudt)  una  rappresen- 
tazione geometrica  dei  punti  immaginari  (cfr.  n.°  94);  infatti  un  punto 
immaginario  P'  si  potrà  rappresentare  graficamente  tracciando  la  retta 
(reale)  che  lo  congiunge  al  punto  coniugato  P",  determinando  su  questa 
la  involuzione  ellittica  che  ha  per  punti  doppi  P'  e  P",  e  finalmente 
associando  a  ciascuno  dei  due  punti  P'  e  P"  l'uno  o  l'altro  dei  due  versi, 
in  cui  la  retta  P'  P"  può  esser  descritta.  —  Considerazioni  analoghe  val- 
gono per  la  rappresentazione  delle  rette  immaginarie. 
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un  punto  (n.°  89),    riferendoci  per   semplicità  ad    un  sistema 
cartesiano  ortogonale. 

Ricordiamo  che  due  rette,  uscenti  dall'origine, 
X  ^  Mj   =   0,       X  -\-  À'y   :=   0 
sono  perpendicolari,    quindi  coniugate  nella   involuzione  circo- 
lare, quando  (n.°  118) 

ÀÀ'  -{-  1   =  0. 
Segue  che  la  prima  retta  risulta  doppia  in  quella  involuzione, 
e  determina  una  direzione  assoluta,  quando  sia 

/i^  +  1    =0.       ossia       À   =:    zìz  i. 
Concludiamo  che 

X  -\-  iy   =   0,       X  -\"  iy   =   0 
sono     le     direzioni     assolute      uscenti     dall'  origine,     mentre 
(;c   —   x')    ±    i(y   —    y')    =:    0     sono    le    direzioni    assolute 
uscenti  dal  punto    {x',  y'). 

Esercizi  (i).  I  —  1)  Nei  trian-oli  delìniti  negli  es.  3).  4)  del  n.°  110 
calcolare  le  lungliezze  dei  lati,  i  coseni  degli  angoli,  le  aree,  le  lunghezze 
delle  altezze;  scrivere  le  equazioni  di  queste  e  determinare  le  coordinate 
del  loro  punto  d'incontro. 

2)  Ingenerale,  per  il  triangolo  definito  dai  tre  punti  (xi  ,  iji  )  o  dalle 
tre  rette  a,-  x  -\-  bt  y  -\-  a  =  0,  (/  =  1,  2,  3),  scrivere  le  equazioni  delle 
altezze,  dimostrare  che  passano  per  uno  stesso  punto  {ortocentro),  e  de- 
terminare le  coordinate  di  questo. 

3)  Equazione  della  retta  perpendicolare,  nel  punto  di  mezzo,  al  seg- 
mento (a?!,  2/i),  («2,  lì/2)-  Le  perpendicolari  ai  tre  lati  di  un  triangolo  nei 
loro  punti  medi  passano  per  uno  stesso  punto  (centro  del  cerchio  circo- 
scritto); calcolare  le  coordinate  di  esso  per  un  triangolo  generale,  o  per  i 
triangoli  nominati  nelF  es.  1). 

4)  Si  dimostri  che  la  retta  formante  con  due  rette  di  date  equazioni 
normali  l  =  0,  m  =  0  un  rapporto  semplice  assegnato  A-,  è  l  —  km  =  0. 
Si  deduca  di  qua  nuovamente  l'espressione  del  doppio  rapporto  di  quattro 
rette  di  un  fascio  (n.°  107). 

5)  Date  due  rette  mediante  le  loro  equazioni  normali  o  generali,  scri- 
vere le  equazioni  delle  bisettrici  degli  angoli  che  esse  formano  ;  dimostrare 
analiticamente  che  le  due  bisettrici  sono  perpendicolari,  e  dividono  armo- 
nicamente i  lati  dell'  angolo. 

6)  Date  le  equazioni  normali  dei  tre  lati  di  un  triangolo,  scrivere  le 
equazioni  delle  bisettrici  interne  ed  esterne.  Dimostrare  che:  a)  le  biset- 
trici interne  passano  per  uno  stesso   punto   (centro   del   cerchio  iscritto)  ; 


(')  Gli  assi  si  suppongono  ortogonali  quando  non  si  dica  il  contrario. 

13 
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b)  due  bisettrici  esterne  e  la  interna  relativa  al  terzo  vertice  passano  per 
uno  stesso  punto  (centro  di  un  cerchio  ex  -  iscritto);  e)  le  bisettrici  esterne 
segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  allineati;  d)  due  bisettrici  interne  e  la 
esterna  relativa  al  terzo  vertice  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  allineati. 
(Conviene  supporre  fissati  i  versi  positivi  sui  lati,  in  modo  che  seguendoli 
si  possa  descrivere  il  perimetro  del  triangolo). 

7)  Si  calcolino  le  equazioni  delle  bisettrici  e  le  coordinate  delle  loro 
intersezioni  per  uno  dei  triangoli  nominati  nell'  es.  1  ). 

8)  In  un  triangolo  l'ortocentro,  il  baricentro  (punto  comune  alle  me- 
diane) e  il  centro  del  cerchio  (circoscritto  sono  allineati,  e  la  distanza  fra 
i  due  primi  punti  è  doppia  della  distanza  dei  due  ultimi.  (Eulero).  (Con- 
viene scegliere  il  baricentro  come  origine). 

9)  Dimostrare  analiticamente  il  teorema  enunciato  nell'  es.  18  del 
n."  89;  (si  possono  supporre  date  le  coordinate  dei  sei  vertici  dei  due 
triangoli  o  le  equazioni  dei  sei  lati). 

II  —  10)  L'espressione  dell'  area  di  un  triangolo  può  anche  ottenersi 
(in  assi  ortogonali  od  obliqui)  osservando  che,  se  Q  è  il  punto  di  incontro 
di  P1P4  con  P2-P3,  si  ha  (anche  nel  segno) 

wJ  =  (^.^««- 

Esprimendo  il  rapporto  semplice  mediante  le  coordinate  dei  punti  Pj, 
P2,  P3,  P4  (n.°  110,  es.  8)),  sì  troverà  che  il  rapporto  delle  due  aree  è 
uguale  al  rapporto  dei  determinanti  formati  colle  coordinate  dei  vertici  e 
colle  unità.  Con  passaggi  analoghi  si  viene  ad  esprimere  il  rapporto  -^f—f- 
come  quoziente  di  due  determinanti  ;  ora  se  ai  punti  P4,  P5,  Pg,  che  sono 
arbitrari,  si  danno  particolari  posizioni,  per  es.  P4  (0,0),  P5  (1,  0),  Pg  (0,  1), 
in  guisa  da  poter  calcolare  direttamente  l'area  P^P^Pq,  si  ritrova  la  for- 
mula che  dà  l'area  di  PiP^P-i  (Lucas). 

11)  Teorema  di  Varignon  :  Se  ABCD  è  un  parallelogramma  (.4,  C  ver- 
tici opposti)  ed  M  un  punto  qualsiasi  del  piano,  sussiste,  in  valore  e  se- 
gno, la  relazione  fra  aree  triangolari: 

MAC  =  MAB  -{-  MAD. 

12)  Dati  in  un  piano  n  punti  P,-  (rr,-,  y,  )  (dove  i  =:  1,  2, . . .  n),  ver- 
tici di  un  n.gono  semplice,  comunque  intrecciato,  e  detto  M  {x,  y)  un 
ulteriore    punto   del   piano,  si  dimostri   che    la   somma    algebrica   di   aree 

MP1P9  +  MP9P3  -]-•••  +  MPnPi  è  indipendente  dalla   posizione  del 
l   i—n 

punto  M,  e  vale  -^  2  {xi  «/i  + 1  —  «/•+  1  yi  ),  dove  l'indice  n  -\-  1  y&  so- 

stituito  con  1.  Per  w  :r=  3  quella  somma  ha  per  valore  l'area  del  trian- 
golo P1P2P3;  in  generale,  per  n  qualsiasi,  se  l'n.gono  è  convesso,  quella 
somma  esprime  l'area  dell'  n.  gono,  come  si  verifica  dalla  figura  assumendo 
M  nell'interno  di  questo.  Partendo  da  queste  osservazioni,  si  assume  h\ 
ogni  caso  il  valore  di  quella  somma  come  area  dell'  n.  gono  semplice 
Pj  P2  .  .  .  Pn  ■  Si  ha  cosi  il  modo  per  definire  l'area  di  un  n.  gono  intrecciato, 
e  in  generale  (mediante  passaggio  al   limite)   l'area  limitata  da  un   con- 
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torno  chiuso  curvilineo,  comunque  intrecciato.  Come  applicazione  si  noti 
che,  se  PiP^P^Pi  è  un  quadrangolo  semplice  intrecciato,  i  cui  lati  P2P3 
0  P4P1  si  seghino  nel  punto  Q  interno  ad  essi,  l'area  del  quadrangolo  è 
data  dalla  differenza  tra  i  valori  assoluti  delle  aree  QP^P^  e  QP3  P4, 
presa  con  segno  opportuno. 

13)  L'area  dell' n.gono  sopra   nominato  è  espressa   (in  assi  ortogonali) 

-j^  i  =  n 

dalla  formola  di  Gauss:  —  ^  yi  {xi  -  1  —  as,-  +  1),  dove  gli  indici  0  ed  w  +  1 

equivalgono  agli  indici  n  ed  1  ;  in  parole  :  «  il  doppio  dell'  area  di  un  po- 
ligono è  data  dalla  somma  dei  prodotti  dell'ordinata  (od  ascissa)  di  cia- 
scun vertice  per  la  differenza  delle  ascisse  (0  rispett.  ordinate)  dei  due 
vertici  contigui». 

14)  Un'  altra  espressione  delia  stessa  area  è  la  seguente  : 

1  '=^^ 

che  ha  una  interpi-etazione  geometrica  semplice  :  «  l'area  di  un  poligono  è 
data  dalla  somma  delle  aree  dei  trapezi  aventi  come  basi  le  ordinate  con- 
dotte dalle  coppie  di  vertici  consecutivi,  ciascuna  di  queste  aree  essendo 
presa  con  segno  conveniente  ». 

15)  Dimostrare  che  1'  area  del  triangolo  limitato  dalle  tre  rette 
aiX-\-biy-i-Ci=:0,   {i  =  1,  2,  3)  è  data  (in  assi  ortogonali)  da 

aj  bi  Cj 
«2  ^2  ^2 
«3      63      C3 

dove  Ci,  C2,  C^  sono  i  complementi  algebrici  di  Cj,  c.^,  Cg. 

Ili  ^  16)  Se  0  è  il  baricentro  di  n  punti  Ai  presi  coi  pesi  pi,{i  =  1, 
2,...  n)  (n.°  110,  es.  6j  ),  ed  è  P  un  altro  punto  qualsiasi  del  piano,  vale 
la  relazione 

2!ipi  PA ì    =     2i  p i  OÀ i^  +  OP ^^2ipi. 

17)  Da  questa  può  dedursi  la  relazione  (cfr.  n.°  27,  es.  11)) 

\2ipi  )  \2ipi  Olf  )    =    2ihpipkAi~Àk    , 

e,  nel  caso  di  pesi  uguali, 

2  2 

n2iOAi     =    2ikAiAk   , 

(la  seconda  somma  essendo  estesa  a  tutte  le  combinazioni  binarie  dei 
numeri  1,  2, . . .  w). 

18)  Segue  dalle  precedenti  la  relazione  di  Lagrange  (cfr.  n°  27.  es.  12)  )  : 

\2ipi  }\2ipiPA?  )  —  0P~  \2ipi)'    =    2ikpifkÀ7Ak   , 
dove  P  è  un  punto  arbitrario  del  piano. 


^  C 1 C  2  '  '  3 
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Capitolo  III. 


Trasformazione  delle  coordinate. 
Coordinate  omogenee  di  punti  e  rette.  -  Coordinate  proiettive. 

122.  Forinole  pel  passaggio  da  un  sistema  cartesiano  ad 
un  nuovo  sistema  cartesiano.  —  Accade  spesso  che,  dopo  aver 
riferito  una  figura  piana  a  due  assi  cartesiani  x,  y,  si  scorga 
la  convenienza  di  assumere  come  nuovi  assi  cartesiani  due  certe 
rette  X,  Y  del  piano,  legate,  ad  es.,  in  particolar  modo  a  quella 
figura.  Sorge  allora  il  problema  di  stabilire  tali  relazioni  fra  le 
antiche  coordinate  (x,  y)  e  le  nuove  (X,  Y)  di  uno  stesso  punto, 
che  permettano  di  esprimer  le  une  coordinate  mediante  le  altre. 

Nel  trattare  questo  problema  (detto  della  trasformazione 
delle  coordinate)  distingueremo  tre  casi,  di  cui  i  primi  due  sono 
particolari. 

I.  I  nuovi  assi  X,   Y  sono  paralleli  agli  antichi  x^  y. 

II.  Grli  assi  X,  Y  Q,à  X,  y  hanno  la  stessa  origine,  ma  di- 
rezioni diverse. 

III.  I  nuovi  assi  sono  in  posizione  affatto  generale  rispetto 
agli  antichi. 

/."  Caso  —  Per  assegnare  la  posizione  dei  nuovi  assi  X,  Y 
rispetto  agli  assi  antichi,  basterà  dare  le  coordinate  0  J.  =  a, 
^0'   =   6  della  nuova  origine  0'  riferita  ad  x,  y. 

Preso  ora  un  punto  P  ad  ar- 
bitrio, conduciamo  per  esso  la 
parallela  agli  assi  y  ed  Y,  fino 
ad  incontrare  gli  assi  x  eà  X 
in  Q  e  Q',  rispettivamente;  otte- 
niamo cosi  le  antiche  coordinate 
di  P 

OQ   =   X,       QP  =   y, 


e  le  nuove 
O'Q'  =  X, 


Ora  si  ha 
OQ 


OA  +  0'Q\       QP 


Q'P  =    Y. 
AO'  +  Q'P, 
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ossia 

(1) 


y  =  h  -^  Y, 
le  quali  danno  le  antiche  coordinate  mediante  le  nuove. 
Le  formole 

X  ■=:   X  —  a, 
Y  =  y  ~h, 
risolvono  il  problema  inverso. 

//."  Caso  —  Per  fissare  la  posizione  dei  nuovi  assi  rispetto 
agli  antichi,  basta  dare  in  valore  e  segno  gli  angoli  xlr,  ocY;  però, 
per  maggior  simmetria,  riterremo  noti  anche  gli  angoli  ?/'X,  yY, 
che  sono  legati   ai   primi   dalle 
relazioni 

xX  -\-  Xy  =  ^j^ 

xY  -j-  Yy  =  xy. 
Di  un  punto  qualsiasi  P  co- 
struiamo sulla  figura  le  antiche 
coordinate  .'c=0<5,  7/=QPe 
le  nuove  X^=^Oq\  r=  Q'P. 
Osserviamo  poi  che  le  due  spez- 
zate   OQF,   OQ'P,    avendo   gli 

stessi  estremi,  avranno  uguali  proiezioni  ortogonali  sopra  una 
retta  r  qualsiasi;  sarà  dunque 

(a)  xQo^xr  -f-  ycosyr  =  XcosXr  -\-   YcosYr. 

Se   supponiamo   r   perpendicolare   all'asse  y,  in  guisa  che 
sia  yr  =  -\- 


-g-,  risulterà 


xr  =  ^yJr^,  Xr=Xy  +  |-,  Yr  =  Yy  ^  ^^^. 

Sostituendo  nella  (a),  e  ricordando  che  cos  (9)  -|-  J  )  =  —  ^en  <p, 
si  ottiene 

xsenxy  =  XsQnXy  -\-   Fsen  Yy. 

Se   invece   si  suppone   la   r  perpendicolare    all'  asse  x,    si 
arriva  alla  formola 

ysenyx  =  XsenXx  -|-   Fsen  Yx. 


(2) 
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Le  due  forinole  ora  scritte,  o  le  due 

X  ^^^^y    \    Y 


X 


y 


=  X 


sen  xy 
sen  Xx 


+    Y 


sen  Yy 
sen  xy 
sen  Yx 
sen  yx 


rispetto  ad  X, 


sen  yx 

esprimono  le  antiche  coordinate  mediante  le  nuove.  Volendo 
ricavar  queste  mediante  quelle,  basterebbe  risolvere  le  (2) 
r,  o,  più  rapidamente,  ripetere  il  ragionamento 
ora  fatto,  considerando  però  a:, 
y  come  nuovi  assi,  ed  X,  Y 
come  antichi,  il  che  porta  a  scam- 
biare nelle  (2)  le  lettere  maiu- 
scole colle  minuscole. 

E  utile  ricordare  la  ipotesi 
particolare  che  entrambi  i  sistemi 
siano  ortogonali  (trasformazione 
ortogonale)^  e  precisamente  si  ab- 
bia xy  =  XY  =z  -j-  IL.  Posto  allora  a;X  =  a,  le  formolo 
di  trasformazione  (2)  assumono  la  forma  più  semplice: 
/pr\  ^  a;  =  Xcosa  —    YzQiia, 

\  y  ■=.  X  sen  a  -\-    Fcosa. 
111°  Caso  —  Affinchè   i  nuovi  assi  X,    Y  siano  fissati  di 
posizione  rispetto  agli   antichi,   bisognerà  dare  questa  volta  le 

coordinate  a,  6  di  0'  rispetto  ad 
x,  7/,  e  gli  angoli  xX,  xY. 

Costruiamoci  un  sistema  di 
coordinate  ausiliari,  conducendo 
per  0'  gli  assi  x\  y'  paralleli  ad 
x,  ?/,  ed  indichiamo  con  x\  y'  le 
coordinate  di  P  rispetto  a  que- 
sti nuovi  assi  (essendo  al  solito 
:«,  7/  e  X,  y  le  antiche  e  le  nuo- 
ve coordinate  di  P),  Per  le 
formolo  (2),  corrispondenti  al  secondo  caso,  si  avrà  intanto 

—  X  ^^^  ^y  _L  Y  ^^^  ^y 


X 


y'  =  X 


sen  xy 
sen  Xx 
sen  yx 


+   Y 


sen  xy 

sen  Yx 

sen  yx 
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Ma  per  le  (1) 

X  =  x'  -^  a,     y  =  y'  -\-  h  -^ 
quindi  in  fine 

/gx  )  sen  xy  sen  xy        '       ' 

)    ,,  TT    senXa:;  sen  Fa?      ,     , 

\    y  —  A. -4-    1 —   -U  6, 

sen  yx  sen  yx       ' 

Se  i  due  sistemi  sono  ortogonali,  ed  il  nuovo  sistema  è 
ottenuto  dall'antico  mediante  una  rotazione  di  un  angolo  a 
intorno  ad  0,  seguita  da  una  traslazione,  le  formule  (3)  divengono 
/n,\  ^  X   =   Xcosa  —   Fsena  -j-  a, 

ì  y  =   Xsen«  4-    Fcosa  -j"  *• 

Osservazione.  —  In  molte  questioni  non  occorre  toner  conto 
dei   valori   dei   coefficienti   che  entrano   nelle   formolo  trovate, 
basta  ricordare  l'aspetto  di  queste,  e  scriverle  cosi: 
/^x  {  x  =   a  -^  a'X  -\-  a"Y, 

^  ^  \  y  =   h  -{-  h'X  -^  h"Y, 

dove  a,  a' ,  .  .  .  h"  sono  sei  costanti,  che  non  dipendono  dalla 
posizione  del  punto  considerato.  In  parole:  le  coordinate  delV un 
sistema  si  esprimono  mediante  funzioni  lineari  delle  coordinate  del- 
l'altro  sistema]  funzioni  che  inoltre  sono  omogenee  (a  =  6  =  0), 
quando  le  origini  coincidono. 

123.  Coordinate  polari.  —  Il  problema  della  trasformazione 
delle  coordinate  comprende,  in  generale,  quei  procedimenti  me- 
diante i  quali,  date  le  coordinate  di  un  punto  in  un  sistema 
qualsiasi  di  coordinate  (sia  pure  non  cartesiano),  si  possono 
calcolare  le  coordinate  del  punto  stesso  in  un  altro  sistema  di 
coordinate.  Sarebbe  dunque  qui  il  caso  di  parlare  di  sistemi 
di  coordinate  diversi  dal  cartesiano.  Basterà  definire,  tra  que- 
sti, un  sistema,  detto  sistema  polare,  che  viene  talvolta  adope- 
rato, specialmente  nelle  matematiche  applicate. 

Nel  piano  si  fissi  un  punto  proprio  0,  polo^  ed  una  retta 
orientata,  o  semiretta,  x  passante  per  0,  detta  asse  polare.  Al- 
lora, dato  un  punto  P,  rimane  determinata  la  distanza  OF  =  q, 
raggio  vettore  del  punto,  e  (a  meno  di  multipli  di  2?^) 
l'angolo  xp  =  95,  anomalia  od  ascissa  angolare^  che  la  se- 
miretta positiva   X  forma   colla   semiretta  p   uscente   da    0   e 
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passante  per  P.  Viceversa,  quando  siano  noti  i  numeri  q  e  cp, 
rimane  individuato  il  punto  P,  come  intersezione  di  un  cerchio 
di  centro  0  e  raggio  q  (luogo  dei  punti   che  hanno  il  raggio 

vettore  q  costante)  con  una  semi- 
retta uscente  da  0  (luogo  dei  punti 
che  hanno  costante  l'anomalia  go). 
I  due  numeri  ()  e  qo  si  chiamano 
coordinate  polari  di  P. 

Per  avere  tutti  i  punti  del  pia- 
no, basta  far  variare  90  da  0  a  2  ti, 
e  il  raggio  vettore  q  tra  0  e  -}-  go  ; 
oppure,  come  talvolta  è  preferibile, 
q)  daO  ayr,  e()da  —  (Xi  a.  -{-  co,  convenendo  allora  che  i 
raggi  vettori  negativi  siano  da  valutarsi  sulla  semiretta  oppo- 
sta a  quella  che  forma  1'  anomalia  90  con  x. 

Si  noterà  inoltre  che  i  punti  della  semiretta  positiva  x 
hanno  gp  =  0,  ()  >  0;  quelli  della  semiretta  negativa  hanno 
q)  =z  71,  Q  ';>  0,  (oppure  90  =::  0,  ^  <;  0),  il  polo  ha  p  :=  0,  90 
indeterminata. 

Le  formole  per  passare  dal  sistema  polare  al  cartesiano  si 
ottengono  subito  nel  caso  che  uno,  x,  degli  assi  cartesiani  coin- 
cida coll'asse  polare,  e  V  altro,  ij,  gli  sia  perpendicolare  nel  polo. 
Infatti  dall'esame  del  triangolo  rettangolo  OAP,  i  cui  cateti 
OA  ^  x,  AP  ^  y  danno  le  coordinate  cartesiane  di  P,  mentre 
l'ipotenusa  OP  =  (>  e  l'angolo  AOP  =  90  danno  le  coordi- 
nate polari,  risulta 

(1)  X  =   Qcostp,       y   ■==■   ^senqo; 

donde  si  ricavano  le  formole  inverse 


(2) 


Q  ^  y  x"^  -{-  y^, 


COS95  = 


1/^2  -1-2/^ 


sengo 


y 


Vx^  -j-  y' 


tg<p  —  JL 


Se  poi  il  sistema  cartesiano  non  si  trovasse  nella  partico- 
lare posizione  ora  considerata,  basterà  introdurre  un  sistema 
cartesiano  ausiliare,  che  sia  legato  al  sistema  polare  dalla  rela- 
zione suddetta. 
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Esercìzi.  —  1)  Come  si  presentano  le  formule  per  la  trasformazione 
delle  coordinate  quando  i  nuovi  assi  X,  Y  sono  le  bisettrici  degli  angoli 
degli  assi  antichi? 

2)  Scrivere  direttamente  le  formole  che  permettono  di  passare  da  due 
assi  X,  y  a,  due  nuovi  assi  X,  Y  rappresentati,  nell'antico  sistema,  dalle 
equazioni 

ax  -{-  by  -j^  e   =   0,       a' x  -f-  b'y  -\-  e'    =   0. 

3)  Il  determinante  formato  coi  coefficienti  di  X,  Y  nelle  (2j  del 
n."  122  (determinante  della  sostituzione  lineare  (2)  )  vale    ' —  • 

4)  Si  dimostri,  sia  mediante  considerazioni  geometriche,  sia  mediante 
l'effettivo  calcolo,  che  una  trasformazione  di  coordinate,  la  quale  non  al- 
teri l'origine,  muta  il  trinomio  x^  -\-  2xy  cos  xy  -\-  y-  nel  trinomio 
X2  +  2Xr  cos  XY  -f-  Y-^,  essendo  (x,  y)  ed  (X,  Y)  le  antiche  e  le 
nuove  coordinate  di  uno  stesso  punto  ;  caso  particolare  della  trasforma- 
zione ortogonale. 

5)  Nelle  ipotesi  dell' es.  4),  dette  (x\  y'),  (X',  Y')  le  antiche  o  le 
nuove  coordinate  di  un  secondo  punto,  si  dimostri  che  la  espressione 
{xy'  —  x' y)  sen  xy  si  muta  nella  espressione  (XY'  —  X'Y)  sen  XY. 

B)  Se  si  moltiplica  il  determinante  del  terzo  ordine  formato  colie 
coordinate  di  tre  punti  e  colle  unità,  per  il  seno  dell'  angolo  degli  assi,  si 
ottiene  una  espressione,  la  quale,  per  una  qualsiasi  trasformazione  di  coor- 
dinate cartesiane,  si  muta  nelF  analoga  espressione  relativa  ai  nuovi  assi. 
Da  questa  osservazione,  che  si  giustifica  col  calcolo  diretto,  si  deduca  una 
nuova  dimostrazione  della  formola  che  dà  l'area  di  un  triangolo  mediante 
le  coordinate  dei  vertici  (n.°  120).  (Si  assumano  come  assi  ausiliari  due 
lati  del  triangolo). 

7)  Posto  z  =  X  -{-  iy,  Z  =  X  -i-  ìY  (dove  i  =  [/  —  1),  le  for- 
mole (3'ì  del  n."  122  per  il  passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali, 
si  riassumono  nella  seguente  :  z  =  mZ  -\-  n,  dove  m,  n  sono  due  numeri 
complessi,  il  primo,  dei  quali  ha  per  modulo  l'unità. 

8)  Esprimere  la  distanza  di  due  punti,  e  l'area  del  triangolo  deter- 
minato da  tre  punti,  mediante  le  coordinate  polari  dei  punti  stessi.  Con- 
dizione di  allineamento  di  tre  punti  in  coordinate  polari. 

9)  L'equ.azione  di  una  retta  in  coordinate  polari  ((>,  (p)  può  porsi  sotto 
la  forma 

Q  cos  (q>  —  a)    —   p^ 

dove  a  e  p  sono  due  costanti;  quali  grandezze  geometriche  misurano? 

124.  Coordinate  cartesiane  omogenee  (^).  —  Ritorniamo  ora 
al  sistema  di  coordinate  cartesiane,  e  cerchiamo  di  estenderne 


(^)  Il  lettore,  a  questo  punto,  può  passare  senz'  altro  allo  studio  dei 
Gap.  IV  e  V,  omettendo  quelle  osservazioni  ove  si  fa  uso  di  coordinate 
omogenee  di  punti  o  rette;  egli  ritornerà  sulle  parti  omesse,  dopo  aver 
letto  i  n'  124  -  131  del  presente  Capitolo. 
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il  concetto,  in  guisa  da  poter  individuare  anche  i  punti  impro- 
pri (n.*^  98).  Noi  riusciremo  allo  scopo  rappresentando  i  punti 
del  piano,  non  più  mediante  coppie,  bensì  mediante  terne  di 
numeri  reali  (x,  y,  z),  dei  quali  però  interessano  soltanto  i  mu- 
tui rapporti. 

Tracciamo  a  tal  fine  i  due  assi  cartesiani  x^  y\  q  supponiamo 
anzitutto  che  di  tre  numeri  dati  x^  y,  z^  il  terzo,  2,  sia  diverso 
da  zero.  Allora  sono  pienamente  determinati  i  due  rapporti 

(1)  ^  =  v'   ^  =  "!-' 

z  z 

ed  è  quindi   individuato    quel    punto  lìroprìo    P    che  ha  l' a- 

scissa    X  e    r  ordinata     Y  (^). 
Viceversa,  dato  un   punto   pro- 
prio P  di  coordinate  cartesiane 
X,    y,   si   possono   sempre   sce- 
gliere tre  numeri  x,  y^  z  (2;  =+=  0) 
tali  che  sussistano  le   (1).  Anzi 
questa  scelta    può   farsi  in   in- 
finiti modi;   giacche  si  può  as- 
sumere la  terna 
X  =  X,      y  =    Y,      2  =  1, 
od  ogni  altra  terna  la  quale  si  componga  di  numeri  propor- 
zionali a  questi. 

Cerchiamo  ora  di  far  corrispondere  ad  una  terna  di  numeri, 
di  cui  il  terzo  numero  sia  nullo,  un  punto  improprio  del  piano. 
Attribuiamo  perciò  ad  x,  y  due  valori  arbitrari,  purché  non 
entrambi  nulli,  ed  a  2^  un  valore  variabile,  e  per  ora  non  nullo. 
Avremo  in  corrispondenza  un  punto  proprio  P  di  coordinate 
cartesiane  X,  Y,  date  dalle  (1),  il  quale,  al  variare  di  z^  si 
muove  descrivendo  una  retta  uscente  dall'  origine,  la  cui  equa- 
zione è 

(2)  ^  —  J^^  (X,   F  variabili) 

X  y 


(^j  Nei  numeri  seguenti  di  questo  Gap.  indicheremo  con  X,  Y  le 
coordinate  cartesiane  ordinarie  (e,  più  tardi,  le  proiettive  non  omogenee), 
riservando  le  lettere  a;,  y,  z  alle  coordinate  omogenee.  Questa  convenzione 
verrà  abbandonata  nel  seguito,  quando  sia  impossibile  l'equivoco. 
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o  meglio 

(2')  Xy  —   Yx  =  0, 

per  comprendere  anche  il  caso  che  la  x^  o  la  y,  sia  nulla.  Ora, 
se  z  tende  a  zero,  senza  che  mutino  x  q^l  y^ì  valori  X,  Y  dati 
dallo  (1)  (od  uno  almeno  di  essi)  vanno  crescendo  senza  limite, 
ed  il  punto  P  va  allontanandosi  all'infinito  lungo  la  retta  (2). 
Siamo  condotti  perciò  a  far  corrispondere  alla  terna  di  numeri 
(a?,  ?/,  0)  il  punto  air  infinito  della  retta  (2).  Viceversa,  dato 
un  punto  improprio  Pcc,  lo  si  congiunga  all'origine,  e  si  scriva 
la  equazione  di  questa  retta  sotto  la  forma  (2),  o  (2');  saranno 
allora  a:,  y  due  numeri  noti,  ai  quali  potrebbero  pure  sosti- 
tuirsi due  numeri  proporzionali.  I  due  numeri  x^  y  (o  due 
numeri  proporzionali),  insieme  a  0,  danno  una  torna  (a?,  y,  0), 
che  faremo   corrispondere  al  punto  P^). 

Riassumendo: 

Segnati  nel  piano  due  assi  cartesiani  x,  y,  ad  ogni  gruppo 

di   tre   numeri  x,  y,   z,    non   tutti    nulli,   corrisponde    un   unico 

punto  P  del  piano;  ^e  z  =»=  0,  P  è  proprio  ed  ha  per  coordinate 

cartesiane  --  ,  — ,-  se  invece  z  =  0,  P  sta  all'infinito  sulla  retta 
X  Y       '^  • 

-  =  -  -  (X,    y  coordinate   variabili).    Viceversa,  un  punto  P 

corrisponde  ad  infinite  terne  di  numeri;  però  da  una  di  queste  si 
ottengono  tutte  le  altre,  moltiplicando  i  tre  numeri  della  terna 
per  uno  stesso  fattore  non  nullo.  Alla  terna  (0,  0,  0)  non  corri- 
sponde alcun  punto  del  piano. 

Tre  numeri  x,  y,  z,  ai  quali  corrisponda  un  punto  P  nel 
modo  detto,  si  chiamano  coordinate  (cartesiane)  omogenee  di  P; 
la  posizione  di  P  dipende  solo  dai  mutui  rapporti  delle  coordi- 
nate omogenee. 

Dalla  definizione  seguono  subito  alcune  osservazioni. 

Vi  sono  tre  punti  del  piano,  punti  fondamentali  del  sistema, 
o  vertici  del  triangolo  fondamentale,  che  hanno  nulle  due  coor- 
dinate omogenee,  e  la  terza  diversa  da  zero,  ad  es.  uguale  ad  1 
(come  si  potrcà  sempre  supporre);  sono  V origine  (0,  0,  1),  il 
punto  aW infinito  dell'asse  x  (1,  0,  0),  e  il  punto  aU infinito 
delVasse  y  (0,  1,  0).  I  punti  per  cui  una  delle  tre  coordinate 
è  nulla,  costituiscono  tre  rette  fondamentali,  lati  del  triangolo 
fondamentale;  precisamente  un  punto  (0,  y,  z)  sta  ?,vX['assey, 
un   punto  (x,  0,  z)  ^\AV asse   x,    ed    un   punto  {x,  y,  0)  sulla 
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retta  alV  infinito.  Vi  è  un  punto  (punto  unità)  le  cui  tre 
coordinate  sono  uguali  fra  loro,  e  possono  assumersi  uguali  ad 
1;  e  il  punto  (1,  1,  1),  che  ha  le  coordinate  cartesiane  X  =  1, 
Y  =  1.  Il  punto  all'infinito  della  retta  X  =  Y,  congiungente 
il  punto  unità  colla  origine,  ha  le  coordinate  (1,  1,  0);  ecc. 

Come  applicazione,  cerchiamo  le  coordinate  omogenee  del 
punto  all'infinito  della  retta 

aX  -j-  bY  -]-  e  =  0. 

Quel  punto  appartiene  pure  alla  parallela  uscente  dall'ori- 
gine (n.°  105) 

aX  ^  bY  =  0,     ossia  -^    =  Z, 

—  b  a 

ed  ha  quindi  le  coordinate  uguali,  o  proporzionali,  a  (  —  6,  a,  0)  (i). 

Osservazione.  —  Noi  riterremo  estesa  la  definizione  di 
coordinate  omogenee  anche  al  caso  di  punti  immaginari;  per 
un  punto  siffatto,  uno  almeno  dei  mutui  rapporti  delle  tre 
coordinate  x,  y,  z  sarà  un  numero  complesso. 

Cerchiamo  ad  es.  le  coordinate  dei  punti  ciclici  del  piano. 
Ricordando  che  essi  sono  i  punti  all'infinito  delle  direzioni  as- 
solute uscenti,  dall'origine,  le  quali  hanno  le  equazioni  (in  coor- 
dinate ortogonali,  n.°  121,  Oss.) 

X  dz  iy  =:  0,     ossia  ~^-~  =     ~^-  , 

1  ±  « 

concludiamo   che  i  punti  ciclici   del  piano    hanno,    rispetto  ad 
assi  ortogonali,  le  coordinate  omogenee 

(1,  i,  0),     (1,  -  i,  0). 
125.  Equazione  omogenea  di  una  retta.  —  Per  trasformare 
in  coordinate  omogenee  x,  y,  z  la  equazione  cartesiana  di  una 
retta 

(3)  aX  -]r  bY  -\-  e  —  0, 

si  eseguiscano  le  sostituzioni  (1)  e  si  liberi  da  frazioni;  cosi  si 
ottiene  la  equazione  omogenea  della  retta 

(4)  ax  -\-  by  -\-  cz  ^=.  0. 


Q-)  Se  gli  assi  sono  ortogonali,  visto  che   —,     —    u#^.t.,    —   

(n.    114),  risulta  che  le  due  prime  coordinate  omogenee  del  punto  all'infi- 
nito di  una  retta  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  retta. 
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Questa  è  soddisfatta,  non  solo  dalle  coordinate  dei  punti 
propri  della  retta,  ma  pure  dalle  coordinate  ( —  6,  a,  0)  del 
punto  all'infinito  della  retta  stessa.  Il  passaggio  inverso  dalla 
(4)  alla  (3),  si  eseguisce  dividendo  i  due  membri  della  (4)  per  z 
e  ricordando  le  (1). 

Qui  si  noti  che  la  equazione  omogenea  (4)  ha  senso,  anche 
quando  due  dei  coefficienti  sono  nulli  (non  tutti  e  tre);  ad  es., 
se  «  =  ò  =  0,  la  (4)  si  riduce  a  0  =  0,  che  è  soddisfatta 
dalle  coordinate  omogenee  dei  punti  impropri;  dunque  la  equa- 
zione omogenea  della  retta  aW infinito  del  piano  è  z  =  0-^  men- 
tre questa  retta  non  poteva  rappresentarsi  colle  ordinarie  coor- 
dinate cartesiane. 

126.  Coordinate  di  una  retta  nel  piano.  —  Fin  dal  princi- 
pio del  corso  (n.'*  6)  abbiamo  osservato  che,  nella  geometria 
proiettiva  piana,  i  punti  e  le  rette  si  comportano  in  modo  ana- 
logo, di  guisa  che  nelle  proposizioni  concernenti  proprietà  gra- 
fiche, è  permesso  lo  scambio  delle  parole  punto  e  retta.  Ma  in 
seguito,  nello  stabilire  la  geometria  analitica  del  piano,  abbiamo 
trattato  in  modo  diverso  il  punto  e  la  retta;  il  punto  fu  rappre- 
sentato mediante  un  gruppo  di  numeri  (coordinate),  la  retta 
invece  mediante  quella  equazione  lineare,  a  cui  soddisfano  le 
coordinate  dei  singoli  suoi  punti.  In  tal  modo  la  retta  veniva 
considerata  come  descritta  dal  movimento  di  uno  dei  suoi  punti, 
come  sostegno  di  una  punteggiata. 

Proponendoci  ora  di  operare  sulle  rette  di  un  piano,  come 
finora  abbiamo  operato  sui  punti,  dobbiamo  cercare  anzitutto 
il  modo  di  definire  una  retta  mediante  coordinate.  A  questo 
risultato  si  può  esser  condotti,  o  da  considerazioni  geometriche 
(notando  ad  es.  che  per  fissare  una  retta  r  nel  piano,  basta 
conoscere  i  punti  in  cui  /•  sega  due  rette  fisse),  oppure  da  con- 
siderazioni analitiche,  ricorrendo  alle  nozioni  finora  acquistate  di 
geometria  piana.  Seguiremo  questa  seconda  via. 

Fissati  nel  piano  due  assi  cartesiani  x,  7/,  noi  sappiamo 
che  ogni  retta  r  può  essere  rappresentata  da  un'  equazione 
lineare  ed  omogenea 

(1)  ax  -\-  hy  -\-  cz  =  0, 

o,  ciò  che  fa  lo  stesso  (eccettuata  la  retta  all'infinito),  dall'equazione 
aX  -{-  hY  -\-  e  =  0 
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in  coordinate  cartesiane  ordinarie.  Dati  tre  numeri  a,  6,  e,  dei 
quali  uno  almeno  non  nullo,  è  nota  la  equazione  (1),  e  quindi 
la  retta  r  corrispondente.  Viceversa,  data  r,  si  potrà  scrivere  una 
equazione  che  la  rappresenti,  sia  la  (  1  )  ad  esempio  ;  ogni  altra 
equazione  della  stessa  retta  si  otterrà,  come  sappiamo  (n.*^  105), 
dalla  (1),  moltiplicandone  i  tre  coefficienti  a,  ò,  e  per  uno  stesso 
fattore.  Sicché  data  la  retta  r,  saranno  determinati  i  tre  nu- 
meri a,  6,  e,  o  tre  numeri  ad  essi  proporzionali. 

Ora  una  corrispondenza  di  questo  tipo,  tra  ente  geome- 
trico e  terna  di  numeri,  ci  si  presentò  nell'  introdurre  le  coordi- 
nate omogenee  di  un  punto.  L' analogia  ci  porta  ad  assumere  i 
tre  numeri  «,  6,  e  suddetti  come  coordinate  omogenee  della 
retta  r. 

In  conclusione:  noi  chiamiamo  coordinate  omogenee  di  una 
retta^  rispetto  a  due  assi  x,  y,  tre  numeri  a,  b,  e  tali,  die 
ax  -{-  hy  -\-  cz  =   0 

sia  V  equazione  della  retta  in  coordinate  omogenee  di  punti 
(od  aX  -^  Ì)Y  ^  e  =  0  l'equazione  cartesiana  della  retta). 

127.  Coordinate  pliickeriane.  —  Le  coordinate  omogenee  di 
una  retta  si  sogliono  indicare  con  m,  v,  w.  La  retta  da  esse  rap- 
presentata ha  dunque  l'equazione 

(1)  ux  -\-  vy  -}-  wz   =   0. 

Le  tre  coordinate  possono  assumere  valori  arbitrari,  purché 
non  tutti  nulli;  alla  terna  (0,  0,  0)  non  corrisponde  nessuna 
retta.  Se  due  coordinate  sono  nulle  (e  la  terza  può  quindi  sup- 
porsi  uguale  ad  1),  la  retta  è  fondamentale  nel  sistema  di  coor- 
dinate. Precisamente: 

le  coordinate  (1,  0,  0)     spettano  aW  asse  delle  j, 
»  (0,  1,  0)  »         all'  asse  delle  x, 

»  (0,  0,  1)  »  alla  retta  aW  infinito. 

Se  una  delle  tre  coordinate  é  nulla,  la  retta  passa  per  uno 
dei  tre  punti  fondamentali.  Cosi,  se  è  w  =  0,  la  retta  passa  per 
r  origine  ;  se  m  ==  0,  la  retta  é  parallela  all'asse  x]  e  se  t»  =  0, 
la  retta  è  parallela  all'asse  y.  Vi  è  una  retta  (ì'etta  unità),  le  cui 
tre  coordinate  sono  uguali  fra  loro,  e  possono  supporsi  uguali 
ad  1  ;  essa  ha  l'equazione  cartesiana    X  -j-   Y  -\-  1  ^=  0-,  ecc. 
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Come  le  coordinate  omogenee  di  un  punto  (x,   y,   z)  non 
hanno  significato  geometrico,  ma  lo  hanno  i  rapporti  X  =:   — , 
F  =  -f-  ,  così,  non  le  coordinate 
omogenee  di  retta  m,  ??,   w^  ma 
i   rapporti     t/"  =:  -^  ,    F  =  -  - 
hanno  una  interpretazione  geo- 
metrica. E  precisamente,  poiché 
i  due  segmenti  OP,    OQ,  stac- 
cati   dalla   retta   (1)   sugli   assi, 
hanno  i  valori  (n.*'  102) 


OF  = 


w 
u 


OQ  = 


w 

V 


segue  che  sarà 
u 
tv 


u  = 


1 

OP 


1 
OQ 


Dunque  :  /  rapporti  delle  prime  due  coordinate  u,  v  di  una 
retta  alla  terza  w,  hanno  valori  inversi  e  contrari  a  quelli  dei 
segmenti  che  la  retta  stacca  sugli  assi  (a  partire  dall' origine). 

Si  osserverà  che  la  conoscenza  dei  due  numeri  Uè  Fé  già 
sufficiente,  in  generale,  per  individuare  una  retta  del  piano; 
perciò  U  e  V  possono  riguardarsi  come  coordinate  non  omoge- 
nee della  retta,  o  coordinate  plUckeriane,  come  si  chiamano  (in 
contrapposto  a  coordinate  cartesiane),  per  riguardo  al  Plucker 
che  primo  introdusse  (1828)  le  coordinate  di  una  retta  Q-). 

Va  però  avvertito  che  le  coordinate  pliickeriane  non  si 
prestano  a  rappresentare  le  singole  rette  passanti  per  l'origi- 
ne; giacché  per  ognuna  di  esse  (eccettuati  gli  assi)  si  ha 
Z7=itGo,  F::^ilzGo.  Questo  fatto  fa  riscontro  a  quello  re- 
lativo alle  coordinate  cartesiane  ordinarie,  le  quali  non  sono  atte 
a  rappresentare  i  punti  di  una  determinata  retta  (all'infinito). 

128.  Equazione  di  un  punto  in  coordinate  di  rette.  —  Dire 
che  una  retta  p  ha  le  coordinate  w,  v,  w,  equivale  a  dire  che 
essa  é  rappresentata,  in  coordinate  x,  y,  z  di  punti,  dall'equa- 
zione 
(1)  ux  -\-  vy  -\-  wz   =   0. 


O  Talvolta  u,  v,  w  si  chiamano  coordinate  plUckeriane  omogenee. 
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Questa  definizione  si  traduce  subito  nell'enunciato: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  il  punto  (x,  y,  z) 
stia  sulla  retta  (u,  v,  w),  è  che  si  verifichi  la  relazione  (1).  (In 
coordinate  non  omogenee,  X,    Y  di  punti,    U,    V  di  rette,  la  (1) 
diviene 
(!')  Z7X  +   FF  +  1   =  0). 

Ora  la  (1)  contiene  simmetricamente  le  coordinate  di  un 
punto  P{x,y,z)  e  di  una  retta  p{u,  v,  w),  e  dà  luogo  a  due 
interpretazioni  diverse,  secondo  che  si  fanno  variare  le  une  o  le 
altre  coordinate. 

1)  Se    attribuiamo    valori   costanti   ad   u,  v,  w,  e  teniamo 

quindi  fissa  la  retta  p,  ma  la- 
sciamo variare  a?,  y,  z,  ad  ogni 
terna  di  valori  (a?,  y,  z)  soddi- 
sfacenti alla  (1)  corrisponde  un 
punto  P  della  retta  p  ;  in  tale 
ipotesi,  la  (  1  )  rappresenta  la 
retta  p{u^  v^  w),  è  la  equazione, 
in  coordinate  di  punti,  della  retta 

stessa,  la  quale  viene  riguardata 
come  sostegno  di  una  punteggiata. 

2)  Se  invece  attribuiamo  valori  costanti  ad  x,  y,  0,  tenendo 
fisso  il  punto  P,  ma  lasciamo  variare  m,  v,  w,  ad  ogni  terna 
di  valori  (u,  v,  w)  soddisfacenti  alla  (1),  corrisponde  una  retta  jp 
passante  per  il  punto  P;  questa  volta,  dunque,  la  (1)  ci  rappre- 
senta il  fascio  di  rette  che  ha  per  centro  il  punto  P(a:,  y,  0),  è 
(come  si  suol  dire)  la  equazione,  in  coordinate  di  rette,  del  punto 
P,  riguardato  come  centro  di  un  fascio. 

Riassumendo  : 

Quando  i  punti  si  determinano  mediante  coordinate  omogenee 
X,  y,  z,  le  rette  vengono  rappresentate  da  equazioni  lineari  ed  omo- 
genee in  X,  y,  z  ;  quando  invece  le  rette  si  determinano  mediante 
coordinate  omogenee  u,  v,  w,  i  punti  vengono  rappresentati  da 
equazioni  lineari  ed  omogenee  in  u,  v,  w. 

129.  Problemi  fondamentali  su  punti  e  rette  in  coordinate 
omogenee.  —  L'analogia  che  fin  da  ora  si  riscontra  fra  le 
coordinate  omogenee  di  punto  e  di  retta,  ci  si  presenterà  an- 
che più  spiccata  trattando  in  coordinate  omogenee  i  problemi 
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fondamentali  sulla  mutua  posizione  di  punti  e  rette,  problemi 
che  già  in  gran  parte  abbiamo  risolto  mediante  coordinate  non 
omogenee  di  punti. 


a)  Se  un  punto  muoven- 
dosi descrive  una  punteggiata  2>, 
le  coordinate  variabili  {x,  y,  z) 
del  punto  soddisfano  ad  una 
equazione  lineare  ed  omoge- 
nea^, 

lì)     ax  -\-  hy  -\-  cz  =:^  0, 
equazione  della  retta  p  (che  ha 
per  coordinate  omogenee  a,  b,  e). 

^)  Si  abbia  una  seconda 
equazione  lineare  ed  omogenea 
in  X,  y,  z, 

p')  a'x  +  Vy  -f  c'z  —  0, 
la  quale    rappresenti    una    se- 
conda retta  p'{a',  b',  e'). 

Determinare  analiticamente 
il  punto  d'incontro  delle  rette 
p,p',  vuol  dire  cercare  una  ter- 
na di  valori,  non  tutti  nulli,  x^ 
y/,  z  (coordinate  del  punto  pp  '), 
che  verifichino  le  due  equazioni 
lineari  ed  omogenee  p),p'). 


a')  Se  una  retta  muoven- 
dosi descrive  un  fascio  di  rette 
di  centro  P,  le  coordinate  va- 
riabili (u,v,w)  della  retta  sod- 
disfano ad  una  equazione  li- 
neare ed  omogenea, 
P)  au  -]-  bv  -\-  cw  ^=  0, 
equazione  del  punto  P  (che  ha 
per  coordinate  omogenee  a,  b,  e). 

^')  Si  abbia  una  seconda 
equazione  lineare  ed  omogenea 
in  u,  Vj  w, 

P')  a'u  +  b'v  -f  c'w  =  0, 
la  quale  rappresenti  un  se- 
condo punto  P'(a',  6',  e'). 

Determinare  analiticamente 
la  retta  congiungente  i  due  pun- 
ti P,  P' ,  vuol  dire  cercare  una 
terna  di  valori  non  tutti  nulli, 
■w,  r,  w  (coordinate  della  retta 
PP'), che  verifichinolo  due  equa- 
zioni lineari  ed  omogenee  P),  P  '  ) 


Ora  questi  valori  sono  uguali,  o  proporzionali,  ai  tre  deter 
minanti 


b 
b' 


b 
b' 


estratti  dalla  matrice  formata  coi  coefficienti   delle   due   equa- 
zioni (^). 

Un  caso  eccezionale  si  presenta  soltanto,  quando  i  tre  deter- 
minanti si  annullano  insieme;  ma  allora  una  delle  due  equa- 


(^)  I  rapporti  dei  primi  due  determinanti  al  terzo,  danno,  nel  problema 
di  sinistra,  le  coordinate  cartesiane  X,  Y  del  punto  di  incontro  delle  due 
rette  aX -\- hY  -\- e  =  0,  a' X  +  ò'  F  +  e'  =0  (n.°  104).  La  condizione 
di  parallelismo  è  espressa  dall'  annullarsi  del  terzo  determinante  (n."  105). 

14 
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zioni  lineari  è  conseguenza  dell'altra,  e  le  due  rette  p  Q  p\  od 
i  due  punti  P  e  P',  coincidono.  Ciò  d'altronde  risulta  osser- 
vando che  allora  si  ha 

a  :  b  :  e  =z  a'  :  h'  :  e', 
(a  meno  che  non  siano   tutte   nulle   le  a,  6,  <?,  o  le  a',  h',  e'). 


Data  una  terza  retta  p" 
p")  a"x  +  h"y  +  c"z  —  0 
(di  coordinate  a"^h" ,c"),la  con- 
dizione affinchè  le  tre  rette  p, p', 
p  "  passino  per  uno  stesso  punto, 
è  che  esista  una  terna  di  va- 
lori X,  y,  z,  non  tutti  nulli  (coor- 
dinate del  punto  nominato), 
soddisfacenti  alle  tre  equazioni 
P)ì  P')i  P")'i  è  adunque  che  sia 
nullo  il  determinante  formato  coi 
coefficienti  delle  equazioni  delle 
tre  rette j  o  (ciò  che  fa  lo  stesso) 
colle  coordinate  plilckeriane  omo- 
genee delle  rette  ;  ossia  (  cfr. 
n.°  106) 


(1) 


a 

b 

e 

a' 

b' 

e 

a" 

b" 

e 

Dato  un  terzo  punto  P" 
P")  a"u  +  b"v  +  c"w  =  0 
(di  coordinate  a'\h",c"),la  con- 
dizione affinchè  i  tre  punti  P, 
P',P"  stiano  in  una  stessa  retta, 
è  che  esista  una  terna  di  valori 
u,  V,  w,  non  tutti  nulli  (coordi- 
nate della  retta  nominata),  sod- 
disfacenti alle  tre  equazioni  P), 
P'),P")'^è  dunque  che  sia  nidlo 
il  determinante  formato  coi  coef- 
ficienti delle  equazioni  dei  tre 
punti,  0  (ciò  che  fa  lo  stesso) 
colle  coordinate  cartesiane  omo- 
genee dei  tre  punti]  ossia  (cfr. 
n.°  100) 


=  0. 


(E  qui  si  noti  che,  se  nella  (1)  si  suppongono  costanti  gli 
elementi  delle  ultime  due  orizzontali,  e  si  lasciano  variare  gli 
elementi  della  prima  orizzontale,  l'equazione  (1)  rappresenta 
o  il  punto  pp'  in  coordinate  di  rette  a,  b,  e,  oppure  la  retta 
PP'  in  coordinate  di  punti  a,  6,  e). 

y)  L'annullarsi  del  determinante  (1),  quando  non  siano  tutti 
nulli  i  minori  del  secondo  ordine  estratti  dalla  matrice  delle 
prime  due  orizzontali,  per  una  osservazione  già  fatta,  porta 
l'esistenza  di  due  numeri  À,  q  [a,  tali  da  soddisfare  le  relazioni 
(2)  a"  —  Jia  -^  f^a',  b"  =  Xb  -^  iA,b',  e"  =  ;ic  +  ^c'. 
Sostituendo  questi  binomi  al  posto  dei  coefficienti  nelle  equa- 
zioni p")  e  P"),  esse  assumono  le  forme: 


(3)       X{ax  '\-  by  -\-  cz) 

-f  nia'x  -f  b'y  +  c'z)  =  0. 


(3')     X{au  -\-  bv  -\-  cw) 
-f-  fi.(a'u  -\-  b'v  -\-  c'w)  ■=  0. 
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Dunque  :  V  equazione  (  in 
coordinate  omogenee  di  punti) 
di  ogni  retta  appartenente  al  fa- 
scio pp  ',  può  scriversi  come  com- 
binazione lineare  delle  equazioni 
delle  due  rette  p^  p  '  (n.°  106). 

E  si  può  anche  dire  che  le 
coordinate  (a",  b",  o,")  di  una 
retta  appartenente  al  fascio  delle 
due  rette  (a,  b,  e),  (a',  b',  e'), 
possono  esprimersi^  in  funzione 
delle  coordinate  di  queste,  me- 
diante le  relazioni  (2). 

ó)  Il  parametro  h  =■  '" 
che  entra  nella  equazione  (3) 
(o  nelle  coordinate  (2))  della 
retta  ^",  è  coordinata  proiettiva 
di  questa  retta,  variabile  nel 
fascio  2^p'ì  rispetto  alle  rette 
fondamentali  p',  p,  e  alla  ret- 
ta che  corrisponde  al  valore 
h  =z  1. 

E  se  in  un  fascio  si  consi- 
derano quattro  rette  di  coordi- 
nate 

p    (a,  6,  e), 
p'  (a',  h',  c'\ 

p"  (a-\-ha',b-^hò',c-^hc'), 
p'" (a  -^  ka',b  -^  kb',  e  -^  kc'), 
il  loro  doppio  rapporto  è  espres- 
so da  (^) 

(4)       {pp'p"p'")  =  ^7- 


Dunque  :  V  equazione  (in 
coordinate  omogenee  di  rette) 
di  ogni  punto  appartenente  alla 
retta  PP\  può  scriversi  come 
combinazione  lineare  delle  equa- 
zioni dei  due  punti  P,  P'. 

E  si  può  anche  dire  die  le 
coordinate  (a",  b",  e")  di  un 
punto  appartenente  alla  congiun- 
gente i  due  punti  (  a,  b,  e),  (a  ',  b  ', 
e'),  possono  esprimersi,  in  fun- 
zione delle  coordinate  di  questi, 
mediante  le  relazioni  (2). 

ò')  Il  parametro  li  =  , 
che  entra  nella  equazione  (3') 
(o  nelle  coordinate  (2))  del  pun- 
to P",  è  coordinata  proiettiva 
di  questo  punto,  variabile  sulla 
punteggiata  PP',  rispetto  ai 
punti  fondamentali  P',  P  ed  al 
punto  che  corrisponde  al  valore 
h  =  1. 

E  se    in   una   punteggiata 
si  considerano  quattro  punti  di 
coordinate 
P    («,  b,  e), 
P'  (a',  b',  e'), 

P"(a-\-ha',b-^hb',c-i-hc'), 
P"'(a-{-ka',  6-f-  kb',  e  -f  kc'), 
il  loro  doppio  rapporto  è  espres- 
so da  (^) 

(4')    (PP'P"P"')  =  ^  • 


(^)  La  forinola  (4)  fu  già  dimostrata  al  n.°  107,  come  si  vede  scri- 
vendo le  equazioni  delle  quattro  rette.  Per  giustificare  la  (4')  si  osservi 
che  le  ascisse  dei  quattro   punti   P,  P',  P",  P'"  sono  rispettivamente  — -» 

o'  a  -{-  ha'         a  -\-ka'  ,        ,        ._    . j_;     ì.ì...„    t.: 

e'   '      e  -\-  he  '       e  -{-  kc' 


e  queste  sono  pure    le    ascisse  dei  quattro  punti 
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e)  Date  tre  rette  mediante 
le  loro  equazioni  in  coordinate 
di  punti,  la  condizione  perchè 
quelle  formino  fascio  può  an- 
che esprimersi  dicendo,  che  deve 
esistere  una  conveniente  com- 
binazione lineare  delle  tre  equa- 
zioni, la  quale  si  riduca  ad  una 
identità  (n.''  108). 

Se  invece  le  tre  rette  non 
formano  fascio,  mediante  una 
conveniente  combinazione  li- 
neare delle  loro  equazioni,  si 
può  rappresentare  una  quarta 
retta  assegnata  ad  arbitrio  nel 
piano  (n.°  109). 


£')Dati  tre  punti  mediante 
le  loro  equazioni  in  coordinate 
di  rette^  la  condizione  perchè 
quelli  siano  allineati  può  anche 
esprimersi  dicendo,  che  deve  esi- 
stere una  conveniente  combina- 
zione lineare  delle  tre  equa- 
zioni, la  quale  si  riduca  ad  una 
identità. 

Se  invece  i  tre  punti  non 
sono  allineati,  mediante  una 
conveniente  combinazione  li- 
neare delle  loro  equazioni,  si 
può  rappresentare  un  quarto 
punto  assegnato  ad  arbitrio  nel 
piano. 


130.  Legge  di  dualità  piana.  —  L'ultimo  paragrafo  con- 
tiene una  serie  di  procedimenti  analitici  che  possono  ricevere 
una  doppia  interpretazione  geometrica,  secondo  che  le  coordi- 
nate ivi  adoperate,  si  considerano  come  coordinate  di  punti,  o 
coordinate  di  rette. 

Ora  si  voglia  studiare  una  proprietà  proiettiva  di  una  fi- 
gura piana,  composta  ad  es.  di  n  punti  ed  JSf  rette  ;  quella  pro- 
prietà riguarderà  la  mutua  posizione  dei  punti  e  delle  rette 
nominate,  o  le  relazioni  fra  certi  doppi  rapporti;  (tali  sarebbero 
ad  es.  il  teorema  dei  triangoli  omologici,  dell'esagono  iscritto 
fra  due  rette,  i  teoremi  generali  sulle  proiettività  ed  involu- 
zioni .  .  .  ).  Per  dimostrare  analiticamente  quella  proprietà  si  po- 
trà riferire  la  figura  ad  un  sistema  di  coordinate  omogenee  di 
punti  ;  si  rappresenteranno  dunque  gli  n  punti  mediante  n  terne 


dell'  asse  x,  che  risultano  come  proiezioni  di  quelli  secondo  la  direzione  y. 
Ora  il  doppio  rapporto  degli  ultimi  punti  è  espresso  dal  doppio  rapporto 
delle  loro  ascisse,  ossia  (fatti  i  calcoli)  da  ~;  segue  quindi  la  (4').  Se  poi 
i  quattro  punti  appartenessero  all'asse  y,  o  alla  retta  all'infinito,  nei  quali 
casi  la  precedente  dimostrazione  cadi-ebbe  in  difetto,  si  terrebbe  conto  delle 
loro  ordinate  —,...,  o  delle  loro  coordinate  proiettive  sulla  retta  all'infi- 
nito —  ,... 
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di  numeri,  e  le  ^  rette  mediante  N  equazioni  lineari  ed  omo- 
genee in  coordinate  di  punti;  ed  applicando  in  un  ordine  con- 
veniente i  risultati  del  n."  precedente,  si  dimostrerà  che  la 
relazione  analitica  in  cui  si  traduce  la  tesi  dell'enunciato,  può 
dedursi  algebricamente  dalle  relazioni  traducenti  le  ipotesi. 

Griunti  però  alla  fine  della  dimostrazione,  noi  possiamo  ri- 
leggere tutte  le  formole  scritte,  in  modo  diverso,  interpretando 
ora  le  coordinate  introdotte,  non  più  come  coordinate  di  punti, 
bensì  come  coordinate  di  rette.  In  tale  ipotesi,  le  n  terne  di  nu- 
meri, sopra  nominate,  rappresentano  n  rette,  e  le  ^  equazioni 
lineari  rappresentano  iV  punti.  I  passaggi  analitici  continue- 
ranno a  sussistere;  però  l'interpretazione  geometrica  del  risul- 
tato non  ci  darà  più  il  teorema  da  cui  siamo  partiti  ;  ma  invece 
quel  teorema  in  cui  il  primitivo  si  muta,  quando  si  scambino 
tra  loro  nell'enunciato  le  parole  punto  e  retta  di  un  piano, 
punteggiata  e  fascio  di  rette.  L'osservazione  qui  fatta,  secondo 
cui  la  dimostrazione  analitica  di  un  certo  teorema,  interpretata 
in  un  altro  modo,  ci  dà  la  dimostrazione  del  teorema  duale, 
giustifica  pienamente  la  legge  dualità  nel  piano  :  Da  ogni  propo- 
sizione grafica  di  geometria  piana  si  può  dedurne  un'altra  (in 
generale  diversa  della  prima)  mediante  lo  scaìnhio  delle  parole 
punto  e  retta. 

E  qui  si  noti  che  per  applicare  la  legge  di  dualità  ad  un 
teorema,  non  occorre  nemmeno  che  il  teorema  sia  dimostrato 
analiticamente,  ma  basta  sapere  che  il  teorema  sussiste,  e  che  le 
ipotesi  e  la  tesi  di  esso  possono  tradursi  analiticamente  coi  mezzi 
di  cui  si  parla  nel  n.''  precedente.  Infatti,  dovendo  la  tesi  esser 
conseguenza  delle  ipotesi,  si  è  sicuri  che  il  teorema  può  dimo- 
strarsi per  via  analitica  coi  mezzi  nominati  ;  e  ciò  è  sufficiente 
per  il  nostro  scopo. 

131.  Dimostrazione  analitica  del  teorema  dei  triangoli 
omologici.  —  Per  render  più  chiare,  con  un  esempio,  le  conside- 
razioni dell'  ultimo  n.**,  esporremo  qui  una  dimostrazione  ana- 
litica del  teorema  dei  triangoli  omologici  giacenti  in  uno  stesso 
piano  (n.**  14). 

a)  Consideriamo  anzitutto  due  triangoli  LMN,  L'M'N', 
i  cui  lati  omologhi  si  seghino  in  punti  di  una  stessa  retta.  Ri- 
feriamoci  ad   un   sistema   di   coordinate   omogenee   di  punti.   I 
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lati  l,  m,  n  del  primo  triangolo  avranno  tre  equazioni  lineari, 
elio  potremo  indicare  brevemente  con 


(1) 


Z   =   0,       m  =z 


0, 
0, 
0, 


0,       n  =   0. 
Se  poi 

(2)  r  =  0 
è  la  equazione  della  retta  su 
cui  si  segano  i  lati  omologhi 
dei  due  triangoli,  le  equazioni 
dei  lati  V,  w',  n'  del  secondo 
triangolo  potranno  scriversi 
sotto  la  forma 

l    r  -{^    Ài 

(3)  <    ^  -["  i"^ 
'    r  -\-    vn 

dove   X^  ^,  V  sono  certi  para- 
metri. 

Ora  per  procurarci  le  equazioni  delle  rette  congiungenti 
vertici  omologhi,  osserviamo  che  se  dalla  seconda  delle  equa- 
zioni (3)  si  sottrae  membro  a  membro  la  terza,  si  ottiene  l'e- 
quazione firn  —  VÌI  =  0,  la  quale,  pel  modo  come  fu  rica- 
vata, rappresenta  una  retta  passante  per  il  vertice  m'n'  ^  jL'; 
ma  poiché  quella  equazione  è  pure  una  combinazione  lineare 
di  w  =  0,  n  =  0,  la  retta  stessa  passerà  anche  pel  punto 
mn  =  L.  Dunque  le  rotte  LL\  MM\  NN'  hanno  rispetti- 
vamente le  equazioni 
(4)    (Am  —  j^n   =   0,     vn  —  Ài   ■=   0,     Ài  —  f^m   =   0. 

Ora  le  (4),  sommate  membro  a  membro,  danno  una  identità  ; 
si  conchiude  dunque  (n.°  129,  e))  che  le  rette  LL',  MM\  NN' 
passano  per  uno  stesso  punto]  e  con  ciò  rimane  dimostrata  una 
parte  del  teorema  dei  triangoli  omologici. 

a')  Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema  (duale 
della  prima),  basta  rileggere  la  precedente  dimostrazione  nel- 
l'ipotesi che  le  equazioni  scritte  abbreviatamente  contengano^ 
come  variabili,  le  coordinate  di  rette ^  anziché  quelle  di  punti.  Al- 
lora le  (1)  sono  le  equazioni  di  tre  punti  L,  M^  iV,  vertici  di 
un  triangolo,  la  (2)  rappresenta  pure  un  punto  i?,  e  le  (3)  rap- 
presentano altri  tre  punti  i-',  M  ',  N',  vertici  di  un  secondo 
triangolo,  i  quali   stanno  ordinatamente  sulle  rette    BL^  BM, 
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UN.  La  ipotesi  è  dunque  che  le  rette  congiungenti  i  vertici 
omologhi  dei  due  triangoli  passino  per  uno  stesso  punto.  Le  (4) 
finalmente  rappresentano,  come  è  facile  vedere,  i  punti  d'in- 
contro dei  lati  omologhi  dei  due  triangoli  ;  dal  fatto  che  le  (4), 
sommate  membro  a  membro,  forniscono  una  identità,  si  conclude 
questa  volta  (n.''  129,  e'))  che  i  tre  punti  ora  nominati  stanno 
sopra  una  stessa  retta,  e.  d.  d. 

Esercizi  —  1).  Quale  è  la  distanza  del  punto  F{X,  Y)  dalla  retta 
r{U,  F)?  Quale  è  l'angolo  delle  due  rette  {U,   V),  {U',  V')? 

2)  Se  una  retta  si  muove  in  un  piano  in  guisa  che  sia  nulla  la  somma 
delle  distanze  da  essa  di  7i  punti  dati  Mi.  moltiplicate  ordinatamente  per 
n  numeri  dati  p»  {i  =  1,  2  .  .  .  n),  la  retta  descrive  un  fascio  intorno  al 
baricentro  dei  punti  Mi  presi  coi  pesi  pi  (n.°  110.  es.  6)).  Si  consideri  il  caso 
particolare  die  sia  nulla  la  somma  dei  pesi. 

3)  Scrivere  le  formule  di  trasformazione  per  le  coordinate  pliickeriane 
(non  omogenee),  quando  si  muta  il  sistema  di  riferimento. 

4)  Quali  punti  immaginari  rappresentano  le  due  equazioni  ii  zt  iv  =  0?. 

*  132.  Coordinate  proiettive  di  punti.  —  Le  coordinate 
cartesiane  (rese  omogenee,  quando  convenga)  permettono,  come 
dicemmo,  di  studiare  anche  le  proprietà  proiettive  del  piano; 
esse  però  non  offrono  il  sistema  più  adatto  per  quest'ultimo 
studio.  Ciò  dipende  dal  fatto  che  la  definizione  del  sistema 
cartesiano  è  fondata  sopra  concetti  metrici  (parallelismo).  Se- 
gue ad  es.  che  quella  definizione  non  può  tradursi  per  dua- 
lità, in  guisa  da  condurre  ad  un  sistema  di  coordinate  nel 
piano  rigato  (il  sistema  pliickeriano  fu  introdotto  mediante 
considerazioni  di  altra  natura);  né  può  estendersi  alle  altre 
forme  di  seconda  specie,  stella  di  rette  o  di  piani.  Segue 
ancora  che  le  coordinate  dei  punti  di  una  figura  piana  si 
alterano,  quando  la  figura  venga  proiettata  sopra  un  altro 
piano. 

Per  ovviare  a  questi  inconvenienti  si  è  cercato  di  definire 
un  sistema  di  coordinate  proiettive  {che  com'pTen.de  il  csirtesia,no 
come  caso  particolare),  partendo  da  nozioni  puramente  proiet- 
tive. Noi  vi  giungeremo  nel  modo  più  naturale,  procurando 
anzitutto  di  esprimere  le  ordinarie  coordinate  cartesiane  me- 
diante doppi  rapporti  di  punti,  alcuni  dei  quali  impropri,  e 
liberandoci  poi  dalla  restrizione  relativa  alle  particolari  posi- 
zioni di  questi  ultimi  punti. 
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Siano  dunque  x,  y  gli  assi  cartesiani,  Z  il  loro    punto    di 
incontro  (origine),  X,,  Z^  i  loro  punti  all'infinito.   Sia  final- 
mente E  un  punto   proprio,    fuori   degli   assi,  punto  unità,  al 
quale  attribuiremo  convenzionalmente  le  coordinate  cartesiane 
X./  (+1,-1-1);  vuol  dire  che  as- 

7  sumeremo  come  unità  di  misura 

•y  l'ascissa  di  E  per  i  segmenti  pa- 

J  /  ralleli  ad   x  (ascisse),   e  l'ordi- 

7 "     7 /" nata  di    E  per   i   segmenti  pa- 

/  /  ralleli    ad    y   (ordinate),    senza 

y p 7 preoccuparci    se    quelle    due  u- 

/  /  nità    di    misura    sono    uguali  o 

"~7z         W  '^' ^^       diverse.     Ciò    posto,    per    aver 

le  coordinate  cartesiane  di  un 
punto  P,  proprio,  qualsiasi  del  piano,  dovremo  proiettare  P  ed 
E  da  y^  sull'asse  x  ottenendo  i  punti  P',  E',  e  da  X^  sul- 
l'asse y  ottenendo  i  punti  P",  E".  L'ascissa  X  sarà  allora  il 
valore  del  segmento  ZP'  misurato  coll'unità  di  lunghezza  ZE', 
ossia  X  =  ~~-  e  similmente  l'ordinata  Y  =  -||^.  Espri- 
mendo questi  rapporti  semplici  mediante  doppi  rapporti  (n.°  40), 
avremo 

X=(X^ZE'P'),     Y={Y^ZE"P")- 

e  sostituendo  ai  doppi  rapporti  di  punti,  i  doppi  rapporti  delle 
rette  proiettanti  da   Y^  ed  X^  rispettivamente, 

X=  Y^{X^ZEP\  Y=  X^{Y^ZEP). 
Liberiamoci  ora  dalla  restrizione  che  i  punti  X^,  T^  siano 
impropri.  Sopra  un  piano  qualsiasi  (proprio,  od  anche  impro- 
prio) assumiamo  ad  arbitrio  un  triangolo  fondamentale  XYZ, 
e  fissiamo  un  punto  unità  E,  pure  ad  arbitrio,  ma  fuori  dei 
lati  del  triangolo.  Allora  dato  un  punto  P  qualsiasi,  fuori 
della  retta  XY,  rimangono  definiti  in  valore  e  segno  i  doppi 
rapporti 

(1)  X  =  Y(XZEP\     Y  =  X(  YZEP)  ; 

e  viceversa,  dati  due  numeri  finiti  X,  Y,  rimane  individuato, 
in  virtù  delle  (1),  il  punto  P.  I  due  numeri  Z,  F,  collegati  al 
punto  P  mediante  le  (1),  si  dicono  coordinate  proiettive  (non 
omogenee)  di  P,  rispetto  ai  punti  fondamentali  X,  F,  Z  ed  al 
punto^unità  E. 
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H  punto  Z  ha  le  coordinate  proiettive  (0,  0)  ;  ogni  punto 
della  retta  ZX  ha  T  =  0,  ogni  punto  di  ZZ  ha  X  =  0;  il 
punto  E  ha  le  coordinate  (1,  1).  I  punti  di  una  retta  uscente 
da  X  hanno  costante  la  Y,  ed  i  punti  di  una  retta  uscente  da 
Y  hanno  costante  la  X.  Un  punto 
generico  della  retta  XY  avrebbe,  se-  V., 

condole(l),  X=:±  00,  r=  db  00;  A 

ma   a   togliere  la    indeterminazione  /;  \ 

analitica  relativa  a  quei  punti,  prov-  /        \\ 

vederemo  colla  introduzione  di  una  /  \  \ 

terza  coordinata.  Se  la  retta  ZT  si  /       :        \p\ 

suppone    impropria,    si    ricade    nel-  /  "     "^r  ^.  -  '     \ 

l'ordinario  sistema  cartesiano.  /    .  .. ''        ^  ..      .\ 

Dovremmo  ora  trattare  in  coor-         /-    \ 

dinate  proiettive  le  relazioni  fonda-       i^  ^ 

mentali  di  posizione  fra  punti  e  rette  di  un  piano.  Una  sem- 
plice osservazione  ce  ne  dispensa.  Tutti  i  risultati  ottenuti  in 
coordinate  cartesiane  nel  Gap.  I  valgono  senz'  altro  in  coordi- 
nate proiettive,  ])urchè  ai  punti  impropri,  di  cui  ivi  talvolta  si 
parla,  si  sostituiscano  ora  i  jmnti  della  retta  fondamentale  XY; 
quindi  al  rapporto  semplice  di  tre  punti  allineati,  si  sostituisca  il 
doppio  rapporto  formato  dai  tre  punti  col  punto  in  cui  la  loro 
retta  sega  XY]  ecc.  In  particolare  :  ogni  formola  esprimente  in 
coordinate  cartesiane  una  relazione  proiettiva  di  punti  e  rette, 
conserva  inalterato  il  suo  significato  in  coordinate  proiettive. 

Questa  affermazione  si  giustifica  osservando  che  i  ragiona- 
menti fatti  in  quel  Gap.  1,  possono  ripetersi  letteralmente  in 
coordinate  proiettive,  pur  di  tener  presente  la  suddetta  avver- 
tenza relativa  agli  elementi  impropri  (^). 

(^)  Ad  es.  il  primo  problema  risolto  in  coordinate  cartesiane  (n.°  99), 
ora  va  enunciato  così  :  «Date  le  coordinate  proiettive  di  due  punti 
PiiXii  Yi),  P2(X2,  Y2),  e  detta  Q  la  intersezione  della  retta  P1P2  colla 
retta  XY,  determinare  sulla  prima  retta  quel  punto  P(X,  Y)  che  forma 
con  Pi,  Po,  Q  un  doppio  rapporto  assegnato  {P1P2PQ)  =  r».  Proiettando  i 
quattro  punti  Pj,  P^,  P,  Q  da  Y  sopra  la  retta  ZX,  otterremo  quattro  punti 
aventi  come  prime  coordinate  proiettive  Xi,  X2,  X,  dz  co  ;  e  dovrà  essere 
{Xi,  X2,  X,  +00)  =  r,  donde  segue  (n.°45)  X  =  -\~  ^  "  .  Similmente 
—  1  —  r  '  •  ^^  ritrovano  così  le  formolo  (1)  del  n.°  99,  le  quali  con- 
ducono alle  conseguenze  dedotte  nei   n.'  100,  101.  Ecc. 


—  218  — 

Risulta  cosi  che,  m  coordinate  proiettive^  una  retta  è  ancora 
rappresentata  da  una  equazione  lineare.  In  particolare  X  ^  0, 
Y  =  0  rappresentano  le  rette  fondamentali  YZ,  XZ\ 
aX  -\-  e  =  0,  hY  -\-  e  =^  0  rappresentano  rette  uscenti 
rispettivamente  dai  punti  fondamentali  F,  X\  aX  -|-  6  F  =  0  è 
una  retta  uscente  dal  punto  Z^  e  precisamente  X  —  1^  =  0 
rappresenta  la  retta  ZE\  ecc. 

*  133.  Coordinate  proiettive  omogenee  di  punti.  —  Volendo 
rappresentare  anche  i  punti  della  retta  fondamentale  X  Y,  faremo 
uso  di  coordinate  proiettive  omogenee^  che  definiremo  seguendo 
la  via  tenuta  al  n.*'  124.  Fissato  un  triangolo  fondamentale 
XYZ  ed  un  punto  unità  E^  chiameremo  coordinate  proiettivo 
omogenee  di  un  punto  P  tre  numeri  x,  y.  0,  non  tutti  nulli, 
tali  che 

(1)  X  =    '^,         Y  =    ^ 

siano  le  coordinate  proiettive,  non  omogenee,  sopra  definite 
del  punto  P.  Questa  definizione  vale,  a  dir  vero,  colla  restri- 
zione z  ^  0,  la  quale  porta  che  il  punto  P  sia  fuori  della  retta 
XY.  Per  togliere  la  restrizione  osserviamo  anzitutto  che  il  detto 
punto  P(a^,  y,  2'),  congiunto  con  Z^,  dà  una  retta  ZT  avente 
la  equazione 

(2)  ^  =  X, 

^  ^  X  y 

dove  X,  Y  sono  le  coordinate  proiettive  variabili  ;  conveniamo 
poi  di  attribuire  le  coordinate  (x,  ?/,  0)  alla  intersezione  della 
retta  (2)  colla  retta  XY.  Da  queste  definizioni  segue  che  i 
rapporti   —,    ^  hanno  i  significati  geometrici 

(1')  -   =   Y{XZEP),      -^-  =  X{YZEF). 

z  z 

Quanto  al  rapporto  7  ,  si  osservi  che  la  retta  ZF  avente 
r  equazione  (2),  ossia  ^  —  J  T  =  0,  forma  colle  tre  retto 
J^r,  ZX^  ZE  di  equazioni 

X  =  0,     y  =  0,     X  -   F  =  0 
il  doppio  rapporto  (n.'  107,  132) 

Z{YXEF)  =  ^- 

OC 
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Riunendo  questa  alle  (1'),  possiamo  ora  definire  come  coor- 
dinate proiettive  omogenee  di  un  punto  P  tre  numeri  x,  y,  z, 
non  tutti  nulli,  tali  che  sussistano  le  relazioni  (di  cui  due  sole 
sono  indipendenti) 


y 


(3)    •^-  z=  X{  YZEP),     ^-  =  Y{ZXEP\ 


=  Z{XYEP) 


z  X 

Le  tre  coordinate  omogenee  di  un  punto  possono  eviden- 
temente esser  moltiplicate  per  uno  stesso  fattore,  senza  che  il 
punto  cambi.  I  vertici  X,  Y,  Z  del  triangolo  fondamentale  hanno 
rispettivamente  coordinate  uguali  (o  proporzionali)  a  (1,  0,  0), 
(0,  1,  0),  (0,  0,  1);  il  punto  unità  j^"  ha  le  coordinate  (1,  1,  1); 
per  un  punto  della  retta  YZ  è  x  =  0,  per  un  punto  di  ZX 
è  ?/   =   0,  e  per  un  punto  ài  XY  q  z  ■=   0.  Ecc. 

In  coordinate  proiettive  omogenee  una  retta  è  rappresen- 
tata da  una  equazione  lineare  ed  omogenea.  In  particolare  x  =  0, 
7/  r=  0,  2;  =  0  rappresentano  i  lati  del  triangolo  fondamentale  ; 
ax  -\-  hy   ■=   0  k  una  retta  uscente  dal  vertice  Z.  Ecc. 

*134.  Coordinate  proiettive  di  una  retta.  —  Supposto  che 
una  retta  p  sia  rappresentata  in  coordinate  proiettive  omoge- 
nee di  punti  (x,  y,  z)  dall'equazione 

=   0,  ' 


i',  tv   coordinate   proiettive 


(1)  ux  -{-  vy  -\-  WÀ 
potremo  'chiamare   i   coefficienti    u. 
omogenee     della     retta   p]  (™,  -^y  , 
coordinate  non  omogenee',  cfr.  n.'  126, 
127). 

La  (1)  dà  allora  la  condizione 
affinchè  un  punto  (x,  y,  z)  appar- 
tenga ad  una  retta  (m,  v,  w). 

Di  queste  coordinate  di  rette  si 
può  pure  assegnare  una  definizione 
diretta,  che  corrisponde  per  dua- 
lità alla  definizione  delle  coordinate 
proiettive  di  punti.  A  tal  fine  indi- 
chiamo con  w,  V,  w  le  rette  fonda- 
mentali YZ,  ZX,  XY;  e  conside- 
riamo, oltre  alla  retta  p  rappresentata  dalla  (1),  la  retta  unità  e 
avente  l'equazione 

(2)  x-^  y  ^  z  =  0, 


—  220  — 

e  quindi  le  coordinate  (1,  1,  1).  È  facile  vedere  che  le  rette 
proiettanti  da  X  i  punti  cu,  pu  della  retta  m  (a;  =  0)  hanno 
rispettivamente  le  equazioni 

?/  -f  0  =  0,       vy  -^  wz  z=  0'^ 
queste  due  rette  formano  adunque  colle  v,  w^  di  equazioni 

7/   =   0,       ^   =   0, 
il  doppio  rapporto 

uivwep)   = 

w 

Operando  in  modo   analogo    sugli   altri   lati   del   triangolo 

fondamentale,  troviamo  che,  iì.ssato  un  trilatero  u,  v,  w  ed  una 
reità  unità  e,  la  quale  non  contenga  alcun  vertice  di  questo^  per 
coordinate  proiettive  omogenee  di  una  retta  p  si  devono  intendere 
tre  numeri  u,  v,  w,  tali  che  sussistano  le  relazioni  (di  cui  due 
sole  indipendenti) 

—    ^   u{vwep),      —   =   viwuep).      —  =   w(uvep). 

W  u  V  \  J.  / 

Partendo  da  quest'ultima  definizione,  si  può  ritenere  che  la 
retta  unità  e  sia  una  retta  generica  del  piano.  Ma  se  si  vuole, 
come  sarà  sempre  supposto,  che  la  nuova  definizione  concordi 
colla  precedente,  o,  in  altri  termini,  che  la  (1)  esprima  la  con- 
dizione di  appartenenza  di  punto  e  retta,  bisogna  che  la  retta 
unità  sia  rappresentata  in  coordinate  di  punti  dall'equazione  (2). 
E  ciò  esige,  come  si  dimostra  facilmente,  che  per  retta  unità 
si  scelga  la  retta  armonica  del  punto  unità,  rispetto  al  trian- 
golo fondamentale  (n."  110,  d))  Q). 

In  questa  ipotesi  la  (1),  secondo  che  in  essa  si  suppongono 
variabili  le  x^  ?/,  0,  o  le  u,  v,  w,  rappresenta  la  retta  p(?*,  v,  w) 
in  coordinate  di  punti,  o  il  punto  P(x,  y,  z)  in  coordinate  di 
rette.  Un  punto  è  rappresentato  adunque  da  un''  equazione  lineare 
in  coordinate  proiettive  di  rette.  Ad  es.  il  punto  X  ^i  vw  Ilo, 
l'equazione  m   =   0;  ecc. 

Tutte  le  considerazioni  stabilite  al  n.°  129,  allo  scopo  di 
esprimere  analiticamente  le  relazioni  di  posizione  di  punti  e  rette 


(})  Sì  osservi  infatti  che  le  rette  proiettanti  da  X  i  punti  eu  ed.  E 
hanno  le  equazioni  y-\-z  =  0,  y--z=:0,  e  quindi  dividono  armoni- 
camente le  rette  XY,  XZ\  ecc. 
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di  un  piano^  valgono  ancora  quando  le  coordinate  (x,  y,  z)  o 
(u,  V,  w)  ivi  adoperate,  si  interpretino  come  coordinate  jjroiet- 
tive  omogenee  di  puliti  o  rette. 

Ogni  forinola  esprimente  in  coordinate  cartesiane  o  pliicke- 
riane  una  proprietà  proiettiva  di  una  ligura  piana,  conserva 
il  suo  significato  se  quelle  coordinate  si  riguardino  come 
proiettive. 

Tuttavia   valendosi  di  coordinate   proiettive   nelF  esame  di. 
proprietà  grafiche,  si  hanno,  fra  gli  altri,  i  seguenti  vantaggi: 

1)  una  maggior  libertà  nella  scelta  del  triangolo  fonda- 
mentale, di  cui  ora  si  possono  assumere  ad  arbitrio  i  tre  lati, 
mentre  nel  sistema  cartesiano  omogeneo  uno  deve  esser  im- 
proprio ; 

2)  il  piano  su  cui  si  opera  può  esser  proprio  od  improprio  ; 

3)  il  procedimento  analitico  tenuto  nel  piano  si  estende  im- 
mediatamente alle  altre  forme  di  seconda  specie^  come  ora  di- 
remo ; 

4)  operando  mediante  proiezione  o  sezione  sulla  figura  con- 
siderata e  sugli  elementi  di  riferimento  (triangolo  fondamen- 
tale e  punto  o  retta  unità),  le  coordinate  dei  punti  e  delle  rette 
della  figura  non  si  alterano. 

Per  quanto  riguarda  i  caratteri  metrici,  le  formole  in  coor- 
dinate cartesiane  non  sono  certo  applicabili  alle  nuovg  coordi- 
nate. Delle  modificazioni  da  introdursi  non  parleremo  qui,  pro- 
ponendoci di  adoperare  sistematicamente  coordinate  cartesiane 
nello  studio  delle  proprietà  metriche. 

*  135.  Coordinate  proiettive  nella  stella  di  rette  o  piani. 
—  La  definizione  di  coordinate  proiettive  nel  piano  punteggiato 
o  rigato  si  estende  senz'  altro  alla  stella  di  rette  o  di  piani. 
Allo  stesso  risultato  si  perviene  nel  modo  seguente.  Si  tagli  la 
stella  S  con  un  piano  tt,  non  passante  per  il  centro  della  stella, 
e  si  fissi  su  n  un  sistema  di  coordinate  proiettive  di  punti  o 
rette.  Si  potranno  allora  far  corrispondere  ad  ogni  retta  o  piano 
della  stella  8,  quelle  coordinate  che  appartengono  al  punto  o 
alla  retta  sezione  su  tv.  E  facile  scorgere  che  una  forma  di  prima 
specie  entro  alla  stella  8  (fascio  di  rette  o  fascio  di  piani)  è 
rappresentata  da  una  equazione  lineare  (in  coordinate  di  rette 
o  di  piani),  ecc. 
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Osservazione.  —  Considerazioni  della  stessa  natura  per- 
mettono di  definire  sul  piano  il  sistema  di  coordinate  proiettive 
di  punti  nel  modo  seguente^  che  talvolta  è  utile  ricordare. 

Sia  71  un  piano  sopra  cui  sia  fissato  un  sistema  di  coor- 
dinate cartesiane,  omogenee  o  no.  Proiettiamo  i  punti  di  n  so- 
pra un  nuovo  piano  n'  da  un  centro  8^  ed  associamo  ad  ogni 
punto  P'  di  Ti'  quei  numeri  che  sono  coordinate  cartesiane 
del  punto  corrispondente  P  di  ti;  questi  numeri  saranno  evi- 
dentemente coordinate  proiettive  di  P',  rispetto  a  quel  triangolo 
fondamentale,  che  è  proiezione  su  n'  del  triangolo  di  n  formato 
dai  due  assi  cartesiani  e  dalla  retta  ali"  infinito.  Coli'  operazione 
inversa  si  trasforma  un  sistema  di  coordinate  proiettive  su  n' 
in  un  sistema  di  coordinate  cartesiane  su  n  (cfr.,  per  la  pun- 
teggiata, la  Oss.  del  n.*'  42). 

*  136.  Trasformazione  delle  coordinate  proiettive.  —  Fis- 
sati in  una  forma  di  seconda  specie  due  diversi  sistemi  di  coor- 
dinate proiettive,  sorge  il  problema  di  esprimere  le  coordinate 
di  un  elemento  nelF  un  sistema  mediante  le  coordinate  dello 
stesso  elemento  nell'  altro  sistema.  Ragioniamo  ad  es.  nella  ipotesi 
che  la  forma  sia  un  piano  punteggiato;  i  risultati  a  cui  giun- 
geremo, potranno  poi  estendersi  a  tutte  le  altre  forme  con  sem- 
plici cambiamenti  di  parole. 

Sia  Xy^  il  triangolo  fondamentale  ed  E  il  punto  unità 
àoiV  antico  sistema  di  coordinate  proiettive  (a?,  y,  2);  siano 
X'Y'Z'  ed  E'  gli  analoghi  elementi  del  nuovo  sistema  {x\  y,  z'). 
Per  individuar  la  posizione  di  questo,  rispetto  al  primitivo,  sup- 
porremo assegnate  intanto  le  equazioni  delle  nuove  rette  fon- 
damentali nelle  antiche  coordinate;  siano 

Y'Z')  l  =   ax    -{-    by   ^  cz    =  0,  ) 

Z'X')  m   =   a,x  -\-  hiy  +  c^z  =  0,  \  (1) 

X'Y')  n   =   a^x  +  ^^V  +  ^^z  =  0,  ) 

dove  Z,  771,  n  indicano  abbreviatamente  i  polinomi  scritti  accanto. 
Quanto  al  punto  unità  E',  possiamo  tenerne  conto  nel  modo 
seguente.  Se  sostituiamo,  al  posto  delle  variabili,  le  antiche 
coordinate  di  E'  nei  polinomi  Z,  m,  n,  questi  acquistano  certi 
tre  valori  non  nulli;  ora  possiamo  sempre  fare  in  modo  che  i 
tre  valori  siano  uguali  fra  loro,  purché  immaginiamo  moltipli- 
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cati  per  convenienti  fattori  quei  polinomi  (o  due  di  essi).  Noi 
supporremo    già   fatta  sin    dal   principio    questa   preparazione 
delle   equazioni  (1),  supporremo   in   altri    termini    che   le  rette 
X'E\    Y'E\    Z'E'  siano   rap- 
presentate,   neir  antico    sistema, 
dalle  equazioni 

m  —  n  ==:  0,       n  —  Z  ^  0, 

l  —  m  =  0. 
E  con  ciò  potremo  dire  di  cono- 
scere pienamente  i  nuovi  elementi 
fondamentali  rispetto  agli  antichi. 
Ciò  premesso,  consideriamo 
un  punto  P,  il  quale  abbia  le 
antiche  coordinate  {x,  y,  z)  e  le  nuove  (x' ,  y',  z')-  cerchiamo 
di  esprimere  queste  mediante  quelle.  È  per  definizione,  ad  es., 

^  =  X'(Y'Z'E'P). 

z 

Ora  delle  quattro  rette  indicate  a  secondo  membro,  lo  prime  tre 
hanno  le  equazioni  (nelle  antiche  coordinate) 

n  =:  0,     m  =  0,     m  —  n  =  0; 
e  la  quarta  avrà  una  equazione  del  tipo 

m  —  vn   =   0, 
dove  V   =  —  è  il  rapporto  dei  valori  assunti  dai  polinomi  m^ 
n,  quando  al  posto  delle  variabili  si  sostituiscono  le  coordinate 
X,  2/,  z  di   P.  D' altra  parte  i^   è  il  doppio  rapporto   delle  rette 
aventi  quelle  quattro  equazioni  (n.°  129,  ó));  dunque  si  ha 

y'    m 

z'  n 

insieme  alle  due  analoghe  che  si  ottengono  con  analoghi  ragio- 
namenti; 

z^   n  x'    l 

x'  Z    '       y'  m 

Introducendo  un  fattore  di  proporzionalità  (>,  non  nullo,  e 
sostituendo  ai  simboli  Z,  m,  n  le  loro  espressioni,  giungiamo 
in  fine  alle  formolo  richieste 

qx'  z=z  ax    -\-  hy     -j-  cz^ 
(2)  <         qy'  z=,  a^x  ^  h^y  -^  c^z, 

Qz'  =  a-2X  -\-  h^y  -j-  c^z. 
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Le  forinole  (2)  (dove  si  può  pur  supporre  ^  =  1)  stabili- 
scono, come  si  suol  dire,  una  sostituzione  lineare  ed  omogenea 
fra  le  due  terne  di  variabili  x,  y,  z  e  x',  y',  z'.  Il  determinante 
{di  terzo  ordine)  della  sostituzione,  formato  coi  nove  coefficienti 
dei  trinomi  che  compariscono  a  secondo  membro,  è  certo  di- 
verso da  zero,  visto  che  lo  tre  rette  (1)  non  formano  fascio. 
Dunque  : 

Stabiliti  sopra  una  forma  di  prima  specie  due  sistemi  di 
coordinate  proiettive  ed  omogenee,  le  coordinate  di  uno  stesso 
elemento  nei  due  sistemi  sono  collcgate  da  una  sostituzione  lineare 
ed  omogenea  a  determinante  non  nullo.  E  viceversa.  L'inversa 
segue  osservando  che  ogni  siffatta  sostituzione  può  scriversi 
sotto  la  forma  (2),  e  che  le  (2)  servono  a  passare  da  un  sistema 
di  coordinate  (x,  y,  z)  a  quel  nuovo  sistema  {x',  y',  z'),  che 
ha  per  rette  fondamentali  le  (1),  e  per  punto  unità  il  punto 
che  colle  sue  coordinate  x,  y,  z  rende  uguali  i  valori  dei  tre 
trinomi  (1). 

Osservazione.  —  Nelle  (2)  si  può  supporre  che  x,  y,  z  siano 
coordinate  cartesiane  omogenee  (o,  posto  2;  :=  1,  coordinate 
cartesiane  ordinarie).  In  tale  ipotesi,  le  (2)  ci  conducono  alla 
seguente  definizione  di  coordinate  proiettive  nel  piano  punteg- 
giato. 

Si  fissi  sopra  un  piano  un  sistema  di  coordinate  cartesiane, 
e  si  scrivano  le  equazioni  (1)  di  tre  rette  formanti  un  triangolo. 
Ad  ogni  punto  P  del  piano  corrispondono  allora  tre  numeri 
x',  y',  z' ,  che  sono  i  valori  assunti  dai  primi  membri  delle  (1), 
quando  al  posto  delle  variabili  si  scrivano  le  coordinate  carte- 
siane di  P.  Quei  tre  numeri  x' ,  y'  z',  o  numeri  proporzionali, 
possono  assumersi  come  nuove  coordinate  del  punto  P.  Che  si 
tratti  di  coordinate  proiettive  (rispetto  al  triangolo  nominato) 
risulta  dalle  (2). 

Le  coordinate  baricentriche  del  Mòbius  (1827),  di  cui  parla  l'es.  5), 
costituirono  il  primo  sistema  di  coordinate  pi'oiettive  di  punti.  Il  Plùcker 
(1828-31),  ricorrendo  a  considerazioni  simili  a  quella  contenuta  nell'ultima 
Osservazione,  introdusse  coordinate  omogenee  di  punti,  rette  . . .  nel  piano 
e  nello  spazio.  La  definizione  (da  noi  seguita)  di  coordinate  proiettive, 
mediante  i  valori  di  certi  doppi  rapporti,  fu  proposta  dallo  Staudt  (1857) 
e  sviluppata  dal  Fiedlee  (1870). 
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Esercizi,  —  1)  Assunto  come  fondamentale  il  triangolo  diagonale 
di  un  quadrangolo  completo,  e  come  punto  unità  un  vertice  del  quadran- 
golo, si  scrivano  le  coordinate  degli  altri  vertici  e  le  equazioni  dei  sei  lati. 
Dall'  aspetto  di  queste  risultano  subito  le  pi'oprietà  armoniche  del  qua- 
drangolo. Questione  duale  per  il  quadrilatero. 

2)  Scrivere  l'equazione  della  retta  armonica  del  punto  {x^,  ^/i,  ^i)  ri- 
spetto al  triangolo  fondamentale  (n.°  110,  d)).  Questione  duale. 

3)  Dimostrare  il  teorema  dei  triangoli  omologici,  assumendo  uno  dei 
triangoli  come  fondamentale,  e  il  centro  di  omologia  come  punto  unità. 
Questione  duale. 

4)  Dimostrare  il  teorema  sull'  esagono  iscritto  fra  due  rette  (n."  70, 
Oss.  II),  assumendo  i  tre  lati  di  posto  dispari  come  rette  fondamentali  ed 
una  delle  due  rette  come  retta  unità. 

5)  Specializzando  la  posizione  del  punto  unità  E  rispetto  al  triangolo 
fondamentale  X  YZ,  si  ottengono  particolari  sistemi  di  coordinate  proiet- 
tive, che  possono  prestarsi  ad  applicazioni  metriche.  Così,  se  ^  è  il  bari- 
centro (punto  di  concorso  delle  mediane)  del  triangolo  fondamentale,  si 
ottiene  il  sistema  di  coordinate  baricentricìie  (Mòbius),  nel  quale  ad  ogni 
punto  P  spettano  tali  coordinate  x,  y,  z,  che  risulti  P  il  baricentro  dei 
punti  X,  Y,  Z,  presi  coi  pesi  x,  y,  z;  le  dette  coordinate  sono  pure  pro- 
porzionali alle  aree  dei  triangoli  FYZ,  PZX,  PXY.  Detti  X,  Y,  Z  gli 
angoli  interni  del  triangolo,  si  trova  che  le  coordinate  baricentriche  del- 
l'ortocentro  del  triangolo  sono  proporzionali  a  tgX,  tg  Y,  tgZ;  le  coor- 
dinate del  centro  del  cerchio  circoscritto  sono  proporzionali  a  sen  2X, ...  ; 

del  centro  del   cerchio   iscritto  a  sen  X La   retta  unità  è  all'infinito,  e 

le   coordinate    di  una   retta    sono    proporzionali    alle   distanze  della  retta 
dai  tre  vertici  del  triangolo. 

6)  Se  il  punto  unità  si  sceglie  nel  centro  del  cerchio  iscritto  al 
triangolo,  le  coordinate  diconsi  trimetricìie  o  trilineari;  esse  sono  propor- 
zionali alle  distanze  del  punto,  cui  si  riferiscono,  dai  tre  lati  del  triangolo. 
Le  coordinate  trimetriche  del   baricentro   sono   proporzionali  a  -f~irx  '  '  "  '  ' 

quelle  dell'  ortocentro  a y'  '  "  '  '  q^^e^le  del  centro  del  cerchio  circoscritto 

a  cos  X, . .  .  ;  ecc.  Qual'è  la  retta   unità?   Nel    sistema   trimetrico   la   retta 
all'  infinito  ha  l'equazione  x  sen  X  -{-  y  sen  Y  -\-  z  sen  Z   =    0. 

7)  Dimostrare,  valendosi  del  sistema  baricentrico  o  trimetrico,  che  il 
baricentro,  l'ortocentro  e  il  centro  del  cerchio  circoscritto  in  ogni  trian- 
golo sono  allineati  (cfr.  n."  121,  es.  8)). 

8)  Come  si  presenta  la  condizione  di  parallelismo  di  due  rette  nel- 
l'uno o  neir  altro  sistema? 

9)  Come  sì  specializzano  le  coordinate  non  omogenee  di  punti  e  rette, 
se  il  vertice  Z  del  triangolo  fondamentale  è  improprio  ed  il  punto  unità 
è  equidistante  dai  lati  ZX,  ZY? 


15 
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Capitolo  IV. 


Rappresentazione  analitica  delle  curve  piane. 
Inviluppi  di  rette. 

137.  Equazione  di  una  curva  piana.  —  Il  problema  fonda- 
mentale della  Geometria  analitica  consiste  nel  rappresentare  i 
luoghi  geometrici  (curve,  superfìcie  .  .  .)  mediante  equazioni  a 
più  variabili,  e  nel  dedurre  le  proprietà  di  quelli  dalle  proprietà 
delle  equazioni  corrispondenti. 

Noi  faremo  vedere  anzitutto  come  ad  una  equazione  fra  due 
variabili  aj,  y  si  possa  associare  una  linea  piana.  Cominciamo 
a  supporre  che  la  equazione  sia  risolta  rispetto  ad  una  delle 
variabili,  ed  abbia  il  tipo 

(1)  y   =   f{x\       ossia       y  —  f{x)   —   0, 

dove  f  indica  una  qualsiasi  funzione.  Fissato  un  sistema  qualun- 
que di  coordinate  (non  omogenee),  per  es.  cartesiane,  conside- 
riamo quei  punti  le  cui  coordinate  soddisfano  alla  equazione  (1). 
Per  costruirne  uno,  si  attribuirà  ad  x  un  particolare  valore  a,  e 

si  determinerà  il  valore  corri- 
spondente di  y,  che  si  suole  in- 
dicare con  /"(a);  poi  si  segnerà 
quel  punto  P  che  ha  l'ascissa  a, 
e  l'ordinata  f{a).  Attribuendo 
ad  X  un  nuovo  valore  «i,  e  de- 
terminando y  :=  f(ai),  si  avrà 
un  nuovo  punto  Pi  ;  e  cosi  si 
troveranno  quanti  altri  punti  si 
vogliano.  Tutti  i  punti  che  in  tal 
guisa  possono  costruirsi,  formano  un  luogo  geometrico,  il  luogo 
di  quei  punti  che  colle  loro  coordinate  soddisfano  all'equazione  (1); 
la  (1)  è  V  equazione  del  nominato  luogo,  rappresenta  analitica- 
mente il  luogo,  (mentre  il  luogo  rappresenta  geometricamente  la 
equazione  (1)  ). 

Qui  si  badi  che  gli  infiniti  punti  del  luogo  possono  for- 
mare una  o  più  linee  (nel  senso  intuitivo  della  parola  linea)] 
ma  possono  anche,  in  altri  casi,  giacere  sparsi  nel  piano,  in  guisa 
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che  non  riesca  possibile  di  ordinarli  lungo  curve  C^).  Affinchè 
il  primo  caso  si  presenti,  è  necessario  che  si  verifichino  alcune 
condizioni,  delle  quali  basterà  qui  ricordar  la  più  semplice  ed 
evidente.  Occorre  dunque  che,  mentre  il  punto  A  varia  con 
continuità  sull'asse  a?,  o  almeno  in  un  certo  tratto  di  questo, 
il  corrispondente  valore  dell'ordinata  AP  vari,  esso  pure,  con 
continuità;  in  termini  precisi:  la  y  deve  esser  funzione  conti- 
nua della  X,  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  fra  certi  limiti.  D'al- 
tronde questa  e  le  analoghe  condizioni  saranno  sempre  soddi- 
sfatte in  tutti  i  casi  che  avremo  da  considerare.  Potremo  dire 
adunque,  in  quei  casi,  che  la  (1)  rappresenta  una  curva,  è  la  equa- 
zione di  una  curva. 

Viceversa,  segnata  nel  piano  degli  assi  cartesiani  x,  y  una 
curva  arbitraria  (convenientemente  limitata),  rimane  stabilita 
una  dipendenza  tra  x  ed  y,  per  la  quale  ad  ogni  valore  di  x 
compreso  in  un  certo  intervallo,  corrisponde  un  valore  di  y, 
ordinata  del  punto  della  curva  avente  quell'ascissa  x]  rimane 
dunque  definita  y  come  funzione  di  ,r.  La  relazione  y  =  f{x), 
a  cui  cosi  si  arriva,  è  la  equazione  della  curva. 

L'equazione  (1)  a  due  variabili  è  una  forma  particolare 
della  equazione 

(2)  f{x,  y)  =  0, 

dove,  questa  volta,    f  è   simbolo    di 

funzione  di  due  variabili.  Anche  la 

(2)  rappresenta  un  luogo  geometrico, 

il  luogo  di  quei  punti  che  con  le  loro 

coordinate  x,  y  verificano  V equazione 

stessa. 

Volendo  costruire  questo  luogo 
per  punti,  nella  ipotesi  ad  es.  che  x, 
y  siano  coordinate  cartesiane  ordina- 
rie, attribuiremo  ad  x  un  primo  va- 
lore arbitrario  x  z=.  a\  con  ciò  la  (2)  diviene  una  equazione  ad 


Q-)  Ciò  accadrebbe,  ad  es..  se  la  funzione  fosse  definita  dalle  condi- 
zioni seguenti:  per  ogni  valore  razionale  di  x,  è  ?/  =  0;  per  ogni  valore 
irrazionale  ài  x,  e  y   =    1. 
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una  sola  incognita  /"(«,  y)  =  0,  equazione  la  quale,  risolta,  ci 
darà  per  y  certi  valori  yy  =  ò,  h' ,  h"  .  .  .  I  punti 
P(a,  ò),     P'(a,  ò'X     ^"(^,  ò")... 
appartengono  al  luogo.  Attribuendo  ad  x  un  nuovo  valore  «j, 
e  calcolando  i  corrispondenti  valori  di  y^  troveremo  nuovi  punti 
del  luogo;  e  così  si  potrà  continuare. 

Nei  casi  che  avremo  da  trattare,  quei  punti  si  susseguiranno 
lungo  una  o  più  curve,  che  sono  definite  dalla  equazione  (2). 

Inversamente,  data  nel  piano  una  curva,  le  coordinate  x,  y 
di  un  punto  che  la  descriva,  saranno  legate  da  una  certa  rela- 
zione, che  potrà  scriversi  simbolicamente  sotto  la  forma  (2),  e 
si  dirà  equazione  della  curva. 

Osservazione.  —  Di  questa  rappresentazione  geometrica 
delle  funzioni  (o  delle  equazioni  (1))  si  approfitta  spesso  nelle 
scienze  di  osservazione,  dove  talvolta  si  costruiscono  curve 
(^diagrammi)  per  presentare  in  modo  sensibile  i  risultati  di  una 
serie  di  osservazioni  ;  talvolta  invece  la  curva  vien  tracciata  di- 
rettamente, ad  es.  mediante  strumenti  registratori,  e  da  quella 
si  cerca  di  dedurre  la  funzione.  E  pur  da  notarsi  che  la  rap- 
presentazione geometrica  ha  suggerito  agli  analisti  le  prime 
proprietà  generali  delle  funzioni,  che  oggi  si  dimostrano  in  modo 
rigoroso  senza  ricorrere  all'intuizione  geometrica. 

138.  Intersezioni  di  due  curve.  —  Se 

(1)  f{x,  y)  =  0,       9>(:r,  y)  =  0 

sono  le  equazioni  di  due  curve  riferite  ad  uno  stesso  sistema 
di  coordinate,  la  ricerca  dei  punti  di  incontro  di  quelle,  si  riduce 
alla  ricerca  delle  coppie  di  valori  {x,  y)  che  soddisfano  in- 
sieme alle  equazioni  (1);  queste  coppie  si  ottengono  risolvendo 
il  sistema  (1)  rispetto  alle  incognite  x,  y.  Possiamo  dire  che  il 
sistema  (1)  rappresenta  il  gruppo  delle  nominate  intersezioni, 
gruppo  che  potrà  comporsi,  secondo  i  casi,  di  un  numero  finito 
o  infinito  di  punti. 

139.  Studio  di  una  curva  piana  partendo  dalla  sua  equa- 
zione. —  Riprendiamo  in  esame  una  sola  curva  e  la  sua  equazione 
in  un  determinato  sistema  di  coordinate.  La  stretta  connessione 
che  passa  fra  curva  ed  equazione  dà  luogo  ad  una  serie  di 
problemi  fondamentali,  che  possono  distribuirsi  nei  due  gruppi 
seguenti. 


—  229  — 

I.''  Definire  e  studiare  le  curve  partendo  dalle  equazioni 
rappresentative-  classificare  le  curve  secondo  la  natura  delle 
equazioni,  dedurre  da  queste  la  forma,  le  principali  proprietà 
delle  curve  corrispondenti,  assegnare  possibilmente  una  semplice 
costruzione  della  curva. 

II.  Definita  una  curva  mediante  una  costruzione  geometrica 
(o  meccanica),  o  mediante  una  proprietà  di  quella,  scrivere  la 
equazione  rappresentativa  in  un  sistema  prefisso  di  coordinate. 

Occupiamoci  intanto  del  primo  problema.  E  notiamo  anzi- 
tutto che,  in  certi  casi,  l'aspetto  della  equazione  lascia  subito 
vedere  come  la  curva  sia  formata. 

Cosi,  in  coordinate  cartesiane,  una  equazione  che  contenga 
una  sola  coordinata   variabile,   rappresenta   un  gruppo   di  rette 
parallele  ad  uno  degli  assi.  Ad  es.,  data  la  equazione 
(1)  f{x)  =  0, 

e  posto  che  essa  sia  soddisfatta  da  certi  valori  di  x 

X  =z  a,  a',  .  .  ., 
è  chiaro  che  i  punti  soddisfacenti  colle  loro  coordinate  alla  (1) 
appartengono  alle  rette  x  =^  a,  x  =  a',  . . .,  sicché  queste  rette, 
parallele  all'asse  y,  compongono  la  linea  rappresentata  dalla  (1). 

Se  la  equazione  data  contiene  le  due  coordinate  x,  y,  omoge- 
neamente, di  guisa  che  possa  assumersi  come  unica  incognita 
il  rapporto  ~,  e  l'equazione  possa  scriversi 

la  linea  corrispondente  è  costituita  da  un  gruppo  di  rette  uscenti 
dalV  origine,  aventi  le  equazioni 

~  =  K     ~  =  k',    ^^  =  k'^,..., 
y  y  '     y  '     ^ 

dove  à,  k\  k"  ...  sono  le  radici  della  (2). 

Osservazione.  —  Il  tipo  di  equazione  (1)  è  d'altronde  ana- 
logo al  tipo  (2),  giacche  se  si  adottano  coordinate  cartesiane 
omogenee  x,  y,  z,  la  (1)  diviene  f{~)  =  0. 

140.  Curve  algebriche;  ordine  della  curva.  —  Le  curve 
piane  si  sogliono  classificare  in  relazione  alle  equazioni  che  le 
rappresentano  in  coordinate  cartesiane  Q).  Se  la  equazione  della 

(^)  E  necessario  ricordare  che  la  classificazione  muterebbe  totalmente 
quando  la  curva  si  riferisse  a  coordinate  non  cartesiane,  né  proiettive. 
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curva  è  algebrica,  e  quindi  può  porsi  sotto  forma  razionale 
intera  (un  polinomio  contenente  le  potenze  intere  e  positive 
di  X,  y,  uguagliato  a  zero),  la  curva  dicesi  algebrica-^  altrimenti 
dicesi  trascendente.  Trascendenti  ad  es.  sono  le  curve  y  =  sen  x 
(sinussoide),  y  =  tg  rr,  y  =  log  .r,  ecc. 

Noi  nel  seguito  ci  dovremo  occupare  soltanto  di  curve 
algebriche.  Queste  possono  classificarsi  ulteriormente  secondo  il 
grado  della  equazione  (cioè  del  polinomio  sopra  nominato), 
grado  a  cui  si  dà  il  nome  di  ordine  della  curva  corrispondente. 

Una  curva  algebrica  d'ordine  n  ha  dunque  una  equazione 
del  tipo 

(1)  ^rsCrsX'-y  =  0,  (r  -[-  s  -^  n) 
dove  Cri  è  un  coefficiente,  r  ed  s  sono  numeri  interi  non  ne- 
gativi, la  cui  somma  raggiunge,  come  massimo  valore,  n. 

Le  curve,  o  linee,  algebriche  del  primo  ordine  sono  le  rette. 
Fra  le  curve  del  secondo  ordine  troveremo  il  cerchio,  insieme 
alle  sue  proiezioni  centrali  sopra  piani. 

Una  curva  d'ordine  n  >  1  può  esser  anche  costituita  da 
due  o  più  curve  algebriche  di  ordini  inferiori,  la  somma  dei 
quali  sia  n.  Ad  es.,  se  <p(x,  y),  ìp(x,  y)  sono  due  polinomi,  i  cui 
gradi  ^,  V  abbiano  per  somma  w,  l'equazione 

V{^,  y)  '  tp{x,  y)  =  0 
rappresenta  una  curva   d'ordine  n,   la  quale  è  composta   delle 
(o  si  spezza  nelle)  due  curve  algebriche  di  ordini  ^,  v 
<p{x,  y)   =   0,       rp{x,  y)   —   0. 

In  particolare,  può  darsi  che  una  curva  d' ordine  n  si  com- 
ponga di  n  rette;  ed  inversamente  l'insieme  di  n  rette  deve 
riguardarsi  come  una  speciale  curva  d'ordine  n. 

Osservazione.  —  L'equazione  cartesiana  (1)  di  una  curva 
algebrica  di  grado  n  si  traduce  subito  in  coordinate  cartesiane 
omogenee  x,  y,  z,  pur  di  sostituire  nella  (1)  al  posto  ài  x.,  y  \ 
rapporti  -J  ,  -|-,  e  moltiplicare  i  due  membri  per  z""  (n.°  124). 
Cosi  si  trova 

(2)  2rsCrsX'y*z^'-^-'  =  0, 

equazione  omogenea  di  grado  n  (ciascun  termine  della  quale  ha 
il  grado  n).  Il  passaggio  inverso  dalla  (2)  aUa  (1)  si  eseguisce 
dividendo  per  2;"  ,  ecc. 
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141.  Invariabilità  dell'ordine  dì  una  curva  algebrica  in 
una  trasformazione  di  coordinate.  —  Per  giustificare  la  defi- 
nizione di  ordine  di  una  curva  algebrica,  occorre  dimostrare 
che  l'ordine  è  un  carattere  della  curva  indipendente  dal  parti- 
colare sistema  di  coordinate  cartesiane  a  cui  la  curva  vien  ri- 
ferita; ossia  che  il  grado  della  equazione  cartesiana  rappresen- 
tante la  curva,  riferita  a  certi  assi  a;,  y,  non  varia  quando  la 
stessa  curva  si  riferisca  a  due  nuovi  assi  X,    Y. 

Sia 

(1)  2rsCr,x'y'  =  0  (r  -f-  5  ^  w) 
una  equazione  di  grado  n,  rappresentante  una  certa  curva  rife- 
rita agli  assi  a;,  y.  Per  aver  l'equazione  della  stessa  curva 
riferita  a  due  nuovi  assi  X,  F,  dobbiamo  tener  conto  delle  for- 
mole  per  la  trasformazione  delle  coordinate  (n."  122,  Oss.) 

(2)  X  =z   a  ^  a'X  -f  a"Y,       y   =   h  -\-  h'X  ^  h"Y, 
dove  «,...,  6"  sono  sei  costanti.  Fatte  le  sostituzioni  (2)  nella 
(1),  questa  diviene 

(3)  2r,Crs{a-\-a'X^a"Yy  {h-^h'X-^h"YY  =  0 

{r  -\-  s  ^  n). 

Ora  il  termine  della  sommatoria  che  è  posto  in  evidenza, 
si  sviluppa  in  un  polinomio  di  grado  r  -{-  s  ^  n  in  X,  F; 
riunendolo  cogli  altri  polinomi  analoghi  provenienti  dagli  al- 
tri valori  di  r,  .9,  risulta  in  fine  che  il  primo  membro  della 
(3)  si  riduce  ad  un  polinomio  in  X,  Y  di  grado  n'  non  supe- 
riore ad  n.  E  con  ciò  è  provato  che  una  trasformazione  di 
coordinate  non  può  aumentare  il  grado  di  una  equazione  algebrica 
(razionale,  intera).  Ma  non  può  nemmeno  diminuirlo,  perchè 
altrimenti  la  trasformazione  inversa,  che  permette  di  passare 
dalle  coordinate  X,  Y  alle  x,  y,  e  quindi  dalla  (3)  alla  (1), 
dovrebbe  mutare  il  grado  n'  di  quella  nel  grado  n  >>  n'  di 
questa,  mentre  l' aumento  del  grado  fu  dimostrato  impossibile. 
Si  conclude  che  n  =   n'. 

*  Osservazione.  —  Un  ragionamento  analogo  prova  che, 
se  la  equazione  cartesiana  omogenea  di  una  curva  algebrica 
si  trasforma  in  coordinate  proiettive  omogenee  x',  y',  z' 
(n.°  133),  si  perviene  ad  una  nuova  equazione  algebrica 
omogenea  dello  stesso  grado  in  a;',  y\  z'.  Infatti  le  coordi- 
nate cartesiane   omogenee  x,  y  z^  si  esprimono   mediante  fun- 
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zioiii  lineari  ed  omogenee  di  x\  y',  z'  (n."*  136).  Si  conclude 
che  una  curva  algebrica  d'ordine  n  è  rappresentata  'pure  in  coor- 
dinate proiettive  da  una  equazione  algebrica  di  grado  n;  equa- 
zione omogenea,  o  no,  secondo  che  tali  sono  le  coordinate  ado- 
perate. 

142.  Significato  geometrico  dell'ordine  di  una  curva.  — 
Che  l'ordine  di  una  curva  sia  un  carattere  di  questa  indipen- 
dente dagli  assi  coordinati  a  cui  la  curva  è  riferita,  risulta  pure 
dal  seguente  teorema  che  ne  mette  in  luce  il  significato  geo- 
metrico : 

L'ordine  di  una  curva  algebrica  è  il  numero  dei  punti  in 
cui  questa  è  segata  da  una  retta  generica  del  suo  piano,  purché 
si  tenga  conto  delle  intersezioni  immaginarie,  coincidenti .  .  . 

Infatti   per   avere  le   intersezioni    della  curva   d'ordine   n 

(1)  ^rsCrsX'-  y'  =0  {r  ^  s  ^n) 
colla  retta 

(2)  y   ==   mx  -\-  p, 

basterà  sostituire  nella  (1),  ad  y,  il  valore  dato  dalla  (2),  otte- 
nendo l'equazione 

2rsCrsX''(mx  +  i>)'  =  0,  (r  -f  5  =  n) 
la  quale  è  di  grado  n  nella  x  (almeno  quando  si  escludono  par- 
ticolari valori  di  m).  Risolvendo  questa  equazione  si  ottengono 
n  valori  di  x, 

X\  1    X-2  j    ...    3?j( 

(fra  reali,  immaginari,  coincidenti  .  .  .),  ai  quali  corrispondono, 
per  la  (2),  n  valori  di  y 

2/1  )  y-z,  ...  yn. 

Si  hanno  dunque  n  intersezioni  (iCi,  ^/i),  (a^2,  ^2), •••  (a?,,,  ?/„), 
come  si  era  affermato.  Un  esame  particolareggiato  dei  casi  che 
possono  presentarsi  sarà  fatto  in  seguito,  nella  ipotesi  n  =  2. 

14:3.  Equazione  del  cercliio.  —  Occupiamoci  ora  del  secondo 
problema  fondamentale  che  si  presenta  nello  studio  analitico 
dei  luoghi  geometrici:  data  la  legge  di  generazione  di  una  curva, 
scriverne  la  equazione. 

Si  stabilirà  nel  piano,  su  cui  giace  la  curva,  un  sistema  di 
coordinate,  per  es.  cartesiano,  (i  cui  assi  converrà  talvolta  di 
assumere  in  particolari  posizioni  rispetto  alla  figura);  si  chia- 
meranno a;,  y  le  coordinate  del  punto  variabile  che  descrive  la 
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curva,  e  si  riguarderanno  come    note  le   coordinate   di   punti, 
le  equazioni  di  rette  che  occupino  posizioni  fisse  nella  figura, 
le  lunghezze  di  segmenti  assegnati,  ecc.;  si  cercherà  finalmente 
di  tradurre  la  legge    secondo  cui 
il  punto    variabile    si    muove,    in 
una  relazione   analitica  fra  le  va- 
riabili   x^  y    e   le    quantità    note. 
Questa  relazione,  sarà  la  equazione 
della  curva. 

Proponiamoci    ad    es.    di    tro- 
vare  la  equazione   del   cerchio    di 
dato   centro   e  dato   raggio.    Rife-     " 
riamoci    ad    un    sistema    di    coor- 
dinate   cartesiane  ortogonali^    e   diciamo   a,  (3  le  coordinate  del 
centro   (7,  ed  r  il  raggio. 

Se  P  (x,  y)  è  un  punto  del  cerchio,  sarà  (n.°  112) 

CP  =    VW^'ccY  +  G/''^^^'  =    r, 
ossia 

(1)  {x  -  ay  +  {y  -  ^y  =  r^ 

od  anche 

(1')     ^2  +  7/2  _  2ax  —  2/?7/  4-  («2  +  /92  —  r2)   =   0, 

che   è  la  equazione  richiesta.  Il   cerchio  è  adunque  una  curva 
del  secondo  ordine. 

L'equazione  cartesiana  ortogonale  (1')  del  cerchio,  confron- 
tata colla  equazione  generale  di  secondo  grado  a  due  variabili, 
offre  la  particolarità  che  il  coefficiente  dì  x^  è  uguale  al  coef- 
ficiente di  y^,  e  manca  il  termine  col  prodotto  xy.  E  ora  il  caso 
di  vedere  se,  inversamente,  una  equazione  di  secondo  grado  do- 
tata di  queste  particolarità,  come  è  la 
(2)  x^  -\-  y'-  -^  ax  -^  by  -{-  e  =z  0, 

rappresenti,  in  assi  ortogonali,  un  cerchio.  Notiamo  perciò  che 
la  (2)  può  ridursi  alla  forma 

(2')  (. + i)v  (. + ir  = -"-+-4-^^- 

Ora  il  primo  membro  è  il  quadrato  della  distanza  fra  il 
punto  variabile  (x,  y)  ed  il  punto  fisso  (—  |,  —  -.j),  men- 
tre   il  secondo   membro   è  costante  ;  si  conclude  chela  (2'),   o 


=  0, 
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la  (2),  rappresenta  il  cerchio  di  centro  ( —  |-,  —  ^)  e  di  raggio 
r  =  I  Va^  -\-  b^  —  4:c. 

Ciò  almeno  può  dirsi  nella  ipotesi  a^  -\-  b^  —  4c>0, 
giacche  allora  r  è  reale,  e  si  tratta  di  un  cerchio  propriamente 
detto.  Ma  se  a^  -\-  b'^  —  4c  =  0,  nel  qual  caso  la  (2') 
diviene 

(2")     (-+-2T+(^+ir=°' 

vi  è  un  solo  punto  reale  (x  =  —  ^ì  V  =  —  2)  soddisfa- 
cente colle  sue  coordinate  alla  (2"),  ed  il  cerchio,  per  dir  cosi, 
si  riduce  al  suo  centro  (cerchio  di  raggio  0);  mentre  nel  campo 
complesso  la  (2")  si  spezza  nelle  due  equazioni  lineari 

(.+|)  +  <.+|)=o,(.+|)-.(.  +  |)^ 

rappresentanti  le  direzioni  assolute  uscenti  dal  detto  centro(n,°121, 
Oss.),  il  che  porta  a  riguardare  il  cerchio  di  raggio  nullo  come  co- 
stituito dalle  due  direzioni  assolute  uscenti  dal  centro  di  esso. 
Finalmente  se  a^  -{-  b^  —  4c  <  0,  nessun  punto  reale  soddisfa 
colle  sue  coordinate  alla  (2'),  la  quale  tuttavia  (d'accordo  colle 
nostre  convenzioni)  diremo  che  rappresenta  un  cerchio  imma- 
ginario, di  centro  reale  (—  -|-5  —  4')  ®  di  raggio  immaginario. 

Concludendo  : 

In  assi  ortogonali,  una  equazione  di  secondo  grado  la  quale 
abbia  uguali  i  coefficienti  di  x^  ed  y^,  e  manchi  del  termine 
con  xy,  rappresenta  un  cerchio  {reale  od  immaginario);  se  la 
equazione  si  riduce  ad  aver  V unità  come  coefficiente  di  x^  ed  j^, 
le  metà  dei  coefficienti  di  x,  y,  cambiate  di  segno,  danno  le  coor- 
dinate del  centro. 

In  assi  obliqui,  la  equazione  di  un  cerchio  si  riconosce  subito 
essere  del  tipo 

x^  4"  2a?2/  GO^xy  +  2/^  +  ol\X  -f  bxy  -f  ci  =  0; 
e  le  condizioni  perchè  una  equazione  di  secondo  grado  rappre- 
senti un  cerchio  sono:  che  i  coefficienti  ài  x^  eà  y^  siano  uguali, 
ed  il  coefficiente  di  a:^  sia  uguale  al  coefficiente  di  a?^  moltipli- 
cato per  2  cosa;?/;  le  coordinate  del  centro  hanno  espressioni 
meno  semplici  che  in  assi  ortogonali. 

144.  Sistemi  di  curve.  —  In  vari  casi  non  si  riesce  a 
tradurre  immediatamente,  sotto  forma  analitica,  la  legge  geome- 
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trica  a  cui  obbedisce  un  punto  che  si  muova  lungo  una  curva. 
Giova  allora  seguire  una  via  indiretta  che  si  fonda  sulle  consi- 
derazioni seguenti,  già  interessanti  di  per  sé. 

Riprendiamo  un'equazione  a  due  variabili  x,  y,  che  siano 
ad  es.  coordinate  cartesiane,  e  supponiamo  ora  che  i  coefficienti 
di  quella  dipendano  da  una  quantità  k  {parametro)^  che  può 
assumere  vari  valori  nel  corso  della  questione. 

Rappresenteremo  l'equazione  sotto  la  forma 
(1)  f{x,  y-  k)  =  0. 

Se  attribuiamo  a  A:  un  valore  determinato  k^,  la  (1)  diventa 
(!')  f{^:  y\  A-i)  =  0, 

nella  quale  le  variabili  sono  x  ^à  y  soltanto;  la  (1')  rappresenta 
adunque  una  certa  curva  che  chiameremo  f^.  Ad  un  secondo 
valore  k.^^  attribuito  a  A",  corrisponde  una  seconda  curva  che 
chiameremo  /"o.  e  cosi  via;  al 
variare  di  k  nella  (1),  varia  la 
corrispondente  curva  e  descrive 
un  sistema  di  curve^  sistema  le 
cui  componenti  {curve)  corri- 
spondono ai  valori  attribuiti  al 
parametro  /r;  esse  hanno  come 
coordinate  (si  potrebbe  dire)  i 
valori  di  k.  Se  sono  soddisfatte 
(come  succede  nei  casi  ordina- 
ri) certe  condizioni  di  conti- 
nuità, il  sistema  di  curve  può  considerarsi  generato  da  una 
delle  sue  curve,  che  vada  spostandosi  e,  generalmente,  defor- 
mandosi in  modo  continuo.  E  notevole  il  caso  che,  attribuiti 
ad  X,  y  due  valori  x',  y'^  scelti  ad  arbitrio  in  intervalli  con- 
venienti, la  (1)  fornisca,  per  Tunica  incognita  A:,  un  solo  valore 
k' .  Allora  il  punto  {x\  y')  si  troverà  sopra  una  sola  curva 
f{x,  y]  k' )  =  0  del  sistema;  per  ogni  punto  di  una  certa 
regione  del  piano  passa  dunque  una  sola  curva  del  sistema. 

Un  particolare  sistema  di  linee,  soddisfacente  alle  condizioni 
suddette,  è  il  fascio  di  rette.  Esso  corrisponde  alla  ipotesi  che  f 
sia  una  funzione  lineare  di  x,  y,  nei  cui  coefficienti  entri  linear- 
mente il   parametro  /e;  poiché  allora,  staccando   i   termini  che 
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contengono  A;,  dai  termini  indipendenti  dal  parametro,  la  (1) 
assume  la  nota  forma 

(ax  +  62/  +  e)  4-  k(a'x  -f  h'y  -f  e')  =  0; 
qui  k  è  coordinata  proiettiva  della  retta  corrispondente. 

In  generale,  se  la  fé  funzione  algebrica,  razionale,  intera, 
di  grado  n  in  x,  y,  nei  cui  coefficienti  entri  linearmente  il  para- 
metro /e,  la  (1)  può  scriversi  sotto  la  forma 

'p(^,  y)  +  ^v(a^,  y)  —  0, 

dove  9)  e  t/>  sono  funzioni  razionali  intere  di  grado  non  superiore 
ad  n  (una  almeno  di  grado  w).  Il  sistema  prende  allora  il  nome 
di  fascio  dì  curve  à^  ordine  n.  Ci  occuperemo  in  seguito  del 
caso  n  =  2. 

145.  Concetto  generale  di  sistema  di  coordinate  nel  piano. 
—  Si  abbiano  ora  due  sistemi  di  curve,  rappresentati  dalle 
equazioni 

(1)  f(x,  2/;   A:)   =    0, 

(2)  <p(x,  y-  h)  =   0, 

dove  k  ed  h  sono  due  parametri.  A  due  valori  ki,  h^  dei  pa- 
rametri corrispondono  le  curve  f^  (pi  rappresentate  dalle 
equazioni 

(!')  f{x,  y-kO=:0, 

(2')  g>(x,  y-hi)    =    0; 

a  due  nuovi  valori  k^,  h^  corrisponderanno  le  curve  f^^  gog?  ecc. 
Ora,  se  accade  che  per  ogni  punto  P  situato  in  una  certa  re- 
gione del  piano  passi  una  sola  curva 
di  ciascuno  dei  due  sistemi,  quei 
valori  /e,  h  dei  parametri  che  spet- 
tano rispettivamente  alle  due  curve 
passanti  per  P,  possono  assumersi 
come  coordinate  del  punto  P  in  un 
nuovo  sistema  di  coordinate.  Dato 
P,  sono  determinate  le  sue  coordi- 
nate; mentre,  date  queste,  riman- 
gono determinate  in  corrispondenza 
tante  posizioni  di  P,  quanti  sono  i 
punti  di  quella  regione  in  cui  si  segano  due  curve,  l'una  del 
primo,  r  altra  del  secondo  sistema.  I  punti  per  i  quali  la  prima 
coordinata  k  ha  un  valore  costante,  appartengono  ad  una  curva 


—  237  — 

del  primo  sistema;  i  punti  per  cui  è  costante  h,  appartengono 
ad  un  curva  del  secondo  sistema.  Le  equazioni  (1),  (2)  stabi- 
liscono le  relazioni  fra  le  antiche  coordinate  a;,  v/,  ad  es.  carte- 
siane, e  le  nuove  à;,  h  ;  risolvendo  quelle  equazioni  rispetto  a  k 
ed  7?,  o  rispetto  ad  x  ed  y,  si  otterrebbero  le  formole  di  pas- 
saggio dall'uno  all'altro  sistema. 

E  facile  vedere  che  il  sistema  di  coordinate  (k,  h)  qui  de- 
finito comprende,  come  casi  particolari,  i  sistemi  visti  sinora. 
Se  infatti  i  due  sistemi  (1)  e  (2)  sono  fasci  impropri,  o  propri, 
di  rette,  si  otterrà  (scegliendo  convenientemente  i  parametri) 
l'ordinario  sistema  di  coordinate  cartesiane,  o  il  sistema  delle 
coordinate  proiettive.  Se  invece  l' un  sistema  si  compone  di  cer- 
chi di  centro  comune  0,  e  l'altro  di  rette  uscenti  da  0,  per 
modo  che,  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  le  (1)  e  (2)  as- 
sumano le  forme  particolari 

a;2    J_    y%     _     ^2     _     0,  y     __     _^^g^      _     Q^ 

dove  questa  volta  i  parametri  sono  indicati  con  (>  e  y),  si  avrà 
in  corrispondenza  il  sistema  di  coordinate  polari  (^,  (p)\  le  ul- 
time equazioni  danno  infatti  le  formole  di  passaggio  fra  il  si- 
stema cartesiano  e  il  sistema  polare  (n.°  123). 

146.  Luogo  delle  intersezioni  di  curve  corrispondenti  in 
due  dati  sistemi.  —  Riprendiamo  i  due  sistemi  di  curve  (ì) 
e  (2)  del  n.°  precedente,  i  quali  definiscono  un  sistema  di  coor- 
dinate (A:,  il)  nel  piano. 

Se  fra  k  ed  li  stabiliamo  una  relazione  analitica  ip(k,  h)  ^=  0, 
questa  ci  rappresenterà  un  luogo  geometrico  (n.°  137),  il  luogo 
di  quei  punti  che  colle  loro  nuove  coordinate  (A-,  h)  soddisfano 
alla  detta  relazione. 

Limitiamoci  ad  esaminare  un  caso  particolare  ;  supponiamo 
che  questa  relazione  sia  l' uguaglianza  k  =  h,  scriviamo  adun- 
que nelle  (1),  (2),  al  posto  di  k  ed  h,  uno  stesso  valore,  sia  k. 
In  tale  ipotesi,  i  punti  del  luogo  sono  i  punti  comuni  alle  due 
curve 

(3)  f(x,   ?/;  k)  =   0,      . 

(4)  <p{x,  y-  k)   =  0, 

le  quali  variano  al  variare  di  k.  Se  chiamiamo  corrispondenti 
queste  due  curve  (entro  ai  sistemi  che  esse  descrivono  al  va- 
riare di  k),  possiamo  definire  il  nostro  luogo  come  il  luogo  delle 
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intersezioni  di  curve  corrispondenti  nei  due  sistemi.  Noi  ci  pro- 
poniamo di  scrivere  la  equazione  del  luogo  in  coordinate  x,  y. 

Sia 
(5)  F  (x,  y)  =  0 

la  equazione  richiesta;  esaminiamo  quali  relazioni  passino  fra 
la  (5)  e  le  (3),  (4).  Notiamo  perciò  che  al  nostro  luogo  appar- 
tiene ogni  punto   Pi  (xi,  yi),  il  quale  sia  comune  a  due  curve 

corrispondenti  dei  sistemi  (3), 
(4),  ad  es.  alle  due  curve  fi, 
goi,  che  si  ottengono  attribuendo 
al  parametro  variabile  k  un  par- 
ticolare valore  ki  : 

i  f(x,  y;  ki)  z=  0, 
(  9p(x,  y;  A;i)  =  0. 
Segue  che,  se  due  valori  xi,  y\ 
soddisfano  a  queste  due  equa- 
zioni, essi  determinano  un  punto 
Pi  del  luogo,  e  quindi  soddi- 
sfano certamente  anche  all'  equazione  (5).  Si  ha  cosi  la  prima 
proprietà  dell'equazione  (5): 

I.  Se  tre  numeri  xi,  yi,  ki,  sostituiti  nelle  (3)  e  (4)  (al 
posto  di  X,  y,  k),  verificano  quelle  equazioni^  allora  i  primi  due 
xi,  yi  verificano  l'equazione  (5). 

Viceversa,  se  x\^  y\  verificano  l'equazione  (5),  e  quindi 
sono  coordinate  di  un  punto  Pi  del  nostro  luogo,  allora,  per 
la  legge  con  cui  questo  è  descritto,  devono  esistere  due  curve 
corrispondenti  fi,  (pi  dei  sistemi  (3),  (4)  che  passino  per  Pi; 
e  in  conseguenza  deve  esistere  un  valore  ki  di  k  tale,  che  xi, 
2/1,  ^1  verifichino  tanto  la  (3),  quanto  la  (4).  Abbiamo  così  la 
seconda  proprietà  dell'  equazione  (5)  : 

II.  8e  due  numeri  xi^  yi  verificano  V  equazione  (5),  deve 
esistere  un  terzo  numero  ki  te/e,  cìte  xi,  yi,  ki  verifichino  in- 
sieme la  (3)  e  la  (4). 

Ora  quando  tre  equazioni  (3),  (4),  (6),  le  due  prime  a  tre 
variabili  x,  y^  k^  l'ultima  a  due  variabili  a;,  y^  si  trovano  legate 
tra  loro  dalle  due  condizioni  I.  e  II.  ora  esposte^,  si  dice  che 
la  (5)  è  la  risultante  delle   equazioni  (3)  e  (4),  dopo  la  elimi- 
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nazione  di  A:;  e  la  operazione  colla  quale  si  passa  dalle  equa- 
zioni (3)  e  (4)  alla  equazione  (5),  dicesi  eliminazione  di  /r  tra 
le  equazioni  (3),  (4). 

Concludiamo  adunque  che:  dati  due  sistemi  di  curve  me- 
diante due  equazioni  (in  coordinate  x,  y)  contenenti  un  para- 
metro^  V equazione  (in  x,  y)  del  luogo  delle  intersezioni  di  curve 
dei  due  sistemi,  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  del  para- 
metro, si  ottiene  eliminando  questo  tra  le  equazioni  date. 

La  possibilità  della  eliminazione  ed  i  procedimenti  per 
eseguirla  vengono  studiati  nei  vari  rami  dell'  Analisi. 

147.  Equazioni  parametriche  di  ima  curva.  —  Alle  conside- 
razioni precedenti  conviene  spesso  ricorrere,  quando  si  deve 
scrivere  l'equazione  della  curva  descritta  da  un  punto  P  (x,  y), 
che  si  muove  con  data  legge  geometrica.  Anziché  cercare  di- 
rettamente la  relazione  analitica  che  passa  tra  x,  ,//,  può  riu- 
scir più  facile  di  determinare  due  relazioni  tra  le  coordinate 
variabili  x,  y  del  punto  P  ed  una  terza  quantità  variabile  fc, 
legata  colla  figura;  relazioni  del  tipo 

(3)  fix,  y;  /.)   =   0, 

(4)  (p{x,  y\  k)   —   0, 

di  cui  conosciamo  ormai  la  interpretazione  geometrica.  Vo- 
lendo ottenere  l'equazione  della  curva  in  coordinate  x,  y,  resta 
solo  da  eliminare  il  parametro  k  tra  le  (3)  e  (4).  E  in  certi 
casi  può  anzi  convenire  di  scrivere  più  relazioni  tra  x,  y  e 
più  parametri  k,  Z  . . .  ;  sempre  1'  equazione  del  luogo  si  ot- 
terrà (come  si  vede  mediante  ragionamenti  analoghi)  elimi- 
nando tutti  i  parametri  fra  quelle  relazioni. 

Ma  talvolta  si  preferisce  di  rappresentare  la  curva  mediante 
due  equazioni  contenenti  le  coordinate  variabili  x,  y  ed  un  para- 
metro,   anziché   mediante    una   sola   equazione    in  x,  y.  Di   tal 
natura  sono  ad  es.  le  equazioni  parametriche  di  una  curva 
(6)  X  =  f(t\     y  =   9.(0, 

esprimenti  le  coordinate  x,  y  di  un  punto  variabile  in  funzione 
di  un  parametro  t.  Ad  ogni  valore  di  t  corrisponde  allora  un 
punto  (x,  y)  della  curva;  e  la  equazione  di  questa  in  x,  y  si 
otterrebbe  eliminando  t  fra  le  equazioni  (6). 

Citiamo  ad  es.  le  equazioni 

ic  =  a^  -)-  a',     y  -^i^  ht  -\~  6', 
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le  quali  (se  x,  y  sono  coordinate  cartesiane)  rappresentano 
parametricamente  la  retta 

X  —  a'    y  —  h' 

a  6         " 

Qui  tt',  6'  sono  le  coordinate  di  un  particolar  punto  P'  della 
retta,  mentre  a,  h  definiscono  la  direzione  della  retta,  ed  in 
assi  ortogonali  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  di  essa; 
posto  che  siano  uguali  a  quei  coseni,  il  parametro  t  misura 
la  distanza  fra  il  punto  fisso  P'{a,  h)  e  il  punto  variabile 
P{x,  y)  descrivente  la  retta. 

Un  secondo  esempio  è  offerto  dalle  equazioni 
X  ■=^  r  cos  gp,     y  z=z  r  sen  go, 
dove  r  è  costante  e  go  il  parametro,  le  quali  in  assi  ortogonali 
danno  il  cerchio 

x^  -\-  y^   z=z   r'^ 
avente  il  centro  nell'  origine  e  il  raggio  r.  Il  parametro  q>  mi- 
sura r  angolo  formato  dall'  asse  x  colla  retta  che  unisce  l' origine 
al  punto  {x,  y),  mobile  sul  cerchio. 

148.  Luogo  (Iella  intersezione  di  rette  omologhe  in  fasci 
proiettivi.  —  Come  applicazione  del  metodo  esposto  nel  n*"  146, 
cerchiamo  il  luogo  del  punto  d'incontro  di  rette  omologhe  in 
due  fasci  proiettivi  giacenti  in  un  piano,  ma  non  sovrapposti. 

Per  procedere  con  maggior  semplicità  premettiamo  la  seguente 
osservazione.  Siano  date  in  un  fascio  tre  rette  che  (riferite  ad 
assi  cartesiani)  abbiano  le  seguenti  equazioni  abbreviate  (n.**  110): 
^  =  0,         wz  =  0,         l  -\-  Àm  =^  0. 

Se  ora  introduciamo  il  fattore  À  nei  singoli  coefficienti  del 
polinomio  m,  la  nuova  equazione  im  =  0  (il  cui  primo  mem- 
bro si  potrà  indicare  con  una  sola  lettera)  rappresenterà  sempre 
la  seconda  retta  data  ;  ma  intanto  noi  potremo  considerare 
l'equazione  della  terza  retta  come  ottenuta  sommando  membro 
a  ìnemhro  le  equazioni  delle  prime  due  rette.  Sicché,  date  le 
equazioni  di  due  rette  di  un  fascio,  modificando,  se  è  necessario, 
una  di  queste  mediante  un  conveniente  fattore,  si  può  ottenere 
che  l'equazione  formata  sommando  quelle  due,  rappresenti  una 
terza  retta  assegnata  nel  fascio. 

Ciò  posto,  siano  due  fasci  proiettivi  8  ed  8'  giacenti  nello 
stesso   piano;    la   proiettività  sarà   determinata    (n."  62)  allor- 
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quando  siano  assegnate  tre  rette  Z,  m,  n  nel  fascio  8^  e  le  cor- 
rispondenti l\  m',  n'  nel  fascio  8'. 

Per  la  considerazione  ora  fatta,  le  equazioni  delle  rette 
/,  m,  fi]  l\  m'j  n',  si  potranno  scrivere  rispettivamente  sotto 
la  forma: 

1=0,         m    =  0,         l  -{-  m    =  0, 
V  =0,         m'  =  0,         r  -f  m'  =  0. 

Nella  proietti  vita  così  determinata,  alla  retta  Z  -j-  ^*^  =  0  (l^l 
primo  fascio  corrisponderà  nel  secondo  fascio  una  certa  retta 
r  -\-  k'm'  =  0;  ma  il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  nel 
fascio  8  deve  essere  uguale  al  doppio  rapporto  delle  corrispon- 
denti rette  nell'altro  fascio  8'^  perciò  sarà  (n.°  107)  Ti  =  k'. 
Siamo  cosi  condotti  a  cercare  la  equazione  del  luogo  della  in- 
tersezione delle  due  rette  corrispondenti  di  -S',  8' 

^     l   Ar  km    z=  0, 
^^  (     V  +  km'  =  0, 

le  quali  variano  insieme  al  variare  di  k.   Questa  equazione   si 
otterrà  dunque  eliminando  k  fra  le  equazioni  (1).  Risulta 
(2)  Im'  —  l'm  =  0. 

La  (2)  è  di  secondo  grado  nelle  coordinate  x^  y  (che  entrano 
linearmente  nei  polinomi  /,  m,  Z',  m')\  il  luogo  nominato  è  dun- 
que di  secondo  ordine.  I  centri  8,  8'  dei  due  fasci  apparten- 
gono al  luogo;  infatti  le  coordinate  del  punto  ^S,  ad  esempio,  an- 
nullano i  polinomi  Z,  m  e  quindi  soddisfano  alla  (2).  Sicché 
possiamo  conchiudere: 

Il  luogo  del  punto  d'incontro  di  rette  omologhe  in  due  fasci 
proiettivi,  giacenti  in  uno  stesso  piano,  ma  non  concentrici,  è  di 
secondo  ordine  e  passa  per  i  centri  dei  due  fasci. 

Se  la  retta  88'  comune  ai  due  fasci  fosse  unita,  rappre- 
sentando con  l  =  0  quella  retta,  il  polinomio  l'  si  potrebbe 
ritener  identico  al  polinomio  Z,  e.la  equazione  (2)  del  luogo 
assumerebbe  la  forma 

l(m  —  m')   =   0. 
Ora  questa  rappresenta  l'insieme  delle  due  rette 

l  =z=   0,       m  —  w'   =   0, 
di  cui  la  prima  è  la  SS',  mentre  la  seconda  sarà  il  luogo  delle 
intersezioni  di  rette   corrispondenti   non   unite.  Si  ritrova  così 

16 
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la  proprietà  (n.*'  67)  che  i  due  fasci  proiettivi  8^  5",  aventi  una 
retta  unita,  sono  prospettivi  (essendo  m  —  m'  =  0  l'asse 
di  prospettiva). 

149.  Tangente  ad  una  curva  in  un  punto.  —  Riprendiamo 
in  esame  una  sola  curva,  che  supporremo  descritta  da  un  punto 
mnoventesi  con  continuità.  Fissiamo  un  punto  P  sulla  curva, 
e  congiungiamolo  con  un  secondo  punto  Pj  della  curva,  che  fa- 
remo poi  scorrere  lungo  la  curva  stessa.  Se  accade  che,  mentre 
il  punto  Pi  si  avvicina  indefinitamente  al  punto  P  (da  una 
banda  o  dall'  altra),  la  retta  mobile  PPi  abbia  per  limite  una 
retta  determinata  t  uscente  da  P,  si  dice  che  ^  è  la  tangente 
alla  curva  in  P.  Per  una  classe  estesissima  di  curve  (ad  es. 
per  tutte  quelle  che  avremo  da  considerare  in  seguito),  in  ogni 
punto  generico  P  esiste  una  determinata  tangente. 

*  Osservazione.  —  La  determinazione  analitica  della  tan- 
gente ad  una  curva  di  nota  equazione,  in  un  punto  dato,  costi- 
tuisce una  delle  principali  applica- 
zioni geometriche  del  calcolo  diffe- 
renziale. Noi  ci  limiteremo  qui  ad 
accennare  la  via  che  permette  di  ri- 
solvere la  questione. 

Si   supponga   che   la   curva   sia 
definita  dalia  equazione 
(1)  y  =   f{x), 

in   coordinate    cartesiane.    Siano    Xo 
ed    yo   =   ({xq)    le    coordinate  del 
punto   fisso    P,  Xi   ed  yi   =   f{xi) 
le  coordinate  del  punto  mobile  Pi .  La   equazione  della  retta 
PPi   potrà  scriversi  così  (n.*'  100,  (2)): 

f{xx)  —  f(xo) 


y 


Vo 


Xi 


Xo 


{X         a^o), 


od  anche,  posto  Xi  —  Xo 


(2) 


y  —  yo  =  — ' — i ~ — ^  {x  —  xq). 


Ora  facciamo  che  il  punto  Pi(a:i,  yi)  si  avvicini  sempre 
più  al  punto  P(rro,  yo)]  la  differenza  ìi  fra  le  ascisse  dei  due 
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punti  dovrà  tendere  a  zero,  e  la  retta  (2)  tenderà  a  coincidere 

colla  retta  tangente 

(                \     ì.        /*(^o  -\-  'h)  —  fixo) 
y  —  Vo  =  (x  —  ^o)  ^Imi^  J-^ — ^ ^-^— ^, 

purché  esista  e  sia  determinato  il  limite  che  comparisce  nel 
secondo  membro.  Ora  quel  limite,  supposto  esistente,  si  suole 
indicare  scrivendo 

A  =  0  h  -     t    {X,), 

e  si  chiama  valore  della  derivata  di  f{x)  (o  di  y),  rispetto 
ad  X,  per  x  =  xq.  Con  questa  notazione  la  equazione  della 
tangente  alla  curva  (1)  nel  punto  P(.Xo,  ^o)  acquista  la  forma 

(3)  y   —   tjo    =:    (x   —    Xo)    f'(xo). 

La  esistenza  della  derivata  porta  adunque  l'esistenza  della 
tangente,  e  viceversa  (quando  si  eccettuino  punti  particolari). 

Il  calcolo  differenziale  insegna  a  calcolare  le  derivate  delle 
ordinarie  funzioni.  Ed  insegna  pure  a  trasformare  la  (3),  nella 
ipotesi  che  la  curva  sia  data  mediante  una  equazione 

(1')  f(x,  y)  =  0, 

contenente  implicitamente  le  due  coordinate.  Si  dimostra  che  allora 
la  equazione  della  tangente  nel  punto  (xo,  yo)  può  scriversi  così 

(3')      (x  -  Xo)  f'.(xo,  y,)  -h  (y  -  yo)f'A^o,  yo)  =  o 

dove  f'x^  f'y  sono  le  derivate  parziali  del  polinomio  (!'),  Tuna 
rispetto  ad  x,  l'altra  rispetto  ad  y]  precisamente  f'x  {xq^  yo) 
è  il  valore  che  assume,  per  x  =  Xo^  la  derivata,  rispetto  ad 
X,  della  funzione  /"(x,  -^o)  della  sola  variabile  x^  ed  un  analogo 
significato  ha  /"'^(a^o,  ^o)- 

Finalmente  se  la  curva  è  data  da  una  equazione  in  coor- 
dinate omogenee  (cartesiane  o  proiettive) 
(1")  f{x,  y,  ^)   =   0, 

la  tangente  in  (xq,  ^o,  ^o)  ha  l'equazione 

(3")  xf'j,  {xo,  yo,  ^o)  +  yf'u  {xo,  yo,  ^o)  -r  ^f'^  (^o,  yo,  ^o)  =  0, 

dove  f'jr.,  f'y,  f\  sono  simboli  di  derivate  parziali. 

150.  Inviluppi  di  rette.  —  Mentre  un  punto  descrive  una 
curva,  la  tangente  in  esso  generalmente  varia  ed  assume  una 
infinità  di  posizioni,  che  costituiscono  un  sistema  od  inviluppo  di 
rette.  In  modo  più  generale,  e  senza  ricorrere  alla  curva,  si  può 
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definire   un  inviluppo   di   rette  come  V  insieme  di  tutte  le  rette 
di  un  piano  soddisfacenti  ad  una  data  condizione]  in  tal  guisa 
l'inviluppo  di  rette  si  presenta  come  l'ente  duale  (nel  piano) 
del  luogo  di  punti  (o  curva). 

La  dualità  si  riscontra  anche  nella  rappresentazione  ana- 
litica. Data  una  equazione 
(1)     _  f{u,  v)  =   0, 

le  cui  variabili  m,  v  vengano  riguardate  come  coordinate  plii- 
ckeriane  (o  proiettive  non  omogenee)  di  una  retta,  rimane  de- 
finito un'inviluppo  costituito  da  tutte  levette  che  colle  loro  coordinate 
soddisfano  all'equazione  (1);  la  quale  vien  detta  equazione  del- 
l'inviluppo. Gli  inviluppi  possono  classificarsi  secondo  la  na- 
tura delle  loro  equazioni  in  coordinate  plùckeriane  (o  proiet- 
tive). Diremo  dunque  algebrico,  o  trascendente^  un  inviluppo,  se- 
condo che  algebrica,  o  trascendente,  è  la  equazione  rappresenta- 
tiva; e,  nel  primo  caso,  chiameremo  classe  dell'inviluppo  il  grado 
della  equazione  algebrica  (razionale,  intera)  di  esso.  Oli  invi- 
luppi di  prima  classe  sono  i  fasci  di  rette,  o,  come  si  suol  dire, 
i  punti  riguardati  come  centri  di  fasci  (n.°  128).  Fra  gli  invi- 
luppi di  seconda  classe  si  trova  il  sistema  delle  tangenti  a  un 
cerchio,  di  cui  il  lettore  potrà  subito  scrivere  la  equazione,  noto 
il  centro  ed  il  raggio  del  cerchio  ;  ed  in  generale,  vedremo  che 
le  tangenti  ad  una  curva  del  secondo  ordine  costituiscono  uno 
inviluppo  di  seconda  classe. 

La  nozione  di  classe  di  un  inviluppo  algebrico  corrisponde 
per  dualità  piana  alla  nozione  di  ordine  di  una  curva  algebrica; 
le  curve  piane  d'ordine  n  hanno  come  enti  duali  gli  inviluppi 
di  rette  di  classe  n.  Lo  stesso  procedimento  algebrico  che  ci 
ha  condotto  a  scoprire  il  significato  geometrico  dell'ordine  di 
una  curva  (n."  142),  ci  fornisce  (interpretato  nel  modo  duale) 
il  significato  della  classe  di  un  inviluppo:  la  classe  di  un  in- 
viluppo algebrico  è  il  numero  delle  rette  delV  inviluppo  che  pas- 
sano per  un  punto  generico  del  piano,  purché  si  contino  con- 
venientemente le  soluzioni  coincidenti,  immaginarie  .  .  . 

151.  Punti  di  contatto  in  un  inviluppo.  —  Il  concetto 
di  tangente  ad  una  curva,  trasformato  per  dualità,  conduce 
al  concetto  di  punto  di  contatto  di  un  inviluppo.  Supposto  che 
un    inviluppo    venga    descritto   da   una  retta   muoventesi   con 
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continuità,  si  consideri  una  posizione  p  della  retta,  e  sia  j9i, 
una  nuova  posizione  della  retta  stessa.  Mentre  la  retta  jn, 
descrivendo  l' inviluppo,  va 
avvicinandosi  indefinitamente 
alla  j9,  il  punto  pp\  va  scor- 
rendo lungo  la  /)  ;  se  esso 
tende  ad  una  posizione  limite 
T,  si  dirà  che  T  è  il  punto 
di  contatto  della  retta  p  ap- 
partenente all'  inviluppo.  E 
r  equazione  del  punto  T  in 
coordinate  di  rette  si  potrebbe 
ritrovare,  partendo  dall'  equazione  dell'  inviluppo,  collo  stesso 
procedimento  analitico  che  dà,  in  coordinate  di  punti,  l'equa- 
zione della  tangente  ad  una  curva. 

I  punti  di  contatto  delle  infinite  rette  di  un  inviluppo  co- 
stituiscono generalmente  una  curva.  Ora  l'intuizione  sugge- 
risce, ed  il  calcolo  infinitesimale  dimostra,  che  (sotto  certe  re- 
strizioni verificate  nei  casi  più  comuni)  la  curva  dei  punti  di 
contatto  ha  precisamente  come  tangenti  le  rette  dell'  inviluppo 
(ciascuna  retta  toccando  la  curva  nel  proprio  punto  di  con- 
tatto). Riunendo  questa  osservazione  con  quella  fatta  al  prin- 
cipio del  n.*'  precedente,  possiamo  dire: 


Le  tangenti  ad  una  curva 
piana  costituiscono  generalmente 
un  inviluppo  di  rette^  i  cui  punti 
di  contatto  sono  i  punti  della 
curva  primitiva. 


I  punti  di  contatto  di  un 
inviluppo  di  rette  costituiscono 
generalmente  una  curva  piana^ 
le  cui  tangenti  sono  le  rette 
delV  inviluppo  primitivo. 


Segue  di  qua  che  ad  una  curva  è  associato  un  determinato 
inviluppo,  e  viceversa  ;  ma  non  sarebbe  esatto  dire,  in  generale, 
che  quella  curva  e  quell'  inviluppo  si  corrispondono  per  dua- 
lità. Ad  es.,  si  dimostra  che  le  tangenti  ad  una  curva  generale 
d'ordine  n  formano  un  inviluppo  di  classe  w(n  —  1),  mentre 
la  curva  primitiva  ha  come  ente  duale  un  inviluppo  di  classe  n. 

Segue  ancora  che  la  nozione  di  inviluppo  acquistata  dal 
considerare  l'insieme  delle  tangenti  ad  una  curva  piana,  può 
riguardarsi  come  sufficientemente  generale,  escludendo  essa  solo 
alcuni  inviluppi  eccezionali  (oltre  al  fascio  di  rette). 


% 
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Esercìzi  (^)  I  —  1)  Scrivere  l'equazione  del  luogo  di  un  punto  tale,  che  i 
quadrati  delle  distanze  di  esso  da  due  punti  fissi  abbiano  una  data  diffei-enza. 

2)  Sopra  due  rette  secantisi  in  0  (che  potranno  assumersi  come  assi) 
variano  due  punti  A,  B,  in  guisa  che  la  somma  0 A  -{-  OB  rimanga  co- 
stante; qual'è  il  luogo  del  punto  medio  di  AB,  o,  in  generale,  del  punto 
che  divide  il  segmento  AB  in  dato  rapporto? 

3)  Nelle  stesse  ipotesi  dell'  es.  precedente  si  conducano  in  A,  B,  le 
perpendicolari  ad  OA,  OB  rispettivamente;  qual'è  il  luogo  della  loro  in- 
tersezione ? 

4)  Dati  in  un  piano  più  segmenti  ^jAa,  A^A^,...,  il  luogo  dì  un 
punto  M  tale,  che  la  somma  delle  aree  MA1A2  -f-  MA^A^  -f- .  .  .  abbia 
un  valore  assegnato  /e,  è  una  retta  parallela  alla  risultante  dei  ^  segmenti 
dati  (n"  111,  Oss.),  la  cui  direzione  non  dipende  dunque  da  k.  Fa  solo 
eccezione  il  caso  che  quella  risultante  sia  nulla,  perchè  in  tale  ipotesi 
non  esistono  punti  M  soddisfacenti  al  problema  se  k  è  dato  ad  arbitrio, 
mentre  ogni  punto  del  piano  vi  soddisfa  se  k  ha  un  conveniente  valore  ; 
la  somma  sopra  scritta  non  dipende  dunque  da  M. 

5)  Dato  un  triangolo  OAB.  si  conduca  una  parallela  variabile  ad 
AB  secante  gli  altri  due  lati  in  A',  B'\  qual'è  il  luogo  della  intersezione 
delle  rette  AB\  A'B? 

6)  Se  più  trasversali  uscenti  da  un  punto  P  segano  due  rette  fisse 
X,  y  nelle  coppie  di  punti  AA\  BB',  CC  . . . ,  si  cerchi  il  luogo  dei  punti 
AB'  •  A'B,  AC  ■  A'  C,  BC  ■  B'C, . . .;  si  troverà  una  retta  passante  per  il 
punto  0  =:  X1J  (n.°  16,  es.  1)). 

7)  Se  due  punteggiate  x,  y  sono  riferite  proiettivamente,  ed  A  A', 
BB',  ce  ...  sono  coppie  di  punti  corrispondenti,  si  cerchi  il  luogo  dei 
punti  AB'  •  A'B,  AC  ■  A'C,  BC  ■  B'C, ...  ;  si  troverà  l'equazione  di  una 
retta  (n°  70). 

8)  Date  n  rette  ed  un  punto  0,  si  conduca  per  0  una  trasversale  va- 
riabile, la  quale  seghi  quelle  rette  in  Ai,  A-^,,. . .  An;  poi  si  prenda  sulla 

trasversale  un  segmento  OA  tale  che  sia  ^^j  =  ~.^~oJ^.-  Si  dimostri  che 
il  luogo  del  punto  A  è  una  retta,  polare  armonica  di  0  rispetto  alle  n  rette. 
(Si  faccia  uso  di  coordinate  polari,  rispetto  al  polo  0).  Si  considerino  in 
particolare  i  casi  n  =    2(n.°  50,  I;  53,  es.  5)),  n    =    3(n.°  110,  d)). 

II  —  9)  Il  luogo  di  un  punto  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi  hanno 
un  dato  rapporto  k,  è  un  cerchio  ;  quale  ne  è  il  centro,  quale  il  raggio  ?  E 
se   A;   =    1? 

10)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  la  somma  dei  quadrati  delle  di- 
stanze di  esso  da  due  punti  fissi  sia  costante,  è  un  cerchio  il  cui  centro 
non  dipende  dal  valore  della  costante. 

11)  Ingenerale,  dati  n  punti  Ai  ed  n  numeri  pi  {i   =    1,   2...n),  il 

2 

luogo  di  un  punto  M  tale  che   sia   costante  la  somma  2ipi  MAi  —  k,  è 


(1)  I  luoghi  qui  considerati   sono  tutti  rette  (es.  1  —  8)  o  cerchi  (es.  9  —  16).  Ge- 
nerazioni di  curve  superiori  si  troveranno  negli  esercizi  alla  fine  del  Cap.  V. 
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un  cerchio,  il  cui  centro  è  il  baricentro  dei  punti  Ai  presi  coi  pesi  pi 
(n.'llO,  es.6));  quale  ne  è  il  raggio?  Ad  ogni  punto  JVf  del  piano  corrisponde 
un  determinato  valore  k  della  somma  sopra  scritta;  ed  il  baricentro  no- 
minato è  il  punto  per  cui  quella  somma  è  minima  (se  2pi  >  0),  o  mas- 
sima (se  2pi  <  0).  Come  si  modificano  questi  risultati  se  ^pi  =   0? 

12)  Luogo  di  un  punto  da  cui  un  dato  segmento  è  visto  sotto  angolo 
costante. 

13)  Il  luogo  delle  intersezioni  di  rette  corrispondenti  in  due  fasci 
direttamente  uguali  è  un  cerchio  ;  e  viceversa,  se  la  curva  generata  da 
due  fasci  proiettivi  è  un  cerchio,  i  fasci  sono  direttamente  uguali. 

14)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  i  piedi  delle  perpendicolari  da  esso 
calate  sopra  due  rette  fisse  x,  y  abbiano  una  distanza  assegnata,  è  un  cerchio. 

15)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  i  piedi  delle  perpendicolari  da  esso 
calate  sopra  i  lati  di  un  triangolo  formino  un  triangolo  di  area  assegnata 
4,  è  un  cerchio,  il  cui  centro  non  dipende  dal  valore  di  A  ;  per  -4=0 
quel  cerchio  è  circoscritto  al  triangolo  (  cfr.  n."  37,  es.  5)  ).  (Indicando  con 
/  =  0,  w  =  0,  n  =  0  le  equazioni  normali  dei  lati  del  triangolo,  con 
i,  Jf,  N  gli  angoli  opposti,  si  troverà,  per  quel  luogo,  la  equazione 

mn  seni  -\-  ni  sen  3f  -|-  Im  sen  iV  =2^4, 
la  quale,  come  si  verifica,  rappresenta  appunto  un  cerchio  (^)  ). 

16)  In  generale,  il  luogo  di  un  punto  tale,  che  i  piedi  delle  perpendi- 
colari da  esso  calate  sopra  i  lati  di  un  poligono  semplice  formino  un  po- 
ligono {pedale  o  podario  del  punto)  di  area  assegnata  A,  è  un  cerchio,  il 
cui  centro  è  il  baricentro  dei  vertici  del  poligono,  quando  a  ciascuno  si 
attribuisca  come  peso  il  seno  del  doppio  dell'  angolo   del   poligono  avente 

ivi  il  vertice;  il  raggio  r  del  cerchio  è  poi  dato  dalla  formola  r'^=~- — -^ — "-  , 

o 

dove  A^  è  l'area  del  poligono  pedale  del  detto  baricentro,  ed  -S'  è  la  somma 
dei  detti  pesi.  Se  «S  =  0,  i  poligoni  pedali  di  tutti  i  punti  del  piano  hanno 
la  stessa  area  ^o-  (Steiner). 

III  —  17)  Se  una  retta  (m,  r)  si  muove  in  guisa  che  la  sua  distanza  da 
un  punto  fisso  C{a^  ^)  rimanga  costante,  =  r,  essa  inviluppa  un  cerchio; 
si  deduca  di  qua  l'equazione  dell'  inviluppo  formato  dalle  tangenti  a  un 
cerchio,  la  quale  può  scriversi  sotto  la  forma 

p2 

«2  -f  t;2  -  -f—    =0, 

dove  P^Ma-f-v/J-j-l   =  Oè  l'equazione  pliickeriana  del  centro. 

18)  Siano  dati  n  punti  Ai  ed  w  numeri  p i ,  (i  =  1,  2...  n);  una 
retta,  la  quale  si  muova  in  guisa  che  sia  costante  la  somma  delle  distanze 
da  essa  dei  punti  ^ ,,  moltiplicate  rispettivamente  per  i  numeri  pi,  de- 
scrive l'inviluppo  delle  tangenti  ad  un  cerchio  avente  il  centro  nel  bari- 
centro dei  punti  Ai,  presi  coi  pesi  pt  (cfr.  n.°  131,  es.  2)).  Caso  particolare 
in  cui  2 Pi  =   0. 

(*)  Segue  che,  in  coordinate  trilineari  x,  y,  i  (n.°  136,  os.  6)  ),  l'oqnftzione  dol  cer- 
chio circoscritto  al  triangolo  fondamentale  XYZ  ò 

yt  sen  X  -\-  ix  sen  Y  -\-  xy  sen  Z  ■==  i). 
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Capitolo  V. 
Il  cerchio  ed  altre  curve  particolari. 

152.  Cerchio  determinato  da  tre  punti.  —  Vogliamo  in  que- 
sto Capitolo  applicare  a  curve  particolari  varie  nozioni  esposte 
in  generale  nel  Capitolo  che  precede.  Ci  occuperemo  anzitutto 
del  cerchio. 

L'equazione  (detta  da  alcuni  normale)  del  cerchio  in  coor- 
dinate ortogonali  è,  come  sappiamo  (n.°  143),  del  tipo 

(1)  x^-  +  y^  -  2ax  -  2py  -\-  y   =   0^ 

dove  a,  ^  sono  le  coordinate  del  centro  ed  r  =  y a^  -j-  /?^  —  y 
è  il  raggio  (reale  o  immaginario).  Poiché  l'equazione  dipende 
da  tre  coefficienti  a,  /?,  7,  si  potrà  assoggettare  un  cerchio  a  tre 
condizioni  traducentisi  in  altrettante  relazioni  fra  quei  coeffi- 
cienti. Così,  se  si  vuole  che  il  cerchio  passi  per  tre  punti  asse- 
gnati (xi,  7/1),  {x2i  2/2),  {xz^  ys),  dovranno  esser  verificate  le 
tre  equazioni  di  condizione 

^i^  +  Vi^  —  2«a:;e  —  2^y.-  ^  y   =   0,       (i  =   1,  2,  3) 
le  quali  permettono  di  calcolare  a,  /?,  y.  Il  risultato  della  sosti- 
tuzione di  questi  valori  nella  (1)  si  ottiene  direttamente   eli- 
minando a,  ^,  y  fra  la  (1)  e  le  tre  equazioni  di  condizione.  Si 
giunge  cosi  all'equazione 

x^    -{-  y^        X        y        1 
xi^  +  yi^       xi       yi       1 

^3^  +  2/3^       X3       ya       1 
che  rappresenta  appunto  il  cerchio  richiesto. 

153.  Equazione  polare  di  un  cerchio.  Potenza  di  un  punto 
rispetto  ad  un  cerchio.  —  Assumendo  come  polo  ed  asse  po- 
lare di  un  sistema  di  coordinate  polari  (q,  go)  l'origine  e  l'asse 
X  del  sistema  cartesiano  sopra  adoperato,  si  arriva,  colle  note 
formole  di  trasformazione  (n.°  123),  a  scrivere  l'equazione  po- 
lare del  cerchio  (1)  sotto  la  forma 

(2)  Q^  —  2  (a  cos  g)  -\-  ^  sen  ?>)()  -j-  y   =   0. 


=   0, 
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Per  ogni  valore  di  <p,  la  (2)  fornisce  due  valori  qi,  qz  di 
Q,  raggi  vettori  delle  due  intersezioni  del   cerchio  colla  retta 
uscente  da  0  e  formante  con  x  l'angolo  g).  Ora  si  ha  dalla  (2) 

indipendente  da  <p,  e  si  conclude  che,  se  inforno  ad  un  punto 
ruota  una  trasversale,  il  prodotto  dei  due  segmenti  compresi  fra 
il  punto  e  le  intersezioni  della  trasversale  con  un  cerchio  fisso  è 
costante.  Quel  prodotto  costante, 
preso  in  valore  e  segno,  si  chiama 
(collo  Steiner)  potenza  del  punto 
primitivo  rispetto  al  cerchio.  La 
potenza  7  =  («^  _|_  ^2^  _  ^2 

è  pur  data  dalla  differenza  fra 
il  quadrato  della  distanza  del 
punto  al  centro  del  cerchio  e  il 
quadrato  del  raggio.  Per  un  cer- 
chio reale  la  potenza  è  positiva, 
nulla,  0  negativa,  secondo  che  il  punto  è  esterno,  sulla  circonfe- 
renza, o  interno  al  cerchio,  e  nel  primo  caso  è  uguale  al  quadrato 
del  tratto  di  tangente  OT  compreso  fra  il  punto  ed  il  cerchio; 
per  un  cerchio  immaginario,  la  potenza  di  ogni  punto  è  positiva. 
Dalle  cose  dette  risulta  che  la  potenza  dell'origine  rispetto 
ad  un  cerchio  è  espressa  dal  termine  noto  dell'equazione  normale 
(1).  Se  fosse  richiesta  la  potenza  di  un  altro  punto  P(xq,  Xo), 
basterebbe  eseguire  la  trasformazione  di  coordinate  (n.''  122,  I) 
a?  =  a:o  -f-  X,  7/  ==  yo  -j-  Y,  assumendo  come  nuovi  assi  le 
parallele  agli  antichi  uscenti  da  P.  L'equazione  (1)  si  trasforma 
nella 
(1')        X'-i-    r^  +  2(:ro  -  «)  X  +  2(;yo  -  ^)  Y  -{- 

+  (V  +  yo'  -  2a.To  -  2/?yo  +  7)   =   0. 
Si  deduce  che  la  potenza  del  punto  (x(s,  yo)  rispetto  al  cerchio 
(1)  è  data  da 

-'^0^  -f  2/0-  —  2aa7o  —  2/?yo  -f  y, 
vale  a  dire  dal  valore  che  assume  il  2jrimo  membro  dcW  equa- 
zione normale  (1),  quando  al  posto  delle  variabili  si  sostituiscano 
le  coordinate  del  punto.  Secondo  che  questo  valore  è  positivo, 
nullo,  o  negativo,  il  punto  sarà  dunque  esterno,  sulla  circonfe- 
renza, od  interno  al  cerchio. 
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154.  Tangente  ad  un  cerchio  in  un  punto.  —  Se  il  cerchio 
(i)?  o  (2),  passa  per  l'origine,  è  /   =   0.  Allora  la  (2)  ha,  qua- 
lunque sia  gp,  una  radice  nulla,  come  è  chiaro  geometricamente, 
mentre  l'altra  radice  vale 

Q   =    2{aQosg)  -f-  /^sengp). 
Anche  questa  seconda  radice  è  nulla,  e  la  retta  corrispondente 
è  tangente  al  cerchio  nell'  origine,  quando  <p  sia  tale  da  rendere 

a  cos  f  -\-  ^  sen  gp   :^   0, 

,  a 

ossia  tgcp  =   —  — . 

La  retta  in  questione  ha  l'equa- 
zione cartesiana 

a 

ossia 

ax  -\-  fiy   ==.   0; 
questa    equazione    (  ottenuta   ugua- 
gliando a  zero  l'insieme  dei  termini 
lineari  nella  (1))  rappresenta  dunque   la  tangente  nell'origine 
al  cerchio  (1),  quando  7   =   0. 

Qualunque  sia  7,  volendo  la  tangente  al  cerchio  (1)  in  un 
punto  (xo,  yo)  di  esso,  si  potrà  eseguire,  come  prima,  la  tra- 
sformazione di  coordinate  che  porta  in  questo  punto  l'origine  ; 
si  arriverà  cosi  all'equazione  (1'),  in  cui  però  mancherà  la 
parte  indipendente  da  X  e  da  Y.  Uguagliando  a  zero  il  com- 
plesso dei  termini  lineari  in  X,  Y  nella  (1'),  troviamo  l'equa- 
zione 

{x,  -  a)X  +  (yo  -  ^)Y  =   0, 

che  rappresenta  la  tangente  richiesta  nelle  nuove  coordinate 
X,  Y";  ricordando  poi  che  X  =  x  —  a^o,  F=y  —  2/o, 
V equazione  della  tangente  al  cerchio  (1)  nel  punto  {xq,  yo)  as- 
sume la  forma 

(3)      (xo  —  a)(x  —  xo)  +  (yo  —  ^)(y  —  yo)  =  0- 

Sviluppando  la  (3),  e  osservando  che 

^0^  +  Vo^  —  2aa;o  —  2/?yo  -]-  y   —   0, 
quella  equazione  può  scriversi  cosi: 
(3)   xxo  -\-  yyo  —  ce{x  -\r  xo)  —  ^{y  -^  yo)  -\-  y  =  0. 
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Il  lettore  verificherà  subito  che  la  tangente  nominata  è 
normale  al  raggio  del  cerchio  passante  per  il  punto  di  con- 
tatto (X(,j  2/0 )• 

155.  Intersezioni  di  nn  cercliio  con  una  retta,  in  partico- 
lare colla  retta  all'infinito.  —  Il  problema  di  determinare  le 
intersezioni  del  cerchio  (1)  colla  retta  a^-{-ò//-j-c=:0, 
porta  a  risolvere  il  sistema  delle  equazioni  delle  due  linee,  e 
quindi  la  equazione  di  secondo  grado  nella  sola  x,  che  si  ottiene 

sostituendo  nella  (1),  al  posto  di  y^  il  valore  y  = "a:   —  -^ 

(cfr.  n.°  142).  Quella  equazione  in  x  (i  cui  coefficienti  si  ricavano 
mediante  operazioni  razionali  eseguite  sopra  «,  |5,  7,  a,,  ò,  e)  ha  due 
radici  xi,  x^,  che  possono  esser  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti, 
0  immaginarie  coniugate  ;  sostituendo  successivamente  queste  al 
posto  di  X  nella  espressione  di  y,  si  ottengono  due  valori  ?/i,  y-2, 
ordinate  dei  punti  (xi,  2/1),  (x2,  y^)  soddisfacenti  al  problema. 
Si  giunge  cosi  al  noto  risultato  che  un  cerchio  è  segato  da  una 
retta  in  due  punti,  i  quali  sono  reali  e  distinti  (se  la  retta  è 
secante)^  o  reali  e  coincidenti  (se  è  tangente)^  0  immaginari  co- 
niugati (se  è  esterna  al  cerchio).  I  tre  casi  si  presentano  (come  è 
noto  dalla  geometria  elementare,  e  può  verificarsi  per  via  ana- 
litica) in  relazione  alla  distanza  del  centro  del  cerchio  dalla  retta. 

In  particolare,  volendo  le  intersezioni  del  cerchio  colla  retta 
all'infinito  del  piano,  0  =  0,  scriviamo  la  (1)  in  coordinate 
omogenee 

x'^  _|_  ^2  —  '^axz  —  ^^yz  -j-  yz^^   =   0, 
e  poniamo  in  questa  0   =   0;  troveremo 

x^  +  7/2   =   0,       donde     ^- 


X 


Concludiamo  che  i  punti  cercati  hanno  le  coordinate  omogenee 
(1,  i,  0),  (1,  —  i,  0),  e  sono  dunque  i  punti  ciclici  del  piano 
(n.**  124:,  Oss.).  Tutti  i  cerchi  di  un  piano  segano  la  retta  alV  in- 
finito negli  stessi  due  punti,  immaginari  coniugati,  precisamente 
nei  punti  ciclici.  (Poncelet,  1822). 

Viceversa:  ogni  curva  del  second,o  ordine  la  quale  passi  per 
i  punti  ciclici  del  piano,  è  un  cerchio.  Infatti  le  condizioni  per- 
chè l'equazione  generale  di  secondo  grado  in  coordinate  orto- 
gonali, omogenee, 

ax^  -\-  by'^  -\-  cz"  -f-  dxy  -\-  exz  -f-  fyz  =   0 
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sia  soddisfatta  dalle  coordinate  di  ciascuno  dei  punti  ciclici,  sono 

a  —  b  -{-  di  =   0,       a  —  6  —  di  =   0^ 
donde  a  =   b,       d  =  0-^ 

e  queste  sono  le  condizioni  perchè  quell'  equazione  rappresenti 
un  cerchio  (n.°  143). 

156.  Intei-sezione  di  due  cerchi;  asse  radicale.  —  Datele 
equazioni  di  due  cerchi 

a)  i     ^'  +  2/'  -  2a;r    -  2^y  ^    y     =0, 

^  ^  ^     a:;2  _|_  ^2  _  2a'x  —  2^'y  -\-  y'   =   0, 

si  osserverà  che  ogni  soluzione  (x,  y)  di  queste  soddisfa  pure 
all'  equazione 

(5)  2(a  -  a')x  +  2(/?  -  ^')y  -  (y  -  y')  =  Q 
ottenuta  dalle  (4)  mediante  sottrazione;  e  viceversa,  ogni  solu- 
zione comune  ad  una  delle  (4)  e  alla  (5)  è  comune  anche  al- 
l'altra  delle  (4).  Possiamo  dunque  risolvere,  anziché  il  si- 
stema (4),  il  sistema  composto  di  una  delle  (4)  e  della  (5).  Ma 
questa  rappresenta  una  retta  ;  concludiamo  adunque  che  il 
problema  di  determinare  le  intersezioni  di  due  cerchi  equivale  al 
problema  di  determinare  le  intersezioni  di  un  cerchio  con  una 
retta,  e  porta,  in  sostanza,  a  risolvere  una  equazione  di  secondo 
grado  ad  una  incognita,  i  cui  coefficienti  sono  funzioni  razio- 
nali dei  coefficienti  delle  equazioni  dei  due  cerchi.  Ciò  per- 
quanto  riguarda  le  intersezioni  cadenti  in  punti  propri]  giac- 
ché volendo  determinare  anche  le  intersezioni  improprie,  con- 
viene ridurre  le  (4)  a  forma  omogenea.  Allora,  mediante  sot- 
trazione, si  giunge  ad  una  equazione  di  secondo  grado  spezzan- 
tesi  nella  (5),  resa  omogenea,  e  nella  z  ■=■  0\  occorre  dunque 
tener  conto  inoltre  delle  intersezioni  di  uno  dei  due  cerchi 
colla  retta  all'infinito,  cioè  dei  punti  ciclici,  che  sappiamo  già 
esser  comuni  ai  due  cerchi.  Due  cerchi  hanno  quattro  punti 
comuni,  di  cui  due  cadono  sempre  nei  punti  ciclici,  mentre  gli 
altri  due  sono  generalmente  propri,  e  possono  esser  reali  e  di- 
stinti (cerchi  secantisi),  reali  e  coincidenti  (cerchi  tangenti),  o 
immaginari  coniugati  (cerchi  non  secantisi).  Anche  gli  ultimi 
due  punti  sono  impropri  e  vanno  a  coincidere  coi  due  primi, 
quando  la  retta  (5)  è  impropria,  cioè  quando  a  =  a' ,  ^  =  /?', 
quando  adunque  i  due  cerchi  sono  concentrici. 
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E  facile  caratterizzare  geometricamente  la  retta  (5).  Se 
infatti  cerchiamo  il  luogo  dei  punti  (x,  y)  che  hanno  uguale 
potenza  rispetto  ai  due  cerchi  (4),  siamo  condotti  (n."  153)  ad 
uguagliare  i  primi  mem- 
bri delle  due  equazioni 
(4),  e  quindi  perveniamo 
alla  (5).  Dunque  :  il  luogo 
dei  punti  che  hanno  po- 
tenza uguale  rispetto  a  due 
cerchi^  è  una  retta  (detta 
asse  radicale  ),  la  quale 
contiene  le  due  intersezio- 
ni generalmente  proprie 
(reali  o  immaginarie)  dei  due  cerchi.  L'asse  radicale  è  improprio 
solo  quando  i  cerchi  siano  concentrici.  Escluso  questo  caso, 
l'asse  radicale  è  perpendicolare  alla  congiungente  i  centri  dei 
cerchi,  come  risulta  confrontando  la  (5)  coli' equazione  della 
detta  congiungente 

X  —  a     y  —  ^ 

a  —  a'    ^    7~:^^" 

157.  Condizione  di  ortogonalità  di  due  cerchi.  —  Si  chiama 
angolo  di  due  cerchi  (o  di  due  curve)  in  un  punto  comune, 
l'angolo  formato  dalle  due  tangenti  in  quel  punto.  Se  quest'an- 
golo è  retto,  i  due  cerchi  (o  le  due  curve)  si  tagliano  ortogo- 
nalmente. E  facile  stabilire  la  condizione  affinchè  i  due  cerchi 
(4)  si  taglino  ortogonalmente,  sia  ricorrendo  alle  equazioni  delle 
tangenti  in  un  punto  ad  essi  comune,  sia  notando  che  i  raggi 
r,  r'  dei  due  cerchi  passanti  per  il  detto  punto  devono  esser 
perpendicolari.  Considerando  il  triangolo  rettangolo  che  ha  quei 
raggi  come  cateti,  e  come  ipotenusa  la  distanza  dei  centri 
(«,  ^),  («',  /?'),  si  ha 

r^  +  r'2  =  (a  -  a'^  -f-  (/?  -  /?')', 
ossia,  ricordando  che  r^  =:  a-  -f-  /J'^  —  y,r'2  =  «'^  _|-  ^'2  _  y' 
(6)  2aa'  -f  2/?/9'  —  (y  -{-  y')  =  0, 

che  è  la  condizione  richiesta  di  ortogonalità. 

Il  lettore  potrà,  seguendo  una  via  analoga,  determinare,  in 
generale,  l'angolo  dei  due  cerchi  (4). 


—  254  — 
158-  Fascio  di  cerchi.  —  Date  le  equazioni  (4)  di  due  cer- 
chi, che  indicheremo  abbreviatamente  con 
(4')  8  =  0,         8'  =z  0, 

consideriamo  una  loro  combinazione  lineare 

àS  -f  f^8'  =  0, 
od  anche,  adoperando  un  solo  parametro  k  =  —  ^ , 
(7)  8  —  k8'  =  0. 

Questa  equazione,  che  per  /e  =»=  1  può  scriversi  sotto  la  forma 

(7  )  ^.  +  2,.  _  2  ^^— ^-  X  -  2  -^— ^  y  +  f  ::r-/-=0, 

rappresenta  ancora  un  cerchio,  il  quale,  al  variare  del  parametro 
k,  descrive  un  sistema  di  infiniti  cerchi  detto  fascio  (cl'r.  n.**  144). 
Al  fascio  appartengono  evidentemente  i  cerchi  primitivi  8=0 
ed  8'  =  0,  corrispondenti  ai  valori  A;  =  0,  ih  oo  ;  mentre, 
per  A;  =  1,  la  (7)  ci  dà  Tasse  radicale  dei  due  cerchi  nominati, 
o  meglio  (in  coordinate  omogenee)  il  detto  asse  preso  insieme 
colla  retta  all'infinito  del  piano,  dunque  una  coppia  di  rette 
che  conviene  riguardare  come  un  cerchio  degenere  del  fascio. 
Sono  proprietà  immediate  del  fascio  le  seguenti: 

a)  Ogni  punto  comune  ai  due  cerchi  primitivi  è  comune  ad 
ogni  cerchio  del  fascio,  e  dicesi  punto  òase  del  fascio  (limitando 
d'ordinario  questo  nome  alle  intersezioni  proprie); 

b)  per  un  punto  del  piano ^  che  non  sia  base,  passa  sempre 
uno  ed  un  sol  cerchio  del  fascio. 

Sia  infatti  Pq(xq,  y^)  un  punto  del  piano,  e  siano  >S'q,  8'q 
i  valori  che  assumono  i  polinomi  8,  8',  quando  al  posto  delle 
variabili  x,  y  si  pongono  Xq,  y^.  Se  Pq  appartiene  ai  due  cer- 
chi primitivi,  sarà  8q  ==  0,  8'q  ■=  0  e  quindi 

8q  —  ^S'o  ^^=  0  ; 
segue  che  Pq  appartiene  ad  ogni  cerchio  (7)  del  fascio.  Se  in- 
vece Pq  non  è  comune  ai  cerchi  primitivi,  i  valori  8o,  S'o  non 
sono  entrambi  nulli,  e  l'ultima  equazione  fornisce  un  valore  per 
k  ;  sostituendolo  nella  (7),  si  ha  quel  particolare  cerchio  del  fa- 
scio che  passa  per  Pq. 

Segue  dalla  a)  che  i  cerchi  del  fascio  hanno  a  due  a  due 
lo  stesso  asse  radicale,  detto  asse  radicale  del  fascio;  ciò  si  veri- 
fica pur  subito  per  via  analitica.  Ogni  punto  dell'asse  radicale 
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ha  la  stessa  potenza  rispetto  a  tutti  i  cerchi  del  fascio.  Il  fascio 
è  anche  determinato  da   un   suo    cerchio   e   dall'asse   radicale, 
mediante  combinazione  lineare  delle  relative  equazioni,  giacché 
la  (7)  può  scriversi  cosi: 

(8  —  >S")  —  (k  -  1)8'  =  0. 

Il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  un  fascio  è  una  retta  nor- 
male air  asse  radicale,  detta  asse  centrale;  infatti  il  centro  del 
cerchio (7')  ha  le  coordinate  _  ,  ,  ~^—-r-,  e  quindi  (n."  99) 
appartiene  alla  retta  congiungente  i  centri  (a,  /?),  (a',  /?')  dei 
due  cerchi  (4'),  retta  che  sappiamo  già  esser  normale  all'asse 
radicale.  Ogni  punto  di  quella  retta  è  centro  di  un  cerchio 
del  fascio.  Fa  eccezione  solo  il  caso  che  i  due  cerchi  (4') 
siano  concentrici,  giacché  allora  tutti  i  cerchi  del  fascio  hanno 
lo  stesso  centro. 

159.  Fasci  ortogonali  di  cerchi.  —  Se  per  semplificar  le 
formole  assumiamo  come  assi  delle  x  e  delle  y,  l'asse  centrale 
e  l'asse  radicale  di  un  fascio  di  cerchi  (non  concentrici),  e 
poniamo  sia  x^  -\-  y^  -{-  y  =  0  il  particolare  cerchio  del  fascio 
avente  il  centro  nella  origine^  ogni  altro  cerchio  del  fascio  avrà 
una  equazione  del  tipo 

(8)  x^  -^  y'^  —  2kx  -^  y  =  0, 

dove  k,  ascissa  del  centro,  è  un  parametro  variabile  da  cerchio 
a  cerchio.  I  punti  base  propri  del  fascio,  situati  sull'asse  y, 
hanno  l' ordinata  y  ■=  zh  y  —  y,  e  quindi  sono  reali  e  distinti, 
reali  e  coincidenti,  o  immaginari  coniugati,  secondo  che  y  è 
negativo,  nullo,  o  positivo;  nel  caso  y  =  0  tutti  i  cerchi  del 
fascio  toccano  l'asse  y  nell'origine. 

Osserviamo  ancora  che  il  raggio  del  cerchio  (8)  vale  yk'^  —  y; 
quindi  i  centri  dei  cerchi  di  raggio  nullo  appartenenti  al  fascio 
hanno  le  ascisse  k  =  zh  y  y ,  e  sono  reali  e  distinti,  reali  e 
coincidenti,  o  immaginari,  secondo  che  sono  immaginari,  reali 
e  coincidenti,  o  reali  e  distinti  i  punti  base  del  fascio;  quei  due 
centri  si  chiamano  punti  limite  del  fascio.  Essi  sono  (come  il 
lettore  vedrà  facilmente)  punti  doppi  della  involuzione  di  cen- 
tro 0  e  potenza  y  segata  sull'asse  x  dai  cerchi  del  fascio. 

Ciò  premesso,  prendiamo  sopra  l'asse  y  un  punto  arbitrario 
P(0,  h)j  e  da  esso  conduciamo  la  tangente  PT  ad  un  cerchio 


i 
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qualsiasi  (8)  del  fascio.  Detto  q  il  segmento  di  tangente  com- 
preso  fra  P  e  il   cerchio,    sarà   q'^  uguale  alla  potenza  di  P 

rispetto  al  cerchio  (8), 
ossia  (n.°  153) 

'"^       ^  q'  =   h-'  +  7, 

valore  indipendente  da 
k,  cioè  dal  particolare 
cerchio  considerato  nel 
fascio,  come  era  pre- 
vedibile ricordando  la 
proprietà  dell'  asse  ra- 
dicale. Con  centro  P 
e  raggio  q  descriviamo 
un  cerchio,  la  cui  equazione  si  trova  essere 


(9) 


_|_  y2  _.  2hy  -  y   =   0. 


Questo  cerchio,  qualunque  sia  h,  taglia  ortogonalmente  il 
cerchio  (8)  corrispondente  ad  un  valore  arbitrario  di  k;  ciò 
risulta  subito  dalla  costruzione  geometrica  eseguita,  e  si  veri- 
fica analiticamente  ricordando  la  condizione  di  ortogonalità  (6) 
(n."  157).  Al  variare  di  h  il  cerchio  (9)  descrive  pure  un  fascio,  di 
cui  però  l'asse  centrale  è  l'asse  y,  mentre  l'asse  radicale  è  l'asse 
X  ;  inoltre  i  punti  base  del  nuovo  fascio  hanno  le  coordinate 
(db  |/y,  0)  e  quindi  coincidono  coi  punti  limite  del  fascio  (8), 
mentre  i  punti  limite  del  fascio  (9),  di  coordinate  (0,  ±  y  —  y), 
coincidono  coi  punti  base  del  fascio  (8).  Concludiamo: 

Ad  ogni  fascio  di  cerchi  non  concentrici  è  coniugato  un  se- 
condo fascio  di  cerchi,  i  quali  segano  ortogonalmente  i  cerchi  del 
primo  fascio;  i  due  fasci  sono  così  situati  che  V  asse  radicale  ed 
i  punti  base  di  ciascuno  sono  asse  centrale  e  punti  limite  per 
l'altro  fascio.  Si  suol  dire  talvolta  che  i  due  fasci  costitui- 
scono un  sistema  doppio  ortogonale  di  cerchi  (^),  Per  ogni  punto 
T  del  piano  passa  un  cerchio  del  primo  fascio  ed  uno  del  se- 
condo; ed  i  due  parametri  k  ed  h  relativi  ai  due  cerchi  nomi- 


ci) Se  il  primo  fascio  sì  compoaesse  di  cerchi  concentrici,  il  secondo 
dovrebbe  riguardarsi  costituito  dalle  infinite  rette  uscenti  dal  centro  co- 
mune, ciascuna  presa  insieme  alla  retta  all'  infinito. 
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nati  potrebbero  riguardarsi  come  coordinate  del  punto  T  in  un 
nuovo  sistema  di  coordinate;  si  avrebbe  così  un  esempio  della 
nozione  di  sistema  generale  di  coordinate  esposta  nel  n."  145. 

160.  Centro  radicale  di  tre  cerchi.  -—  Relativamente  al  si- 
stema di  tre  cerchi  di  un  piano  limitiamoci  a  dimostrare  il 
teorema  seguente: 

/  tre  assi  radicali  di  tre  cerchi  arbitrari  (non  formanti  fa- 
scio), presi  a  due  a  due^  passano  per  uno  stesso  punto,  che  ha 
uguale  potenza  rispetto  ai  tre  cerchi,  e  dicesi  centro  radicale 
di  questi.  Infatti  se 

8  =  0,     S'  =  0,     8"  =  0 

sono  le  equazioni  normali  dei  tre  cerchi,  i  tre  assi  radicali  hanno 
le  equazioni 

^  —  ^'   =  0,     8'  —  8"  =  0,     8"  —  8  =  0, 

che  sommate  membro  a  membro  danno  una  identità,  donde 
segue  il  teorema  (n."  108). 

Esercizi.  I  —  1)  Scrivere  la  equazione  di  un  cerchio  il  quale  soddisfi 
ad  uno  dei  seguenti  gruppi  di  condizioni:  a)  ha  per  centro  il  punto  (2,  3) 
e  passa  per  il  punto  (—  1,  6);  b)  passa  per  rorigine  e  per  i  punti  (2,  0), 
(0,  —  3);  e)  passa  per  l'origine  toccando  ivi  la  retta  2x  -{-  3y  =  Oe 
passa  inoltre  per  il  punto  (—  1,  0);  d)  passa  per  i  punti  di  ascisse  2,  3 
suir  asse  x  e  tocca  l'asse  y;  e)  passa  per  il  punto  (2,  3)  e  tocca  i  due  assi 
coordinati;  f)  tocca  gli  assi  coordinati  e  la  retta  2x  -f-  ;y  —  5  =  0.  Quanti 
cerchi  soddisfano  alle  condizioni  imposte  ?  Dei  detti  cerchi  determinare  il 
centro  e  le  intersezioni  incognite  cogli  assi;  per  il  cerchio  f)  determinare 
il  punto  di  contatto  colla  tangente  indicata. 

2)  Determinare  le  intersezioni  del  cerchio  a)  dell'  es.  precedente  colla 
retta  2x  -\-  Sy  —  6  =   0.  Determinare  le  intersezioni  dei  due  cerchi  a),  b). 

3)  Condurre  la  tangente  al  cerchio  a)  nel  punto  (  —  1,  6  );  al  cerchio 
b)  in  ciascuno  dei  tre  punti  che  lo  individuano. 

4)  Determinare  le  tangenti  al  cerchio  x^  -\-  y^  =  r^  che  sono  pa- 
rallele ad  una  retta  assegnata  ax  -\~  by  =  0.  Dedurre  di  qua  l'equazione 
in  coordinate  pliickeriane  dell'  invihippo  delle  tangenti  al  cerchio  (  equa- 
zione tangenziale  del  cerchio;  cfi-.  n.°  151,  es.  17)). 

5)  Condurre  le  tangenti  al  cerchio  precedente  da  un  punto  (Xo,  y o) 
assegnato  ;  qual'  è  l'equaziojie  della  retta  (  sempre  reale)  congiungente  i 
due  punti  di  contatto  {-polare  del  punto  dato)?  Qual'è  l'angolo  racchiuso 
dalle  due  tangenti? 

6)  Luogo  del  punto  da  cui  un  dato  cerchio  x^  -\-  y'^  =  r^è  visto 
sotto  un  angolo  assegnato  (racchiuso  dalle  due  tangenti);  in  particolare, 
sotto  un  angolo  retto.  , 

17 
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7)  Dato  un  cerchio  mediante  la  sua  equazione  nonnaie,  condurre  ad 
esso  le  tangenti  dall'  origine.  Si  tratti  poi  un  caso  numerico,  supponendo 
ad  es.  che  il  cerchio  abbia  per  centro  il  punto  (3,  4)  e  per  raggio  2. 

8)  Luogo  dei  punti  medi  delle  corde  di  un  cerchio  passanti  per  un 
punto  assegnato;  dove  cadono  le  intersezioni  del  luogo  col  cerchio  dato? 
(Il  problema  può  trattarsi  in  coordinate  cartesiane  o  polari,  collocando  l'o- 
rigine, 0  il  polo,  nel  punto  assegnato). 

II  —  9)  Dati  due  cerchi  mediante  le  loro  equazioni  normali,  determinare 
l'angolo  sotto  cui  si  segano  (cfr.  n.°  157).  Qual'è  la  condizione  perchè  i 
due  cerchi  si  tocchino? 

10)  I  cerchi  di  un  fascio  segano  sopra  una  trasversale  coppie  di  una 
involuzione;  esistono  quindi  al  più  due  cerchi  in  un  fascio  (o  per  due 
punti)  i  quali  tocchino  una  data  retta;  come  si  costruiscono?  Quale  par- 
ticolarità si  presenta  se  la  retta  passa  per  uno  dei  punti  base?  (Nella 
trattazione  analitica  si  può  supporre  che  la  retta  sia  l'asse  x  ;  per  la  trat- 
tazione sintetica  cfr.  n.°  89,  es.  6)). 

11)  Dati  tre  cerchi  S  =  0,  S'  =  0,  S"  =  0,  non  appartenenti  ad 
un  fascio,  si  considerino  gli  infiniti  cerchi  rappresentati  dall'equazione 
ÀS  -\-  /^S'  -{-  vS"  =  0,  al  variare  dei  parametri;  essi  formano  un  sistema, 
detto  rete,  contenente  ogni  fascio  determinato  da  due  cerchi  della  rete  presi 
comunque.  Per  un  punto  generico  del  piano  passano  infiniti  cerchi  della 
rete  formanti  un  fascio;  per  due  punti  generici  del  piano  passa  un  solo 
cerchio  della  rete.  Il  centro  radicale  di  tre  cerchi  della  rete  (n."  160)  non 
varia  col  variare  dei  cerchi  stessi,  e  dicesi  centro  radicale  della  rete.  Reti 
particolari  sono  costituite  da  tutti  i  cerchi  che  passano  per  un  dato  punto, 
oppure  da  tutti  i  cerchi  che  hanno  i  centri  sopra  una  data  retta. 

12)  Scelto  come  centro  il  centro  radicale  di  una  rete,  e  come  raggio 
il  segmento  di  tangente  (reale  o  immaginario)  compreso  tra  il  centro  ed 
un  cerchio  qualsiasi  della  rete,  si  descriva  un  cerchio;  questo  sega  orto- 
gonalmente ogni  cerchio  della  rete,  e  dicesi  cerchio  fondamentale  della  rete. 
Esso  è  pure  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  raggio  nullo  appartenenti 
alla  rete.  Ed  ogni  rete  può  riguardarsi  come  l'insieme  dei  cerchi  che  se- 
gano ortogonalmente  un  dato  cerchio.  Note  le  equazioni  di  tre  cerchi  di 
una  rete,  si  scriva  l'equazione  del  cerchio  fondamentale. 

13)  I  cerchi  di  un  fascio  segano  sopra  un  cerchio  fìsso  coppie  di 
punti  formanti  una  involuzione  (n.'  160,  87);  quale  ne  è  il  polo?  Segue  che 
in  un  fascio  (o  per  due  punti)  vi  sono  al  più  due  cerchi  che  toccano  un 
cerchio  assegnato  ;  come  si  costruiscono  ? 

14)  Dati  due  cerchi  di  centri  (a,  /3),  (a',  /?')  e  di  raggi  r,  r',  si  de- 
terminino le  tangenti  ad  essi  comuni,  ricorrendo  ad  es.  alle  equazioni 
tangenziali  dei  cerchi  stessi  (n.°  151,  es.  17)).  Le  quattro  tangenti,  reali  od 
immaginarie,  determinano  un  quadrilatero  di  cui  due  vertici  opposti,  sempre 
reali,    si  trovano   sulla   congiungente  i  due   centri  ed  hanno  le  coordinate 

; ; —  ì   = — - —  :  essi  diconsi  centri  di  similitudine  dei  due  cerchi, 

r  àz  r  r  ±  r 

e  precisamente  centro  esterno  od  intemo,  secondo  che  si  prendono  i  segni 
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superiori  o  inferiori.  Come  si  costruiscono  i  punti  stessi  partendo  dai 
eentri  e  dai  raggi  dei  due  cerchi? 

15)  Tre  cerchi,  presi  a  due  a  due,  danno  complessivamente  sei  centri 
di  similitudine;  si  dimostri  che  i  tre  centri  esterni  sono  allineati,  e  sono 
pure  allineati  due  centri  interni  e  il  centro  esterno  relativo  alla  coppia 
rimanente  di  cerchi.  I  sei  centri  di  similitudine  sono  adunque  vei-tici  di 
un  quadrilatero  completo,  il  cui  trilatero  diagonale  ha  i  vertici  nei  centri 
dei  cerchi. 

III.  Inversione  risjìetto  ad  un  cerchio.  (Dandklin,  Pluckkr  )  —  16)  Dato 
un  cerchio  di  centro  0  e  raggio  r,  ad  ogni  punto  P  del  piano  si  faccia 
corrispondere  quel  punto  P'  della  retta  OP  che  rende  OP-OP'  =  r- 
(  anche  nel  segno).  La  corrispondenza  che  cosi  viene  a  stabilirsi  fra 
P  e  P',  dicesi  trasformazione  per  raggi  rettori  reciproci,  o  inversione,  ri- 
spetto al  centro  d'inversione  0  ed  al  cerchio  fondamentale  dato.  La  rela- 
zione fra  F  e  P'  è  scambievole,  e  sopra  ogni  retta  uscente  da  0  le  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  formano  una  involuzione,  i  cui  punti  doppi 
appartengono  al  cerchio  d'  inversione.  La  corrispondenza  è  biunivoca, 
fatta  eccezione  per  P  coincidente  con  0,  al  qual  punto  corrisponde  ogni 
punto  air  infinito  ;  tale  eccezione  si  può  togliere  convenzionalmente,  ri- 
guardando, in  questa  teoria,  l'insieme  dei  punti  all'  infinito  come  un  unico 
elemento,  il  punto  {ce,  x)  del  piano.  Ogni  punto  del  cerchio  d'inversione 
corrisponde  a  sé  stesso.  E  facile  stabilire  le  relazioni  fra  le  coordinate  })0- 
lari  o  cartesiane  di  due  punti  corrispondenti  P,  P'.  Assunto  ad  esempio 
il  raggio  del  cerchio  come  unità,  r  =  1,  e  riferiti  i  punti  P{x,  //), 
P'  (x',  y')  a  due  assi  ortogonali  uscenti  da  0,  valgono  le  formole  x'  =   j   ,     v  , 

V  '        ~T  J 

y'  =  ^2  1 — 2-  Queste  possono  riassumersi  in  una  sola,  se  si  introducono 
i  numeri  complessi  z  =  x  -{-  iy,  z'  =  x'  -j-  iy',  z'  —  x'  —  iy' ]  si 
ha  infatti  z'    =     ^   • 

17)  Se  il  punto  P  descrive  una  curva,  il  punto  inverso  P'  descrive  una 
curva,  inversa  della  prima.  Si  dimostri  che  l'inversa  di  una  retta  è  un 
cerchio,  il  quale  tocca  in  0  la  retta  parallela  alla  data  (a  meno  che  la 
retta  primitiva  non  passi  per  0,  giacche  allora  ha  per  inversa  sé  stessa). 
In  generale,  ogni  cerchio  si  muta  per  inversione  in  un  cerchio,  o  in  una  retta 
se  il  cerchio  primitivo  passa  per  0,  eccezione  questa  che  può  ritenersi 
inclusa  neir  enunciato,  ove  si  riguardino  le  rette  come  casi  particolari  di 
cerchi. 

18)  Due  cerchi  inversi  l'uno  dell'  altro  segano  negli  stessi  due  punti 
(reali  o  immaginari)  il  cerchio  fondamentale,  e  determinano  un  fascio  a 
cui  questo  appartiene.  Un  centro  di  similitudine  dei  primi  due  cerchi 
coincide  col  centro  d' inversione.  Viceversa,  due  cerchi  si  corrispondono  in 
una  inversione  che  ha  come  fondamentale  un  cerchio  del  loro  fascio,  e 
come  centro  uno  dei  centri  di  similitudine  dei  cerchi  dati. 

19)  Due  rette  formano  lo  stesso  angolo  che  i  cerchi  ad  esse  corri- 
spondenti. L'angolo  di  due  cerchi  è  pure  uguale  all'  angolo  dei  due  cerchi 
inversi.  Cerchi  tangenti  si  mutano  per  inversione  in  cerchi  tangenti.   Ed 
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in  generale,  si  può  dimostrare  clie,  se  due  curve  si  toccano  in  un  punto 
(hanno  ivi  la  stessa  tangente),  le  curve  inverse  si  toccano  nel  punto  cor- 
rispondente. Da  queste  premesse  segue  il  teorema  : 

20)  L'angolo  di  due  curve  (n.°  157)  in  un  punto  comune  è  uguale  al- 
l'angolo delle  curve  inverse  nel  punto  corrispondente;  in  breve,  la  inversione 
non  altera  gli  angoli  (ne  inverte  però  i  segni);  è,  come  suol  dirsi,  una 
trasformazione  isogonale  o  conforme. 

21)  Ogni  cerchio  ortogonale  al  (cerchio  fondamentale  vien  nmtato 
dall'  inversione  in  se  stesso  ;  e  viceversa,  un  cerchio  inverso  di  sé  stesso, 
se  non  è  il  cerchio  fondamentale,  è  ortogonale  ad  esso.  È  inverso  di  se 
stesso,  quindi  ortogonale  al  cerchio  fondamentale,  ogni  cerchio  passante 
per  due  punti  distinti  corrispondentisi  nell'  inversione. 

22)  Un  meccanismo  per  realizzare  l'inversione  è  il  seguente:  s'imma- 
gini un  parallelogramma  equilatero,  articolato  nei  vertici,  del  quale  due  ver- 
tici opposti  A,  C  siano  costretti  a  muoversi  sopra  un  cerchio  fisso  di  centro 
0  e  raggio  q  ;  gli  altri  due  vertici  i?,  D  si  corrispondono  allora  in  una 
inversione  rispetto  al  centro  0  e  ad  un  cerchio  di  raggio  r  =  V q'^  —  l^, 
essendo  l  il  lato  del  parallelogramma.  Segue  che  se  -B  è  costretto  a  de- 
scrivere un  cei'chio  passante  per  0,  D  descriverà  una  retta.  Un  apparecchio, 
fondato  su  questo  concetto,  per  trasformare  il  moto  circolare  in  moto  ret- 
tilineo è  Vinversore  di  Peaucellier. 

161.  Forme  delle  curve  del  secondo  ordine.  —  Abbando- 
nando ora  il  cerchio,  vogliamo  mostrare  sopra  un  esempio, 
utile  per  il  seguito,  come  dall'  equazione  di  una  curva  si  possa 
dedurne  la  forma.  Ci  fermeremo  sulle  curve  del  secondo  or- 
dine, le  cui  equazioni  vedremo  in  seguito  potersi  ridurre, 
mediante  una  conveniente  scelta  degli  assi  coordinati  ortogo- 
nali, ad  uno  dei  tipi  seguenti  (esclusi  alcuni  casi  di  secondario 
interesse): 

(1)  ^  +  -P-  =  !■ 

(2)  ^  -  -f^  =   1.  ■ 

(3)  y^    =  2px, 
dove  a,  6,  p  sono  costanti  positive. 

I.  La  curva 

(1)  f^  +  f4  =  1, 

detta  ellisse,  sega  l'asse  x  in  due  punti  A,  A',  di  cui  si  tro- 
vano le  ascisse  ponendo  nella  (1)  2/  =  0  ;  si  ha  cosi  x  =  dz  a. 
Similmente  si  vede  che   la   curva   stessa   sega  l'asse  y  in  due 
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punti  B,  B'  di  ordinate  y   —   ±  6.  I  punti  A,  A',  B,  B'  di- 
consi  vertici.  Scritta  ora  la  (1)  sotto  la  forma 

(1')  2/  =  ±  V  y^'  -  ^% 

risulta  che  per  aver  valori  reali  di  y,  occorre  attribuire  ad  x 
valori  tali  che  a;^  ^  a%  ossia  |  a;  |  ^  a;  si  conclude  che 
i  punti  reali  della  curva 
stanno  tutti  entro  la  stri- 
scia compresa  fra  le  paral- 
lele ad  y  condotte  per  A 
ed  A'  (tangenti  alla  curva 
nei  vertici  A  ed  A').  Ed  in 
modo  analogo,  risolvendo 
la  (1)  rispetto  ad  x,  si  vede 
che  la  curva  è  compresa 
fra  le  parallele  ad  x  con- 
dotte per  ^  e  B'  (tangenti  in  questi  punti).  La  curva  sta  dun- 
que nel  rettangolo  avente  per  mediane  A  A'  e  BB'. 

Se  ad  X  si  attribuiscono  valori  positivi  decrescenti  da  a  a 
0,  la  (1')  dà  per  y  valori  aritmeticamente  crescenti  da  0  a  ò, 
ciascuno  dei  quali  va  preso  col  doppio  segno  ;  si  hanno  dunque 
due  archi  di  curva,  simmetrici  rispetto  all'  asse  x,  che  partono 
da,  A  e  vanno  scostandosi  dall'  asse  x,  fino  a  raggiungere  B  e 
B'  rispettivamente.  Dall'altra  parte  dell'asse  y  si  ritrova  un 
arco  di  curva  BA'B'  simmetrico  ali" arco  già  tracciato,  rispetto 
all'asse  y;  infatti  il  secondo  membro  della  (1')  non  muta  cam- 
biando a:  in  —  X.  La  curva  è  dunque  chiusa,  possiede  due  assi 
di  simmetria  ortogonali  x,  yy,  e  per  conseguenza  un  centro  di 
simmetria  nell'origine,  assi  e  centro  della  ellisse. 

Che  la  curva  non  abbia  punti  reali  all'infinito  risulta  al- 
tresì dal  fatto  che,  trasformata  la  (1)  in  coordinate  omogenee 
scrivendo 


x' 


+ 
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e  posto  poi  s   =   0  per  avere  i  punti  all'infinito,  si  ottiene 


X' 


+ 


y-  =  0 


la  quale  fornisce  per    '    valori  complessi. 
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Notiamo  la  ipotesi  a  =  6;  la  equazione  (1)  diviene  allora 

^^  H~  ?/^  =  ^^ 

e  rappresenta  un  cerchio,  caso  particolare  della  ellisse. 

II.  La  curva 
(2^  ~ ^^-  —   1 


detta  iperbole^  sega  pure  l'asse  x  in  due  punti  A^  A!  {vertici) 
di  ascisse  rfc  a]  ma  non  sega  in  punti  reali  l'asse  ?/,  perchè 
le  ordinate  delle  corrispondenti  intersezioni  sono  dato  da 
+  6i.  La  (2),  risolta  rispetto  ad  y, 

h 


(2') 


y 


=  + 


V  x^  - 


fa  vedere  che  i  punti  reali  della  curva  hanno  ascisse  tali  che 
sia  \  x\  ^^  a.  Ne  viene  che  la  curva  sta  al  di  fuori  della  striscia 
compresa  fra  le  parallele  ad  y  condotte  per  A  ed  A'  (tangenti 

alla  iperbole  nei  vertici)  ; 
la  curva  deve  quindi  com- 
porsi di  due  rami  distinti, 
situati  nelle  due  regioni 
del  piano  esterne  a  quella 
striscia.  Facendo  crescere 
X  da  a  a  -j-  co ,  (o  decre- 
scere a:  da  —  a  a  —  oc  ), 
la  (2')  fornisce  per  y  va- 
lori che  vanno  crescen- 
do aritmeticamente  da 
0  a  -|-  '^  j  6  devono  essere  presi  col  doppio  segno.  Ciascun 
ramo  di  curva,  a  partire  dal  punto  A  od  A'  rispettivamente, 
va  scostandosi  dall'asse  x  al  disopra  e  al  disotto,  in  modo  sim- 
metrico, e  si  estende  all'  infinito.  I  due  rami  sono  d'altronde 
mutuamente  simmetrici  rispetto  all'  asse  y.  Anche  la  iperbole 
possiede  adunque  due  assi  di  simmetria  x^  y  ed  il  centro  di 
simmetria  0,  assi  e  centro  della  iperbole. 

Quanto  ai  punti  all'  infinito  della  curva,  resa  omogenea  la  (2) 


X' 


y'  _ 
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e  fatto  z  - 

=   0,  si  trova 

a                 b 

e  si  conclude  che  la  iperbole  possiede  due  punti  reali  all'infi- 
nito, di  coordinate  (a,  b,  0),  (a,  —  è,  0),  punti  appartenenti 
alle  rette  rappresentate  dall'  ultima  equazione  presa  coi  due 
segni  indicati.  Quelle  rette  diconsi  asintoti^  e  dividono  il  piano 
in  quattro  regioni,  delle  quali  due  opposte  al  vertice  conten- 
gono i  due  rami  della  curva.  Se  a  ^  b  gli  asintoti  sono 
perpendicolari,  e  la  iperbole  x^  —  ?/^   =   a'^  dicesi  equilatera. 

III.  Finalmente  la  curva 
(3)  ?/-   =   2px, 

detta,  parabola,  passa  per  l'origine  (vertice),  sega  ivi  in  due  punti 
coincidenti  l'asse  y  (tangente  nel  vertice),  e  non  sega  in  altri 
punti  propri  l'asse  x.  La  (3),  scritta  cosi 

(3')  y  =  i  V2px, 

indica  che  i  punti  reali  della  curva  hanno  tutti  ascissa  posi- 
tiva (o  nulla),  essendo  per  ipo- 
tesi i?  !>  0;  sicché  la  curva  sta 
tutta  da  una  stessa  banda  del- 
l'asse y.  Mentre  x  cresce  da  0 
a  -j-  00 ,  il  valore  assoluto  di  y 
cresce  pure  da  0  a  -j-  x  ,  e  la 
curva  va  scostandosi  sempre  più 
dall'asse  x  al  disopra  e  al  disotto, 
simmetricamente,  e  si  estende 
all'infinito.  La  retta  all'infinito 
0  =   0  sega  la  curva  (3),  ossia  (in  coordinate   omogenee)  la 

y^  =  2pxz, 
in  due  punti  reali  e  coincidenti  di  coordinate  (1,  0,  0),  quindi  nel 
punto  all'infinito  dell'asse  x. 

La  parabola  si  compone  adunque  di  un  solo  ramo  che  si 
estende  all'infinito,  dove  la  curva  ha  un  sol  punto;  e  possiede 
un  (unico)  asse  di  simmetria,  asse  della  parabola. 

162.  Alcune  generazioni  di  curve  del  secondo  ordine.  — 
Si)  Il  luogo  di  un  punto  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi 
{fuochi)  hanno  una  data  somma,  o  una  data  differenza,  è  rispet- 
tivamente una  ellisse,  od  una  iperbole. 
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Detti  F^  F'  i  due  punti  fissi,  si  scelga  la  loro  congiungente 
come  asse  x,  e  la  perpendicolare  nel  punto  medio  0  di  FF' 
come  asse  y;  si  ponga  poi  FF'  ==  2c,  sicché  le  coordinate  di 
F,  F'  saranno  (e,  0),  (—  e,  0),  e  si  chiami  2 a  la  somma  o 
differenza  costante  di  cui  parla  l'enunciato.  Indicando  con  (x,  y) 
le  coordinate  di  un  punto  P  che  descrive  il  luogo,  si  osservi 
che  le  distanze  PF,  FF'  sono  espresse  (in  valore  assoluto)  da 

e  devono  soddisfare  alla  condizione 

y(^':^^~cy:f~y^  ±  yix~-}-~cy~-^l^  =  2«. 

Pei-  render  questa  razionale,  trasportiamo  il  primo  radicale 
nel  secondo  membro  ed  innalziamo  a  quadrato;  avremo,  fatte 
alcune  semplificazioni, 

aV{x^~'cf'^'y^  =  a'  -  ex, 
e  di  qua,  mediante  nuovo  innalzamento  a  quadrato  e  riduzioni 
(nella  ipotesi  a  =t=  e), 

(1)  ^'^    +    -,-^--'5-   =  1. 
a'^      '      a^  —  c^ 

E    questa  l'equazione   del  luogo,  il  quale  è   adunque   del 

secondo   ordine.   Si   badi  però    che,    in   conseguenza  delle   due 

elevazioni  a  quadrato,  alla  equazione  (1)  si  arriva  partendo  da 

ciascuna  delle  quattro  seguenti 

(2)  d-\-d'  =  2a,  d  —  d'  =  2a,  —d-rd'  =  2a,  —d  —  d'  =  2a, 
dove  d  e  d'  sono,  come  si  disse,  i  valori  assoluti  dei  due  lati 


PF,  PF'  del  triangolo  PFF'.  Ora,  se  a  >  e  e  quindi  2a>F'F, 
delle  quattro  relazioni  (2)  solo  la  prima  può  sussistere  (in  virtù 
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delle  note  disuguaglianze  fra  i  lati  di  un  triangolo);  in  questa 
ipotesi  adunque  la  (1),  che  può  scriversi  così 

fr  +  ||  =   1,         (b'  =  a^  -  c^) 

rappresenta  una  ellisse  (n.°  161,  I),  luogo  dei  punti  le  cui 
distanze  da  F,  F'  hanno  costante  la  somma  (ed  uguale  a  2a^ 
che  è  il  maggiore  dei  due  assi  della  curva). 

Se  invece  a  <;  e,  e  quindi  2 a  <;  F'  F^  delle  (2)  può  sussi- 
stere la  seconda  o  la  terza;  e  la  (1),  che  può  scriversi 


x'^  y^ 


a 


Ò2 


1,  (62  =  c2  —  a"") 


rappresenta  una  iperbole  (n.°  161,  II),  luogo  dei  punti  le  cui  di- 
stanze da  i^,  i^'  hanno  costante  la  differenza  (ed  uguale  a  2  a,  che 
è  la  lunghezza  dell'asse  secante  la  curva);  questa  differenza  è  po- 
sitiva o  negativa  secondo  il  ramo  d'iperbole  che  si  considera. 

h)  Il  luogo  di  un  punto  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso 
(fuoco)  e  da  una  retta  fissa  (direttrice)  hanno  un  dato  rapporto, 
è  una  ellisse,  una  parabola  od  una  iperbole,  secondo  che  quel 
rapporto  è  inferiore,  uguale  o  superiore  all'unità. 

Assunta  la  retta  fissa  come  asse  delle  y,  e  la  perpendicolare 
a  questa  dal  punto  fisso  F  come  asse  delle  x,  detta  /T  ascissa 
di  i^  ed  e  il  rapporto  dato,  potremo  scrivere  la  relazione  a  cui 
soddisfano  le  coordinate  (x,  y)  di  un  punto  P  del  luogo,  sotto 
la  forma 

X 

ossia 

(3)  (1  -  e'')x^  +  2/'  -  '^f-^  -f  /-^  =  0. 

Si  tratta  dunque  di  una  curva  del  secondo  ordine,  la  quale 
sega  l'asse  x  nei  due  punti  le  cui  ascisse  sono  date  dall'equazione 
(1  —  e-')x-^  —  2fx  -f  /-^  =  0. 

Se  e  =^=  1,  quei  punti  sono  propri,  equidistanti  dal  punto 
C{y_-j2^  0).  Assumendo  questo  come  nuova  origine,  ed  ese- 
guendo quindi  la  traslazione  di  assi  data  dalle  formolo 
X  z=  X  -{-  i~zre2  j  y  =   ^ )  la  (3)  si  muta  nella 

(1  -  c'0X2+  r^-  /^^  =  0, 
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ossia,  ponendo  jr^^,-   =  a^, 

(3')  ^  -4 ?^__  —  1 

la  quale  rappresenta  una  ellisse  se   e  <  1,  od  una  iperbole  se 

e  >►  1.  La  nuova  origine  C 
è  centro  della  curva;  la  di- 
stanza CF  è  data  da  (^) 

''l   /    _         1  -  e^     1  -  «2 

Se  invece  e  =r  1,  la  cur- 
va (3)  sega  l'asse  x  nel  solo 
punto  proprio  (--,  0);  tra- 
sportando ivi  la  origine  colle 
formole  x  =  X  -j-  y^  , 
y  =  Y,  la,  (3)  diventa 

(3")  F^  =:  2fX 

rappresentante  una  parabola  (n.°  161,  III). 

Esercizi.  —  1)  Si  scrivano  le  equazioni  polari  della  ellisse  e  della 
iperbole,  assumendo  come  polo  il  centro.  Quali  sono  i  punti  della  curva 
che  hanno  dal  centro  distanze  massime  o  minime? 

2)  Si  trasformi  l'equazione  di  una  iperbole  assumendo  come  nuovi 
assi  coordinati  gli  asintoti.  Si  arriverà  ad  una  equazione  del  tipo  XY  =  cost., 
la  quale  adunque  rappresenta  una  iperbole.  Si  deduca  dalla  nuova  equa- 
zione che  un  punto  il  quale,  descrivendo  la  curva,  vada  allontanandosi 
dal  centro,  si  avvicina  sempre  più  ad  un  asintoto. 

3)  Una  ellisse  può  rappresentarsi  mediante  le  equazioni  parametriche 
X  =  a  cos  f,  y  =  b  cos  cp  ;  qual'è  il  significato  geometrico  del  parame- 
tro qp  ?  (  Si  descriva  il  cerchio  concentrico  all'  ellisse  che  ha  il  raggio  a, 
oppure  b,  ecc.). 

4)  Per  la  iperbole  possono  servire  le  equazioni  parametriche  x  —  a  sec  ?>, 
y   =    b  tgcp-  qui  il  parametro  ha  un  significato  meno  semplice. 

5)  Se  un  segmento  di  lunghezza  costante  scorre  coi  suoi  estremi 
sopra  due  rette  ortogonali  fisse  x,  y,  un  punto  qualsiasi  del  segmento  de- 
scrive una  ellisse,  avente  per  assi  x,  y\  su  questa  proprietà  è  fondato  il 
compasso  ellittico  che  descrive  la  curva  con  un  moto  continuo  (Proclo,  V 
secolo  d.  C).  ,,,    ;  ., 

6)  In  un  triangolo  isoscele  OBS  è  fisso  un   estremo  0  della  base,  la 


(^)  Nella  ipotesi  che  la  (3')  e  la  (1)  rappresentino  una  stessa  curva, 
risulta  dal  confronto  c^  =  a^e^  =  7\~z:rj2)2  —  ^i^^  ossia  e  =  ±  ci, 
donde  si  ricava  che  le  due  denominazioni  di  fuoco  adoperate  negli  enun- 
ciati a)  e  b)  concordano. 
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retta  x  sopra  cui  questa  si  trova  e  la  lunghezza  OR  =  BS  del  lato; 
quale  luogo  descrive  un  punto  di  BS,  mentre  8  percorre  x? 

7)  Il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  toccano  due  cerchi  fissi,  si  com- 
pone di  due  iperboli  aventi  per  fuochi  i  centri  di  questi  cerchi. 

8)  Qual'  è  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  (;he  to<x;ano  un  dato  cerchio 
ed  una  data  retta? 

9)  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  intercettano  su  due  rette  x,  y, 
ad  es.  ortogonali,  corde  di  data  lunghezza. 

163.  Alcune  curve  particolari  algebriche  o  trascendenti.  — 

In  questo  n.*'  parleremo  di  alcune  particolari  curve  che,  per  le 
applicazioni  a  cui  diedero  luogo  o  per  ragioni  storiche,  presen- 
tano qualche  interesse  ;  dovremo  limitarci  a  brevi  cenni,  giacche 
un  esame  più  particolareggiato  esigerebbe  l'uso  del  Calcolo 
infinitesimale. 

I.   Curve  algebriche. 

Indichiamo  anzitutto  due  curve  che  furono  proposte  dai 
geometri  greci,  cui  vengono  attribuite,  per  risolvere  problemi 
di  terzo  grado  (v.  Appendice). 

1)  Cissoide  (di  Diocle,  2°  secolo  av. 
una  circonferenza,  della  quale 
sia  segnato  un  punto  0  e  la 
tangente  nel  punto  diametral- 
mente opposto  A  ;  condotta  per 
0  una  trasversale  ad  arbitrio, 
che  seghi  di  nuovo  la  circon- 
ferenza in  M  e  la  tangente 
in  N,  si  prenda  sulla  trasver- 
sale un  segmento  OP  =  MN 
(in  valore  e  segno).  Il  luogo 
descritto  dal  punto  P,  al  va- 
riare della  trasversale,  è  la  cis- 
soide. 

E    facile   scrivere  la   equa- 
zione della  curva  in  coordinate 
polari  ((),  qo),  prendendo  0  come  polo  ed  OA  come  asse  polare; 
detto  a  il  diametro  del  cerchio,  si  trova 


Cr.).   Si   parta    da 


sen^qo 
cos  g) 
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Da  questa,  colle  note  formole  di  trasformazione  (n.°  123), 
si  passa  alla  equazione  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  es- 
sendo 0  l'origine,  ed  OA  l'asse  x: 

(1)  (x^  +  2/2)x  —  ay^  =  0. 

La  cissoide  è  dunque  del  terzo  ordine,  ed  è  simmetrica  rispetto 
all'asse  x,  perchè  la  sua  equazione  non  si  altera  mutando  il 
segno  ad  y.  L'equazione  risolta  rispetto  ad  y, 


=  -^1/; 


X 


fa  vedere  che  la  curva  è  tutta  compresa  nella  striscia  fra  l'asse 
y(x  =  0)  e  la  tangente  in  A{x  =  a),  e  si  estende  all'in- 
finito al  disopra  e  al  disotto  dell'  asse  x,  mentre  va  avvicinan- 
dosi sempre  più  alla  detta  tangente  ;  questa  è  un  asintoto  della 
curva  (cioè  tangente  in  un  punto  improprio).  I  due  rami  di 
curva  separati  dall'asse  x  si  ricongiungono  in  0,  dove  la  curva 
ha  un  punto  singolare.  Questo  presenta  la  particolarità  che, 
dei  tre  punti  in  cui  una  retta  generica  y  ^=  mx  uscente  da  esso 
sega  la  curva,  due  cadono  nel  punto  0  stesso,  mentre  il  terzo, 
di^  coordinate  x  =  ,^,,  y  =  ^^  (%  è  in  generale  di- 
stinto da  0;  perciò  si  suol  dire  che  il  punto  0  è  doppio  per 
la  curva;  ed  è  precisamente  una  cuspide,  perchè  una  sola  retta 
uscente  da  0,  l&  y  =  0,  sega  ivi  la  curva  in  tre  punti  coin- 
cidenti. Il  lettore  potrà  cercare  le  intersezioni  della  cissoide  colla 
circonferenza  segnata,  e  dimostrerà  facilmente  che  la  curva  sega 
la  retta  all'infinito  nel  punto  all'infinito  dell'asse  y  e  nei  punti 
ciclici. 

2)  Concoide  della  retta  (o  di  Nicomede,  2°  secolo  av.  Cr.). 
Data  una  retta  d  (base)  ed  un  punto  0  (polo)  fuori  della  retta, 
sopra  ogni  trasversale  condotta  per  0,  e  secante  d  in  un  punto 
M,  si  porti  dall'  una  e  dall'  altra  banda  di  M  un  segmento 
MP  =  MQ  avente  una  lunghezza  l  assegnata  (intervallo);  il 
luogo  dei  punti  P  e  Q  è  la  concoide.  Assunto  0  come  polo, 

(^)  Queste  possono  riguardarsi  come  equazioni  parametriche  della  cis- 
soide (cfr.  n.°  147). 
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\si  OA  perpendicolare  a  d  come  asse  polare,  e  posto  OA 
l'equazione  polare  della  concoide  è  (^) 


^; 


cosq) 

e  r  equazione  cartesiana 
ortogonale  rispetto  all'ori- 
gine 0,  e  all'asse  x  coin- 
cidente con  OA, 

(2)     (x'-i-y'){x--ay 


V 


=  0. 


La  curva  è  del  quarto 
ordine,  simmetrica  rispet- 
to all'asse  x,  e  si  compone 
di  due  rami,  situati  da 
bande  opposte  rispetto 
alla  retta  d-,  i  due  rami  vengono  rappresentati  insieme  dall'e- 
quazione cartesiana  scritta  in  forma  razionale,  e  quindi  costi- 
tuiscono una  unica  curva  algebrica.  La  (2),  posta  sotto  la  forma 


y 


=  x^\ 


V 


(x  —  a)' 


—  1 


-2  (^  -|-  ^  —  ^)  (^  —  -^  ~h  ^)? 


{x  —  a)' 

fa  vedere  che  uno  dei  due  rami  è  compreso  fra  le  rette  x  =  a, 
X  z=  a  -^  l,  l'altro  fra  le  rette  x  =  a  —  l,  x  =  a]  inoltre 
che  i  due  rami,  mentre  si  allontanano  dall'asse  x^  vanno  sempre 
più  avvicinandosi  alla  retta  base  x  =:   a. 

La  origine  soddisfa  colle  sue  coordinate  all'equazione  (2) 
della  curva,  ed  è  anzi  un  punto  doppio,  perchè  una  retta  gene- 
rica uscente  da,  0,  y  =^  mx,  sega  la  curva  in  quattro  punti 
di  cui  due  cadono   sempre  in  0,  mentre  gli  altri  due  sono  in 

generale  distinti  da  0,  ed  hanno  le  ascisse  :c  =  a  db  . /—^ — ^ . 
Uno  di  questi  viene  però  a  coincidere  con  0  seliY  1  -\-  m^  ■=  a, 


ossia  se  m 


yw- 


;^.  Ora  ad  un  siffatto  valore  di 


m 


non  corrisponde  nessuna  retta  se  l  <C  a\  accade  allora  che,  men- 


Q-)  Si  può  anche  assumere,  innanzi  ad  l,  sempre  il  segno  -f-,  pur  di 
lasciar  variare  y  oltre  ai  limiti  ti  e  —  n,  interpretando  i  valori  negativi 
del  raggio  vettore  secondo  una  convenzione  accennata  nel  n."  123. 
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tre  il  punto  0  appartiene  alla  curva  per  la  ragione  analitica 
sopra  esposta,  nessun  ramo  continuo  di  curva  passa  per  0  ;  ed  0 
dicesi  punto  isolato.  Se  invece  l  =  a,  allora  soltanto  la  retta 
y  =  0  ha,  tre  punti  riuniti  in  0  comuni  colla  curva,  ed  0  è 
una  cuspide.  Finalmente,  se  /  >  a,  ciascuna  delle  due  rette 
y  =  =t  -^-  yp  —  a^  ha  in  comune  colla  curva  tre  punti 
riuniti  in  0,  ed  il  punto  0  (per  cui  un  ramo  passa  due  volte) 
dicesi  nodo  della  curva.  I  tre  casi  sono  rappresentati,  nella  fi- 
gura qui  tracciata,  rispettivamente  con  segno  continuo,  tratteg- 
giato o  punteggiato  (^), 

3)  Curva  di  Cassini  (astronomo  del  XVII  secolo,  il  quale 
emise  la  ipotesi  che  la  terra  potesse  descrivere  una  curva  siffatta 

intorno  al  sole,  anzi- 
ché una  ellisse).  La 
curva  si  definisce  co- 
me luogo  dei  punti  le 
cui  distanze  da  due 
punti  fissi  F,  F'  {fuo- 
chi) danno  un  pro- 
dotto costante.  As- 
sunta la  retta  FF' 
come  asse  x  di  un 
sistema  ortogonale 
avente  1'  origine  nel 
punto  medio  0  del  segmento  FF\  posto  FF'  =  2c,  e  detto 
a^  il  prodotto  costante,  l'equazione  della  curva  è 

VOr^^yH^'    V{x  +  cf  +  y^  =  a^, 
o,  in  forma  razionale,  '"'    '  ^ 

(3)  {x^  +  y'  +  c^Y  —  ^c'x-^  =:aK 

La  curva  è  del  quarto  ordine^  simmetrica  rispetto  agli  assi 
X  eà  y. 

L'equazione,  risolta  rispetto  ad  2/^  ci  dà  ont] 
(3')               y-^  ^  —  {x^  J^  c^)  ±   V^M^^c^ 
dove  la  quantità  sotto  al  radicale  è  positiva,  per  x  reale;  però 
dei    due   valori  di  y^  uno   è   sempre  negativo  e  non  dà  punti 
reali;  l'altro  è  positivo  (o,  al  minimo,  nullo)  se 
a^  +  4c2a;2  ^  {x^  +  c'Y, 


i})  Quali  sono  le  intersezioni  della  curva  colla  retta  all'infinito? 
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ossia  se 

a'^  ^  \  x'^  —  ^^  I) 
dove  il  secondo  membro  indica  il  valore  assoluto  della  espres- 
sione  scritta.   Staccando  i  due  casi  x^  ^  c'-^,  abbiamo  in    fine 
le  limitazioni 

C-i  —  a^  ^  X-'  ^  a'  +  c-\ 

Di  qua  vediamo  intanto  che  la  curva  è  tutta  compresa 
nella  striscia  definita  dalle  parallele  ad  y  condotte  per  i  punti 
A  ed  A'  di  ascisse    h    ya^  -\~  f^'^- 

Inoltre,  se  a  <C  e,  fra  le  parallele  ad  y  condotte  per  i 
punti  B  e  B'  di  ascisse  -b  yc'^  —  a",  non  si  trovano  punti 
reali  della  curva;  e  quindi  la  curva  si  spezza  in  due  parti 
(ovali),  di  cui  una  è  compresa  fra  le  parallele  uscenti  da  A 
e  J5,  e  l'altra  è  simmetrica  a  questa  rispetto  ad  y. 

Se  a  =  e  la  curva,  di  cui  l'equazione  può  scriversi  cosi 
(x'  +  2/T  -  2c\x^'  -  ^2)  ^0, 
passa  per  l' origine,  e  si  compone   di   un    solo  ramo    annodato 
nell'origine;  essa  porta  il  nome  di  lemniscata  di  Bernoulli  (1694), 
ed   ha   una   semplice   equazione   polare    (rispetto    al  polo  0  e 
all'asse  polare  x): 

Q^  =:  2<?^  cos  290, 

la  quale  mostra  che  i  due  tratti  annodantisi  in  0  hanno  ivi 
per  tangenti  le  bisettrici  dell'angolo  degli  assi  (giacche  si  ha 
p  =  0  quando  gp  =  ±  ^V 

Finalmente  se  a  >  e  la  curva  si  compone  di  un  unico 
tratto  ovale  non  passante  per  l'origine. 

Risolvendo  la  (3)  rispetto  ad  x'^,  il  lettore  potrà  vedere 
che  la  ordinata  di  un  punto  della  curva  di  Cassini  è  limitata 
dalla  condizione  1  y  |  ^  -t~  ;  al  segno  di  uguaglianza  corrispon- 
dono quattro  punti  di  incontro  della  curva  col  cerchio  di  centro 
0  e  raggio  OF,  punti  che  sono  reali  finche  a  ^  cV2,  ed  hanno 
effettivamente  l'ordinata  massima  (in  valore  assoluto).  Ma 
se  a  >  e  1/2,  il  cerchio  non  sega  la  curva  in  punti  reali, 
ed  il  massimo  valore  dell'  ordinata  è  raggiunto  nei  punti 
X  =  0,  y  :=  zh  ya^  —  c'^.  Conviene  adunque  spezzare  la 
ipotesi  a  ";>  c^  che  conduce  ad  una  ovale,  nelle  due  ipotesi 
a  ^  cV2  (ovale  schiacciata  vicino  all'asse  y),  a  >  e  1/2 
(ovale  propriamente  detta). 


i 


in  coordinate  ortogonali, 
delle  X  in  infiniti  punti 
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In  ogni  caso  la  curva  di  Cassini  passa  (doppiamente)  per 
i  punti  ciclici  del  piano. 
II.   Curve  trascendenti. 

4)  Sinusoide  è  la  curva  definita  dall'equazione 

y  =  sen  a:, 

Essa  passa  per  l'origine,  sega  l'asse 
di  ascissa  kn^  dove  A;  è  un  inte- 
ro qualsiasi  posi- 
tivo o  negativo , 
e  compie  infinite 
oscillazioni  fra  le 
/  rette   ^   =   -j-  1, 

^  =  —  1,  che  rag- 
giunge nei  punti  di 

(4A;4-l)7r 
ascissa  ~ — - — , 

(4A;  +  3)7r  ^.  , 
^— -— j  rispet- 
tivamente. Le  curve  y  =  a  sen  (bx  -\-  e),  dove  a,  h,  e  sono  co- 
stanti, ed  in  particolare  y  =  cos  x,  non  differiscono  dalla  si- 
nusoide che  per  spostamenti  dell'origine  od  eventuali  cambia- 
menti nelle  unità  di  lunghezza. 

5)  Cicloide  è  la  curva  generata  da  un  punto  di  una  circon- 
ferenza, la  quale  rotoli  senza  strisciare  sopra  una  retta  fissa 
(base).  La  cicloide  si  compone  di  infinite  arcate,  tutte  uguali, 
le  quali  poggiano  sulla  base  in  punti  che  distano  l'uno  dall'altro 

di  2jrr,  essendo  r 
y  il  raggio   del  cer- 

chio generatore  ; 
ad  una  delle  dette 
arcate  si  limita 
d'  ordinario  il  no- 
me di  cicloide.  Si 
assumano  come  o- 
rigine  0  di  un  si- 
stema ortogonale 
l'origine  di  un'  arcata  (posizione  in  cui  il  punto  generatore 
della  curva  si  porta  nel  punto  di  contatto  fra  il  cerchio  e  la 
base),  e    come  asse  x  la  base.   Indicando   con    C  il  centro  del 
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cerchio  mobile  in  un  determinato  istante,  con  P  la  posizione 
corrispondente  del  punto  generatore,  e  con  Q  il  punto  in  cui 
il  cerchio  stesso  tocca  la  base,  è  facile  esprimere  le  coordinate 
X,  y  di  P  in  funzione  dell'  angolo  Q  CP  =  f.  Notando  infatti 
che  0(5  =  arco  QP  =  rqp,  si  hanno  subito  le  equazioni  pa- 
rametriche  della  cicloide 


X  =  r{(p  —  sen  gp), 
ed,  eliminando  99  (: 


are  cos 


r  are  cos 


ij  =:  r(l  —  cos  90), 
--),  la  equazione  cartesiana 

-^-    -    1/2, 


\ry 


y 


punti 


La  cicloide  è  simmetrica  rispetto  alla  retta  x  ■=.  nr  che 
passa  per  il  punto  più  elevato  {y  =  2r)  della  curva.  La  ci- 
cloide fu  argomento  di  numerose  ricerche  nel  secolo  XVII,  da 
parte  di  Galileo,  Torricelli,  Roberval,  Pascal  ed  altri. 

6)  Quadratrice  di  Dinostrato  (IV  secolo  av.  Cr.).  Siano 
OJ.,  OB  due  raggi  perpendicolari  di  un  cerchio;  due 
mobili  iy,  M  descrivono, 
con  moto  uniforme,  rispet- 
tivamente la  circonferen- 
za ed  il  diametro  OB^  in 
guisa  che  essi,  partendo 
nel  tempo  stesso  da  A  ed 
0,  giungano  insieme  in 
B\  il  luogo  del  punto  P, 
in  cui  la  parallela  ad  OA 
condotta  per  M  sega  la 
retta  OL^  è  la  quadratrice. 

Detti    ()  e  95    le  coor- 
dinate polari  di  P  rispetto 
al  polo  0  e  all'asse  polare  OJ.,  posto  y  ■=■  OM^  e  preso  come 
unità  il  raggio     del  cerchio,  si  ha  la  relazione 

_    2y 

TI 

Da  questa  si  trae  l'equazione  polare  della  curva 
_    2     ^_ 
TI     sen  g>  ' 

18 
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e  l'equazione  cartesiana  (poiché  gp  =  ~?^,  tgq>  =  ^\ 

y  =  xtg-^- 

Posto  y  =  0,  l'equazione  darebbe  un  valore  indeterminato 
per  X.  Tuttavia,  come  punto  Y  di  partenza  della  curva  dall'asse 
X  (vertice),  è  naturale  assumere  il  punto  il  cui  raggio  vettore 
è  dato  da 

1 1  m    0  z=r 1 1  m     ^ = . 

q>  =  0  n     (p  z=.Q    sen  go  n 

Il  segmento  terzo  proporzionale  dopo  0  F  ed  0  A  vale 
adunque  ^- ,  ed  è  uguale  al  quadrante  di  cerchio.  Questa  ed 
altre  simili  applicazioni  della  curva  alla  rettificazione  e  quadra- 
tura del  cerchio  giustificano  il  nome  dato  ad  essa. 

Esercizi  I.  —  1)  Costruire  per  punti  le  curve  rappresentate  dalle 
seguenti  equazioni  in  coordinate  cartesiane  ortogonali  :  t/  =  -^-  x^ 
{parabola)^  y  =  —  (iperbole),  y  =  x^  {parabola  cubica),  y^  =  x^  {pa- 
rabola semicubica),  y   =   tg  x  {curva  delle  tangenti). 

2)  Costruire  per  punti  le  curve  rappresentate  dalle  seguenti  equa- 
zioni in   coordinate  polari   {a  essendo   una   costante   qualsiasi):    q    ^^   a<p 


a 


{spirale  di  Archimede),  q    =    —  {spirale  iperbolica)^!  Q    =    ci      {spirale  lo- 
garitmica), q'^  —    90  {spirale  parabolica  0  di  Fermat),   q    =    cos  -^ . 

II.  —  3)  Date  due  rette  ortogonali  x,  y  uscenti  da  0  ed  un  punto 
A  sopra  x,  si  conduca  per  A  una  trasversale  variabile  ;  detto  M  il  punto  in 
cui  questa  sega  y,  si  portino  sopra  la  trasversale,  a  partire  da  M,  due  seg- 
menti MP,  MQ  uguali  ad  MO;  i  punti  P  e  Q  descrivono  una  curva  del 
terzo  ordine,  detta  strofoide,  la  quale  ha  un  nodo  in  0.  Si  domandano  le 
equazioni  cartesiana  e  polare  della  curva. 

4)  Una  generazione  meccanica,  dovuta  a  Newton,  della  cissoide  (n."  163,1)  ) 
e  della  strofoide  si  ottiene  cosi.  Siano  x,  y  due  rette  ortogonali  uscenti 
da  0,  ed  A  sia  un  punto  di  x  ;  si  immagini  ora  un  angolo  retto  A  PB,  un 
cui  lato  .4P  di  lunghezza  variabile  passi  costantemente  per  A,  mentre 
l'altro  lato  PR  =  AO,  di  lunghezza  costante,  scorra  coli' estremo  B  lungo 
y  ;  il  vertice  P  dell'  angolo  descrive  una  strofoide,  ed  il  punto  medio  di 
PB  descrive  una  cissoide.  Qual'è  l' equazione  del  luogo  descritto  da  un 
punto  generico  di  PB? 

5)  La  cissoide,  la  strofoide  e  la  lemniscata  {n.°  163,  3))  si  ottengono  pure 
da  curve  del  secondo  ordine  mediante  la  trasformazione  per  inversione 
(n."  160,  es.  16));  precisamente,  la  prima  curva  è  l'inversa  di  una  parabola  ri- 
spetto al  vertice,  la  terza  è  l'inversa  di  una  iperbole  equilatera  x^  —  y"^  =  a^ 
rispetto  al  centro,  e  la  seconda  è  l'inversa  della  stessa  iperbole  rispetto 
ad  un  vertice.  (Si  adoperino  le  equazioni  polari  delle  rispettive  curve). 
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6)  Un'  altra  generazione  della  lemniscata  si  ottiene  partendo  da  un 
cerchio  e  da  due  sue  tangenti  ortogonali  secantisi  in  un  punto  0,  condu- 
cendo per  0  una  trasversale  variabile  clie  seghi  il  cerchio  in  ili",  iV,  e  pren- 
dendo su  questa  i  due  segmenti  OP  =  —  0  F'  =  MN ;  il  luogo  dei 
punti  P,  P'  è  una  lemniscata. 

7)  Se  sopra  una  trasversale  variabile,  condotta  per  un  punto  fisso  0 
di  un  cerchio,  si  portano,  a  partire  dalla  seconda  intersezione  M  col  cerchio, 
due  segmenti  MP  =  —  MP'  uguali  ad  un  segmento  costante  /,  i  punti 
P  e  P'  descrivono  una  curva  del  quarto  ordine,  detta  concoide  del  cercldo 
0  lumaca  di  Pascal.  Nello  studiare  la  forma  della  curva  si  distinguano  i 
tre  casi  l  ^=  2r^  essendo  r  il  raggio  del  cerchio;  per  l  =  2r  la  curva  di- 
cesi pure  cardioide. 

8)  La  lumaca  di  Pascal  può  pure  definirsi  come  il  luogo  dei  piedi  delle 
perpendicolari  calate  da  un  punto  fisso  0  sopra  le  tangenti  ad  un  cerchio 
qualsiasi  {podaria  del  punto  rispetto  al  cerchio).  La  nuova  costruzione  si 
liconduce  alla  precedente,  ove  si  consideri  il  cerchio  che  ha  per  diametro 
la  distanza  di  0  dal  centro  del  cerchio    nominato  nell'  ultima  costruzione. 

9)  La  curva  inversa  della  lumaca  di  Pascal  rispetto  al  punto  0  è 
una  curva  di  secondo  ordine,  di  cui  si  dimostra  che  0  è  un  fuoco  (n."  162). 
Invertendo  questa  osservazione  si  ha  una  terza  definizione  di  quella  cui'va. 

10)  Un  segmento  iVf  iV,  di  lunghezza  costante  a,  scorre  coi  suoi  estremi 
lungo  due  rette  ortogonali  x,  y  uscenti  da  0.  Siano  P  e  Q  i  piedi  delle 
perpendicolari  calate  sul  segmento  da  0  e  dal  quarto  vertice  del  rettangolo 
avente  i  lati  OM,  ON.  I  punti  P  e  Q  descrivono  due  curve  del  sesto  ordine, 
delle  quali  la  prima  (che  passa  con  quattro  rami  per  0)  dicesi  rosa  a  quattro 
foglie,  mentre  la  seconda  (non  passante  per  0)  dicesi  astroide.  L'equazione 

di  quest'  ultima  può  porsi  sotto  la  forma  semplice  x'^^  -\-  y  ^  =:  a  -^ . 
Si  dimostra  col  Calcolo  differenziale  che  1"  astroide  ha  come  tangente  in 
ogni  suo  punto  la  relativa  posizione  della  retta  M N  \  partendo  di  qua,  si 
scriva  la  equazione  pliickeriana  dell'inviluppo  (di  quarta  classe)  delle  tan- 
genti all'  astroide. 

11)  Un  punto  P  il  quale  vari  in  modo  che  le  sue  distanze  da  due 
punti  fissi  A,  B  siano  legate  da  una  relazione  lineare  aPA  -{-  bPB  —  e 
{a,  b,  e  costanti),  descrive  una  curva  del  quarto  ordine  detta  ovali  di 
Cartesio. 

12)  Data  una  circonferenza  con  due  diametri  ortogonali  x,  y,  da  un 
estremo  del  primo  si  conduca  una  trasversale  variabile  che  seghi  y  in  M 
e  il  cerchio  nuovamente  in  N,  poi  si  conducano  da  M,  N  le  parallele  ad 
aj,  y  rispettivamente  ;  il  luogo  del  punto  d'incontro  di  queste  è  una  curva 
del  terzo  ordine. 

III.  —  13)  Se  un  cerchio  di  raggio  r  ruota  senza  strisciare  sulla  periferia 
di  un  cerchio  fisso  di  raggio  R,  un  punto  di  quello  descrive  una  curva  detta 
epicicloide  od  ipocicloide,  secondo  che  i  due  cerchi  si  toccano  esternamente 
od  internamente.  Misurando  il  rotolamento  mediante  la  lunghezza  R(p  =  r'tf> 
dell'  arco  variabile  del  cerchio  fisso  e  del  cerchio  mobile  che  viene  percorso 


i 
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dal  punto   di  contatto,  le  equazioni   parametriche   della  epicicloide  si  pre- 
sentano sotto  la  forma 

X  =  (R  -\-  r)  cosgp  —  rcos{(p  +  VX  /p      _     ^^ 

y  =  (B  -\-  r)  seiiq>  —  rsen(qp  -f-  tp), 
mentre  le  equazioni  della  ipocicloide  si  ottengono  mutando  il  segno  ad  r. 
La  curva  è  in  generale  trascendente;  ma  diviene  algebrica  quando  è 
razionale.  Così  la  ipocicloide,  se  E  =  2r,  si  riduce  ad  un  diametro  del 
cerchio  fìsso  (donde  un  mezzo  per  trasformare  un  movimento  rotatorio  in 
rettilineo);  e  se  E,  =  4r,  diviene  un  astroide  (es.  10)).  La  epicicloide,  se  i 
due  cerchi  sono  eguali,  diviene  una  cardioide  (  es.  7)),  ecc.  ' 

14)  Intorno  ad  un  cerchio  fìsso  è  avvolto  un  fìlo,  un  cui  estremo 
cade  nel  punto  P  del  cerchio  ;  se  ora  si  svolge  il  fìlo  tenendolo  teso  pel 
detto  estremo  (in  guisa  ohe  il  tratto  svolto  PQ  si  mantenga  sempre  tan- 
gente al  cerchio  nel  punto  variabile  Q),  il  punto  P  descrive  una  curva 
trascendente  detta  sviluppante  del  cerchio.  Si  ricerchino  le  equazioni  para- 
metriche,  assumendo  come  parametro  l'angolo  al  centro  che  insiste  sul- 
l'arco di  cerchio  PQ. 


Capitolo  VI. 
Proiettività  tra  forme  di  seconda  specie. 

164.  Esempi  di  proiettività  fra  piani.  —  Nei  capitoli  pre- 
cedenti abbiamo  considerato  una  sola  forma  di  seconda  specie. 
Vogliamo  ora  mettere  in  relazione  due  tali  forme  mediante  certe 
corrispondenze,  che  hanno  la  massima  analogia  colle  proiettività 
tra  forme  di  prima  specie. 

Siano  ad  es.  ti,  ti'  due  piani  punteggiati.  Possiamo  in  in- 
finiti modi  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca  fra  i  punti 
di  yr  e  i  punti  di  ti'.  Ai  punti  situati  sopra  una  retta  generica 
di  re  corrisponderanno  in  ti'  punti  costituenti  un  qualche  luogo 
(continuo  o  no).  La  ipotesi  più  semplice  che  si  possa  fare  è 
che  ai  punti  di  ogni  retta  di  ti  corrispondano  punti  di  una 
retta  in  ti'.  Diremo  allora  proiettivi  i  due  piani  punteggiati; 
e  per  proiettività  fra  due  piani  punteggiati  intenderemo  una 
corrispondenza  tale,  che  ad  ogni  punto  di  ciascun  piano  corri- 
sponda un  punto  dell'  altro  piano,  ed  a  punti  allineati  corrispon- 
dano punti  allineati. 

Esistono  certo  corrispondenze  siffatte.  Tale  è  ad  es.  la  cor- 
rispondenza (prospettiva)  che  si  stabilisce  fra  due  piani  distinti 
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7t^  n\  proiettando  i  punti  dell'uno  sull'altro  da  un  centro  arbi- 
trario, che  non  appartenga  né  a  tt,  ne  a  tc'  (n°.  11).  Tale  è  pure  la 
corrispondenza  di  itguaglianza  che  passa  fra  due  posizioni  ti  q  n' 
di  uno  stesso  piano  mobile,  quando  si  riguardino  come  corri- 
spondenti due  punti  di  n  e  tt',  che  siano  posizioni  assunte  da 
uno  stesso  punto  mobile,  e  si  supponga  inoltre  che  il  movi- 
mento non  deformi  le  figure. 

*  Finalmente  un  esempio  di  proiettività  fra  piani  punteg- 
giati (esempio  che  conduce,  come  vedremo,  alla  più  generale 
proiettività  fra  i  due  piani)  si  ottiene  nel  seguente  modo.  Si 
fissi  su  ciascuno  dei  piani  tt,  tt'  un  sistema  di  coordinate  proiet- 
tive omogenee  (o  casi  particolari),  ed  al  punto  generico  (a-,  y,  z) 
di  n  si  faccia  corrispondere  in  ji'  il  punto  {x',  y',  z')  definito 
dalle  relazioni 

x'  =  X,  y'  =  y^  z'  =  z 
(o,  trattandosi  di  coordinate  omogenee,  x  :  y  :  z  =i  x'  :  y'  \  z'). 
E  chiaro  che  la  corrispondenza  cosi  stabilita  è  biunivoca,  e  muta 
i  punti  di  una  retta  ax  -^^  hy  ^  cz  =  0  di  ti  nei  punti  della 
retta  ax'  +  by'  4-  cz'  =  0  di  yr';  si  tratta  dunque  di  una 
proiettività.  Si  osserverà  che  i  punti  fondamentali  e  il  punto 
unità  di  TT  hanno  per  corrispondenti  i  punti  fondamentali  ed  il 
punto  unità  in  ?r'. 

165.  Definizione  di  proiettività  fra  due  forme  di  seconda 
specie.  —  Considerazioni  analoghe  alle  precedenti  possono  ap- 
plicarsi a  due  forme  qualisivogliano  di  seconda  specie,  e  con- 
ducono alla  definizione  seguente  : 

Due  forme  di  seconda  specie  ^,  2'  diconsi  riferite  proiettiva- 
mente {o  proiettive)^  quando  ad  ogni  elemento  {reale)  di  2  o  2'  corri- 
sponde un  unico  elemento  {reale)  di  2'  o  2,  ed  inoltre  agli  elementi 
di  ogni  forma  di  prima  specie  contenuta  in  2  o  2',  corrispondono 
in  2'  0  2  elementi  di  una  forvia  di  prima  specie  ■  due  tali  forme 
di  prima  specie,  come  pure  i  loro  sostegni,  diconsi  corrispondenti 
nella  proiettività  fra  2  e  2'. 

Stacchiamo  i  vari  casi  a  cui  la  definizione  dà  luogo: 

a)  Se  le  forme  di  seconda  specie  sono  due  piani  punteg- 
giati 71,  n',  allora  ad  ogni  punto  A  dì  n  corrisponde  un  punto  A' 
di  tt',  ed  ai  punti  di  una  retta  b  di  tt,  corrispondono  i  punti 
di  una  retta  b'  {corrispondente  a  b)  in  tu'.  Se  il  punto  ^  e  la 


I 


—  278  — 

retta  b  si  appartengono  in  n,  il  punto  A'  e  la  retta  6'  si  ap- 
parterranno in  yr';  alle  rette  b  di  un  fascio  A  in  n,  corrispondono 
dunque  le  rette  b'  di  un  fascio  A'  in  n',  ecc.  In  breve,  ad  ogni 
retta  di  ti  corrisponde  una  retta  di  tc',  e  ad  ogni  fascio  di 
rette  in  tv  un  fascio  di  rette  in  ti  '  ;  ma  queste  due  condizioni 
definiscono  una  proiettività  fra  due  piani  rigati  ti  e  ti'.  Con- 
cludiamo che  una  proiettività  fra  due  piani  punteggiati  trae 
con  se  una  proiettività  fra  i  piani  stessi,  riguardati  come  riga- 
ti, e  viceversa;  è  dunque  opportuno  riunire  le  due  proietti- 
vità sotto  un  unico  nome.  Una  siffatta  duplice  corrispondenza  si 
suol  chiamare  collineazionc  (od  omografia)  fra  i  due  piani  tt,  yr'  ; 
e  si  può  definire  direttamente  dicendo,  che  essa  fa  corrispon- 
dere ad  ogni  punto  e  ad  ogni  retta  di  yr,  rispettivamente  un 
punto  ed  una  retta  in  yr',  colla  condizione  che  se  un  punto  ed 
una  retta  di  tc  si  appartengono,  devono  appartenersi  gli  ele- 
menti corrispondenti  in  yr'.  Grli  esempi  portati  nel  n.*'  164  si 
riferiscono  appunto  a  collineazioni. 

ò)  Se  la  prima  forma  è  un  piano  punteggiato  yr  e  la  seconda 
un  piano  rigato  n',  ad  ogni  punto  A  ài  n  corrisponde  una  retta 
a'  di  yr',  ed  ai  punti  di  una  retta  6  di  yr  corrispondono  in  yr' 
le  rette  di  un  fascio  di  centro  B'  (punto  corrispondente  a  6); 
se  il  punto  A  appartiene  a  è,  la  retta  a'  passerà  per  5',  sicché 
alle  rette  b'  di  un  fascio  A  in  yr,  corrispondono  i  punti  B'  di 
una  punteggiata  a'  in  yr'.  Nasce  così  una  proiettività  fra  il  piano 
71  riguardato  come  rigato.,  e  il  piano  yr'  riguardato  come  pun- 
teggiato. In  tal  caso  si  dice  che  i  due  piani  sono  legati  da  una 
correlazione  (o  reciprocità)]  intendendo,  sotto  questo  nome,  una 
corrispondenza  fra  due  piani  yr,  yr',  che  muta  ogni  elemento 
(punto  o  retta)  di  yr  in  un  elemento  di  nome  diverso  (retta  o 
punto)  di  yr',  e  due  elementi  che  si  appartengono  su  yr  in  due 
elementi  che  si  appartengono  su  yr'.  Si  vedranno  in  seguito 
esempi  di  correlazioni. 

e)  Una  proiettività  fra  due  stelle  8.,  8'  dicesi  coUineazione^ 
se  ad  ogni  retta  o  piano  di  8  corrisponde  rispettivamente  una 
retta  od  un  piano  di  ;S",  (ed  alle  rette  od  ai  piani  di  un  fascio 
corrispondono  rette  o  picvni  di  un  fascio).  Una  particolar  col- 
lineazione  {prospettiva)  fra  due  stelle  8,  8'  si  ottiene  riguar- 
dando come  corrispondenti  due  elementi  (rette  o  piani),   che 
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proiettino    da   S,   S'   uno   stesso  elemento  (punto   o  retta)  di 
un  piano  ausiliare. 

d)  Una  proiettività  fra  due  stelle  S,  S'  dicesi  invece  corre- 
lazione, se  alle  rette  e  ai  piani  di  S  corrispondono  rispettivamente 
i  piani  e  le  rette  di  8'  (ed  agli  elementi  di  un  fascio  corri- 
spondono gli  elementi  di  un  fascio).  Una  particolare  correla- 
zione (ortogonale)  fra  due  stelle  proprie  8,  8'  si  ottiene,  come 
vedremo,  facendo  corrispondere  ad  ogni  retta  o  piano  per  8,  il 
piano  0  la  retta  perpendicolare  condotta  per  8'. 

e),  f)  Finalmente  tra  un  piano  n  ed  una  stella  8'  si  può 
fissare  una  proiettività  in  modo  che  ai  punti  ed  alle  rette  di  ji 
corrispondano  rispettivamente  le  rette  ed  i  piani  di  8'  (colli- 
neazione),  oppure  corrispondano  i  piani  e  le  rette  di  ;S"  (corre- 
lazione ). 

Il  concetto  di  corrispondenza  proiettiva  fra  due  piani  fu  stabilito  in 
tutta  la  sua  generalità  dal  Mobius  (1827).  Casi  particolari  erano  noti  anche 
prima;  ad  es.,  sotto  l'aspetto  metrico,  l'uguaglianza,  la  similitudine,  e  Taf- 
finità  (considerata  già  da  Eulero,  1748);  e,  sotto  l'aspetto  proiettivo,  la  re- 
lazione prospettiva  fra  due  piani,  la  omologia  e  la  polarità  rispetto  ad  una 
conica  (studiate  principalmente  dal  Poncelet,  1822). 

166.  Prodotto  di  proiettività.  —  Segue  subito  dalla  defi- 
nizione che  due  forme  di  seconda  specie  riferite  proiettivamente 
ad  una  terza  forma,  sono  riferite  proiettivamente  fra  di  loro.  In 
altre  parole,  chiamando  proiettività  V  operazione  con  cui  si  passa 
da  una  prima  forma  ad  una  seconda  forma  (operazione  distinta 
dalla  inversa,  con  cui  si  ritorna  dalla  seconda  alla  prima),  ed 
estendendo  il  concetto  di  prodotto  di  operazioni,  già  introdotto 
a  proposito  delle  forme  di  prima  specie  (n.°  61),  possiamo  dire  : 
il  prodotto  di  due  o  più  proiettività  tra  forme  di  seconda  specie  è 
ancora  una  proiettività  ;  ed  è  precisamente  una  coUineazione  od 
una  correlazione,  secondo  che  il  numero  delle  correlazioni,  che 
entrano  come  fattori,  è  pari  o  dispari. 

167.  Teorema  fondamentale.  —  Riprendiamo  ad  es.  una 
coUineazione  fra  due  piani  jt,  ti'.  Segue  dalla  definizione  (come 
sappiamo)  che  ai  punti  di  una  punteggiata,  o  alle  rette  di  un 
fascio  di  TI,  corrispondono  biunivocamente  i  punti  di  una  pun- 
teggiata, o  le  rette  di  un  fascio  in  ti';  che  ad  un  triangolo, 
quadrangolo  ...  di  tt  corrisponde  un  triangolo,  quadrangolo  .  .  . 
di  Ti'.  Ma  da  queste  osservazioni  ben  poco  si  potrebbe  dedurre, 
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se  non  si  riuscisse  a  scoprire  di  qual  natura  sia  la  corrispon- 
denza biunivoca  fra  le  due  punteggiate  od  i  due  fasci  sopra 
nominati.  Sarà  una  corrispondenza  proiettiva  ?  Detti  A,  B,  (7,  D 
quattro  punti  arbitrari  di  una  retta  r  di  tt,  ed  A',  £',  C,  D' 
i  quattro  punti  corrispondenti  di  tt',  situati  in  una  retta  r',  oc- 
correrebbe (in  base  alla  definizione  di  proiettività  fra  punteg- 
giate, n.*'  58)  esaminare  se  risultino  uguali  i  due  doppi 
rapporti  {AB CD)  ed  {A'B'C'D').  Ma  cosi  procedendo  si  urte- 
rebbe in  una  difficoltà  grave,  dipendente  dal  fatto  che  il  dop- 
pio rapporto  fu  da  noi  definito  partendo  da  nozioni  metriche, 
mentre  la  collineazione  fra  due  piani  fu  stabilita  in  modo  pu- 
ramente grafico.  La  difficoltà  si  supera  purché  si  ricordi  il 
teorema  di  Staudt  (n.°  60),  il  quale  afferma  che  una  corri- 
spondenza biunivoca  fra  due  punteggiate  è  proiettiva,  se  muta 
ogni  gruppo  armonico  dell'  una  in  un  gruppo  armonico  dell'  altra  ; 
e  si  ricordi  inoltre  che  il  gruppo  armonico  può  definirsi  grafi- 
camente servendosi  del  quadrangolo  completo  (n.°  48).  Siamo 
adunque  condotti  a  chiederci  se  a  quattro  punti  armonici 
J-,  -B,  C,  D  di  r,  corrispondano  quattro  punti  armonici  J.',  5', 
(7',  D'  di  r'. 

Ora,  se  i  punti  A,  B^  C,  D  sono  armonici,  si  può  costruire 
(in  infiniti  modi)  in  n  un  quadrangolo  completo,  di  cui  due 
lati  opposti  passino  per  A^  due  lati  opposti  per  B,  e  gli  altri 


due  lati  passino  per  C  e  D  rispettivamente.  Al  detto  quadran- 
golo la  collineazione  fa  corrispondere  su  tt'  un  quadrangolo 
completo,  di  cui  due  lati  opposti  passano  per  A\  due  lati  op- 
posti per  B'^  un  quinto  lato  per  (7'  e  il  sesto  per  D';  ma  al- 
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lora  A',  B',  C,  D'  sono  quattro  punti  armonici,  come  si  vo- 
leva dimostrare.  E  quindi  si  conclude  che  le  due  punteggiate  r,  r' 
sono  riferite  proiettivamente.  Similmente  si  dimostra  (serven- 
dosi di  quadrilateri  completi,  anziché  di  quadrangoli)  che  due 
fasci  di  rette  corrispondenti  ài  ji  q  u'  sono  proiettivi,  perchè 
a  quattro  rette  armoniche  dell' un  fascio  corrispondono  sempre 
quattro  rette  armoniche  dell'  altro  fascio. 

La  stessa  dimostrazione^  con  semplici  cambiamenti  di  pa- 
role, può  estendersi  ad  ogni  proiettività  tra  forme  qualsiasi  di 
seconda  specie  (alle  quali  d'altronde  si  potrebbero  sempre  so- 
stituire, ove  fossero  stelle,  dei  piani  sezioni).  Si  arriva  cosi  al 
seguente  teorema  fondamentale  : 

I}ue  forme  di  prima  specie^  corrispondenti  in  una  proiettività 
ira  forme  di  seconda  specie^  sono  riferite  proiettivamente  fra  loro. 

La  detta  proiettività  tra  forme  di  prima  specie  si  dice 
subordinata  su  queste  dalla  proiettività  primitiva  tra  le  forme 
di  seconda  specie. 

168.  Determinazione  e  costruzione  di  una  proiettività  fra 
due  forme  di  seconda  specie.  —  Il  teorema  fondamentale  con- 
duce alla  proposizione  seguente: 

Assegnate  sopra  due  forme  di  seconda  specie  due  quaterne 
di  elementi  A,  B,  C,  D  ed  A',  B',  C,  D',  tali  che  i  quattro 
elementi  di  una  stessa  forma  abbiano  lo  stesso  nome^  e  di  essi 
mai  tre  appartengano  ad  una  forma  di  prima  specie^  rimane 
individuata  una  proiettività  fra  le  due  forme  primitive^  che  fa 
corrispondere  ad  A,  B,  C,  D,  rispettivamente  A',  B',  C,  D'. 
Questa  proiettività  si  indica  talvolta  col  simbolo 

lABCD\ 
KA'B'C'D'Ì' 

Noi  dimostreremo  in  primo  luogo  che,  ammessa  l'esistenza 
di  una  siffatta  proiettività,  essa  è  unica;  in  secondo  luogo,  che 
quella  proiettività  certo  esiste.  E  ragioneremo  nella  ipotesi  che 
gli  elementi  nominati  siano  punti  di  due  piani  punteggiati  ?r,  tt'; 
ma  il  ragionamento  potrà  estendersi  a  tutti  gli  altri  casi  con 
semplici  cambiamenti  di  parole. 

1)  Ammettiamo  che  esista  una  proiettività,  anzi  una  coUi- 
neazione,  fra  i  piani  tt,  n'^  la  quale  muti  i  vertici  di  un  qua- 
drangolo AB  CD  nei  vertici  di  un  quadrangolo  A'B'C'D\   e 
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siano  P,  P'  due  punti  corrispondenti  arbitrari  dei  due  piani. 
Posto  ad  es.  che  P  non  appartenga  al  lato  AB,  sussisteranno 
(n.*'  167)  le  proiettività  tra  fasci 
a)  A{BCDP)  A  A'{B'C'D'P'\ 

P)  B(ACDP)  A  B'Ia'C'D'P'), 

le  quali,  dato  P,  individuano  le  rette  A'P',  B'P',  e  quindi  il 
punto  P'  in  Ti'.  Non  possono  dunque  esistere  due  diverse  col- 
lineazioni  soddisfacenti  alle  condizioni  imposte. 

2)  Astraendo  ora  dalla  ipotesi  che  esista  la  coUineazione, 
si  osservi  che  sempre  le  a)  e  ^)  fissano  una  corrispondenza 
biunivoca  tra  i  piani  n,  n'  descritti  dai  punti  P,  P',  corrispon- 
denza che  muta  i  punti  A,  P,  C,  D  nei  punti  A',  B\  C,  !>', 
ed  ogni  punto  P,  fuori  di  AB,  in  un  punto  P',  fuori  di  A'B' 
(e  viceversa).  Fanno,  tutto  al  più,  eccezione  i  punti  generici 
di  AB  ed  A' B',  giacché  le  a),  /?)  non  determinano  veramente 
una  corrispondenza  biunivoca  tra  queste  due  punteggiate;  ma 
una  tale  eccezione  verrà  tolta  tra  poco. 

La  corrispondenza  biunivoca  fra  ti,  ji'  è  tale,  che  se  il  punto 
P  descrive  una  retta  r  in  ji,  il  punto  P'  descrive  pure  una 
retta  r'  in  n'.  Ciò  è  evidente  se  r  passa  per  A  o  per  B,  ed  è 


ad  es.  la  AP,  giacche  ad  essa  corrisponde  la  retta  A'P'  in  n'. 
Nella  ipotesi  opposta,  si  noti  che,  mentre  P  descrive  la  punteg- 
giata r,  le  rette  AP,  BP  generano  due  fasci  proiettivi  (anzi 
prospettivi) 

A(BP...)  7^  B{AP...). 
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Ma  allora  applicando  ai  due  fasci,  rispettivamente,  le  proiettività 
a),  /?),  risultano  proiettivi  in  ti'  ì  due  fasci 

A'(B'F' ...)  A  B'{A'P' ...), 
anzi  prospettivi  perchè  hanno  unita  la  retta  A'B'-^  quindi  il 
luogo  del  punto  P'  è  una  retta  r',  che  corrisponde  alla  retta  r 

di    TT. 

Ed  ora  siamo  in  grado  di  completare  la  corrispondenza 
biunivoca  tra  i  due  piani  punteggiati  jt,  tc',  facendo  vedere 
come  di  ogni  punto  Q  di  AB,  si  possa  assegnare  il  punto 
corrispondente  Q'  di  A'B'.  Condotte  infatti  per  Q  più  rette 
r,  s  .  .  .  in  n,  e  dette  /*',  s'  .  .  .  le  rette  corrispondenti  in  tt',  si 
osservi  che  queste  passano  per  uno  stesso  punto  Q'  di  A'B'\ 
giacche,  se  ad  es.  il  punto  r's'  non  cadesse  su  A'B',  il  punto 
corrispondente  Q  ^:  rs  non  cadrebbe  su  AB,  contro  la  ipotesi. 

Con  ciò  risulta  dimostrato  che  la  corrispondenza  stabilita 
fra  i  due  piani  ji,  n'  mediante  le  «)  e  /5),  possiede  tutti  i  carat- 
teri della  collineazione.  E  si  ha  pure  il  modo  per  costruire 
effettivamente  una  collineazione  tra  n,  n',  quando  si  conoscano 
due  quadrangoli  corrispondenti. 

Costruzioni  analoghe,  a  cui  si  arriva  con  semplici  cambia- 
menti dei  nomi  degli  elementi  e  delle  forme,  si  applicano  agli 
altri  casi  di  proiettività  tra  forme  di  seconda  specie. 

*  Osservazione.  —  Ricorrendo  alle  coordinate  proiettive,  si 
può  dimostrare  la  parte  2)  del  teorema  precedente  con  una 
considerazione  immediata.  Si  stabiliscano  infatti  nei  piani  7i,n' 
due  sistemi  di  coordinate  proiettive  {x,  y,  z)  e,  {x',  y',  z'^, 
assumendo  ABC  &  A'B'C  come  triangoli  fondamentali,  D  e  D' 
come  punti  unità.  Allora  le  relazioni 

(o  x'  :  y'  :  z'  =  x  :  y  :  z,  che  è  lo  stesso,  data  l'omoge- 
neità) rappresentano  effettivamente  una  collineazione  (n.°  164) 
tra  TT  e  tt',  che  muta  il  quadrangolo  AB  CD  nel  quadrangolo 
A'B' CD'.  Ed  è  questa,  per  ciò  che  dicemmo,  l'unica  collinea- 
zione soddisfacente  allo  scopo. 

*  169.  Una  nuova  interpretazione  del  teorema  fondamen- 
tale. —  Val  la  pena  di  indicare  come  il  teorema  fondamentale 
permetta  di  caratterizzare,  in  un  modo  notevole^  il  sistema  delle 
coordinate  proiettive.  Proponiamoci  la  seguente  questione:  fra 


i 
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gli  infiniti  sistemi  di  coordinate  applicabili  al  piano  punteggiato, 
determinare  il  più  generale,  soddisfacente  alla  condizione  di  rap- 
presentare le  linee  rette  mediante  equazioni  lineari. 

Supponiamo  di  conoscere  un  siffatto  sistema  di  coordinate 
sopra  un  piano  ti]  e  per  evitare  difficoltà  relative  a  punti  ecce- 
zionali del  piano,  immaginiamo  di  aver  rese  omogenee  le  coor- 
dinate in  questione,  di  guisa  che  siano  soddisfatte  le  condizioni 
seguenti  : 

1)  ad  ogni  terna  di  numeri  reali  ic,  ?/,  z^  non  tutti  nulli,  cor- 
risponda un  punto  di  n,  e  ad  ogni  punto  di  n  corrispondano  infi- 
nite terne  a?,  ?/,  0,  composte  però  tutte  di  numeri  proporzionali  ; 

2)  le  coordinate  dei  punti  di  una  qualsiasi  retta  di  n  sod- 
disfino ad  una  equazione  lineare  ed  omogenea,  e  viceversa. 

Per  decidere  la  natura  del  nostro   sistema    di    coordinate, 
consideriamo  un  piano  ausiliare  yr',  sopra  cui  fissiamo  un  sistema 
di  coordinate  proiettive  {x',  y',  z').  Poi  stabiliamo  fra  tt  q  n' 
la  corrispondenza  definita  dalle  relazioni 
(1)  X  :  y  :  z  =z   x'  :  y'  :  z' . 

Questa  corrispondenza  è  tale,  che  ad  ogni  punto  P'(ic',  2/',  z') 
di  n'  corrisponde  un  punto  P(x,  y,  z)  di  ti,  e  viceversa;  tale 
inoltre  che  ad  ogni  retta  ax'  -}-  hy'  -\-  cz'  r=  0  di  ti'  corri- 
sponde una  retta  ax  -\-  ly  -\-  cz  z=^  Qi  di  ti,  e  viceversa.  Si 
tratta  adunque  (n°  165)  di  una  collineazione  fra  i  due  piani  n 
n'.  Ma  allora  .x,  ?/,  z  sono  le  coordinate  ^me^five  di  P,  rispetto 
a  quei  punti  fondamentali  ed  unità  di  n  che  hanno  le  coordinate 
(1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1).  Dunque  un  sistema  di 
coordinate  che  soddisfi  alle  condizioni  1)  e  2),  è  necessariamente  un 
sistema  di  coordinate  proiettive.  Il  sistema  delle  coordinate  proiet- 
tive è  il  più  generale  sistema  di  coordinate  del  piano  punteggiato., 
in  cui  le  rette  vengano  rappresentate  mediante  equazioni  lineari. 

Questa  proposizione  giustifica  pienamente  l'interesse  che 
il  detto  sistema  presenta  (^). 

Si  può  facilmente  dedurre  un  corollario  metrico.  Il  solo 
sistema  di  coordinate  {non  omogenee^  in  cui  ogni  punto  proprio 
è  rappresentato,  senza  eccezione,  da  una  coppia  di  numeri  reali.. 


(^)  E  pur  da  notarsi  che,  come  l' ultimo  teorema  discende  dal  teorema, 
fondamentale,  cosi  si  i)0trebbe  ricavare  il  teorema  fondamentale  da  quello. 
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e  viceversa^  ed  ogni  retta  'propria  da  una  equazione  lineare^  è  il 
sistema  cartesiano. 

*  170.  Equazioni  della  colliiieazione  fra  due  piani.  —  Se 

due  forme  di  seconda  specie  sono  riferite  proiettivamente,  e  su 
ciascuna  di  quelle  è  fissato  un  sistema  di  coordinate  proiettive, 
si  può  chiedere  di  qual  tipo  siano  le  relazioni  che  legano  le 
coordinate  di  elementi  corrispondenti  nelle  due  forme.  Noi 
tratteremo  la  questione  nella  ipotesi  che  si  abbiano  due  piani 
collineari;  ma  estenderemo  subito  il  risultato  ad  ogni  altro  caso. 

Siano  adunque  TT  e  jt'  i  due  piani  collineari,  e  P(x,  y,  0), 
P'(^',  y'i  z')  siano  due  punti  corrispondenti  di  essi,  riferiti  a 
due  sistemi  di  coordinate  proiettive,  omogenee.  Notiamo  anzi- 
tutto che,  se  i  punti  fondamentali  ed  unità  nei  due  piani  si 
corrispondono,  le  relazioni  richieste  si  riducono  alle  propor- 
zioni (n.°  108,  Oss.) 

x'  :  y'  \  z'  ■=^  X  :  y  \  z. 
Se  invece,  come  generalmente  succede,  i  sistemi  di  riferimento 
sono  indipendenti,  potremo  considerare  in  n'  un  sistema  ausi- 
liare di  coordinate  proiettive  (.rj,  y^,  ^i),  che  abbia  i  punti 
fondamentali  ed  unità  nei  punti  corrispondenti  ai  punti  fonda- 
mentali ed  unità  di  n.  Allora  le  coordinate  ausiliari  (xj,  y/i,  Zx) 
di  P'  saranno  uguali,  o  proporzionali,  alle  coordinate  (x,  y,  z) 
di  P;  mentre  per  passare  dalle  coordinate  ausiliari  (:Ci,  ?/i,  Zx) 
alle  coordinate  primitive  (a?',  y\  z')  dello  stesso  punto  P',  biso- 
gnerà ricorrere  alle  formole  per  la  trasformazione  delle  coordi- 
nate proiettive,  formole  le  quali  (n.°  136)  costituiscono  una  so- 
stituzione lineare  ed  omogenea,  a  determinante  non  nullo,  fra  le 
terne  di  variabili  a? j,  ^/i,  2^1  ed  a?',  2/',  2;'.  Si  conclude  in  fine  che: 

Ogni  coUineazione  fra  due  piani,  sopra  cui  siano  fissati 
sistemi  di  coordinate  proiettive  ed  omogenee,  è  rappresentata  da 
relazioni  del  tipo 

i     Qx'  =  ttiix  -f  a,2?/  +  a^aZ, 

(1)  <     Qy'  =  a^ix  -}-  «222/  -\-  a^^z, 

dove  Q  è  un  coefficiente  di  proporzionalità  qualsiasi,  purché  non 
nullo,  e  Ze  ajk  sono  nove  costanti,  soggette  alla  condizione  che  il  de- 
terminante di  terzo  ordine  A,  da  esse  formato,  sia  diverso  da  zero  : 

(2)  .  ^  =^  0. 
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E,  più  generalmente,  si  può  dire  che  le  (1),  colla  condi- 
zione (2),  definiscono  una  proiettività  fra  due  forme  qualisivo- 
gliano  di  seconda  specie,  purché  si  riguardino  (x,y,z)ed{x\y'jZ') 
come  coordinate  proiettive  degli  elementi  che  si  suppongono 
generare  le  due  forme. 

Osservazione.  —  Si  noterà  che  le  stesse  equazioni  (1)  (for- 
manti, come  si  disse,  una  sostituzione  lineare  ed  omogenea  fra 
due  terne  di  variabili)  danno  luogo  a  due  interpretazioni  geome- 
triche; giacché  esse  servono  a  rappresentare,  sia  una  trasforma- 
zione di  coordinate  proiettive  in  una  unica  forma  di  seconda 
specie,  sia  una  proiettività  fra  due  forme  di  seconda  specie.  La 
ragione  di  questa  doppia  interpretazione  risulta  dalle  cose  dette. 

171.  Ancora  sulle  equazioni  della  collineazione.  —  Dimo- 
striamo ora  direttamente,  sebbene  ciò  risulti  dal  n.*'  precedente, 
che  tre  relazioni  del  tipo  (dove  q  è  un  fattore  di  proporziona- 
lità, non  nullo) 

i     Qx'  =  a^^x  +  «12?/  +  «i3^j 

(1)  l       Qy'    =    «21^    +    «22^    +    «23^, 
(       QS'     =    a^^X    +    «3277    -f    «33^, 

colla  condizione  che  il  determinante  delle  a,/,  non  sia  nullo, 

(2)  ^  ^  0, 

definiscono  sempre  una  collineazione  fra  i  piani  n  e  7t'  descritti 
rispettivamente  dai  punti  P  &  P'^  aventi  le  coordinate  omogenee 
(cartesiane  o  proiettive)  (a;,  y,  z)  e  {x\  y\  z'). 

Osserviamo  in  primo  luogo  che  a  tre  numeri  x,  y,  z,  non 
tutti  nulli,  corrispondono,  in  virtù  delle  (1),  tre  numeri  x',y',z\ 
definiti  a  meno  del  fattore  di  proporzionalità  q,  e  certo  non  tutti 
nulli,  giacché  per  la  (2)  i  tre  trinomi  a  secondo  membro  delle 
(1)  non  possono  annullarsi  insieme.  Dunque  ad  ogni  punto  P 
di  II  corrisponde  un  punto  P'  di  ti'. 

Se  poi  risolviamo  le  (1)  rispetto  ad  x,  y,  z  (per  il  che 
basta  sommare  membro  a  membro  le  (1),  dopo  averle  moltipli- 
cate rispettivamente  per  i  complementi  algebrici  degli  elementi 
di  una  verticale  nel  determinante  J.),  otteniamo  le  relazioni 

ox  =  A^^x'  -f  A^^y'  +  A^^z', 

(3)  {     ay  —  A,^x'  -f-   ^22^'  +  ^32^', 
oz  =  Ai^x'  4-  A^sy'  +  Assz', 
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(dove  Aik  ^  il  complemento  algebrico  di  a,^.,  e  a  :=:  —  è  un 
coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo),  le  quali  esprimono 
le  coordinate  di  un  punto  P  di  ti,  in  funzione  delle  coordinate 
del  punto  corrispondente  P'  di  tt',  e  fanno  vedere  che  ad  ogni 
punto  di  Ti'  corrisponde  un  punto  di  n. 

Resta  ancora  da  dimostrare  che  ad  ogni  retta  dell' un  piano 
corrisponde  una  retta  nell'altro  piano.  Consideriamo  a  tal  fine 
una  retta,  ad  es.  sul  piano  ti',  la  quale  abbia  l'equazione 

r')  u'x'  4-  v'y'  +  w'z'  =  0 

(e  quindi  le  coordinate  u',  v',  w').  Mentre  il  punto  (x',  y')  2;') 
descrive  questa  retta,  il  punto  corrispondente  (x,  y,  z)  descrive 
in  TI  quel  luogo,  la  cui  equazione  si  ottiene  sostituendo  nella  r'), 
al  posto  di  x',  y',  z',  i  loro  valori  espressi  dalle  (1). 

Ordinando,  la  nuova  equazione  si  presenta  sotto  la  forma 

r)     (ttiiu'  -\~  «21^'  4"  a^iw')x  -\-  («12^'  -{-  «22^'  4~  ^32*^').^ 
+  (^13^'  +  «^23^'  +  a.i^w')z  =  0, 

e  rappresenta  quindi  una  retta  del  piano  ti;  anzi  quella  retta, 
le  cui  coordinate  u,  v,  w  sono  espresse  dalle 


TU    =    «uM'    -|-    «21^'    ~f"    ^ 


w 


(4)  <;    TV  =  tti^u'  -\r  a^^v'  -f  «32^'^ 

TW  ■=.  a^^u'  -j-  a.23v'  -j-  a^c^w', 

(dove  T  è  un  coefficiente  di  proporzionalità  non  nullo).  Ed  in 
modo  analogo  si  ricaverebbero  le  coordinate  u',  v',  w'  in  fun- 
zione delle  u,  V,  w. 

Rimane  cosi  pienamente  dimostrato  che  le  relazioni  (1) 
definiscono  una  coUineazione  fra  i  piani  ti,  ti'.  Se  poi  si  volesse 
far  vedere  che  ogni  coUineazione  tra  i  due  piani  può  esser 
rappresentata  a  quel  modo  (evitando  così  di  servirci,  come  si 
è  fatto  nel  n.°  170,  delle  formole  per  la  trasformazione  delle 
coordinate  proiettive,  formole  che  verrebbero  ridimostrate  per 
questa  nuova  via  indiretta),  basterebbe  provare  che  si  possono 
calcolare  i  nove  coefficienti  a,*  delle  (1)  in  guisa,  che  a  quattro 
punti  dati  arbitrariamente  in  ti  corrispondano  quattro  punti 
dati  arbitrariamente  in  ti'.  Trasformiamo  a  tal  fine  le  (1)  in 
coordinate  non  omogenee,  il  che  si  ottiene  dividendo  membro 


I 
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a  membro  la  prima  e  seconda  per  la  terza,   e  ponendo  ad  es. 
^  =   X',    fr    =   Z',    f  =  Z,   -f   =   r  (1): 

(1') 


tt^iX  -j-  a^^Y  -j-  «33 


y/    ^21  -3r   -j-    a.22  3^  4"    ^23 

«•31  JT   -j-    «32  Y  -\-    «33 

Osserviamo  poi  che  le  (1')  dipendono  effettivamente  da  otto 
costanti,  giacche  si  possono  dividere  i  due  termini  di  ciascuna 
frazione  per  uno  stesso  dei  coefficienti  che  entrano  a  denomi- 
natore, purché  non  sia  nullo.  Ora,  ogniqualvolta  si  stabilisca 
che  ad  un  punto  dato  (X,  Y  )  ài  n  debba  corrispondere  un 
punto  dato  (X',  Y')  in  ?r',  si  ottengono  due  equazioni  lineari 
fra  quelle  otto  costanti  (come  risulta  dalle  (1')  liberate  da  fra- 
zioni). Se  adunque  fossero  date  quattro  coppie  di  punti  corri- 
spondenti, avremmo  otto  equazioni  lineari  rispetto  ad  otto  quan- 
tità, le  quali,  in  tal  guisa,  sarebbero  generalmente  determinate. 

Osservazione  I.  —  Lo  stesso  procedimento  col  quale,  data 
l'equazione  di  una  retta  in  uno  dei  due  piani,  si  ottiene  l'equazione 
della  retta  corrispondente  nell'  altro,  permette  di  trovare  la 
equazione  di  quella  curva  dell' un  piano,  che  corrisponde  ad 
una  curva  assegnata  nell'altro.  Poiché  tutto  si  riduce  ad  ese- 
guire una  sostituzione  lineare  sulle  coordinate  omogenee  di 
punti,  si  conclude  (cfr.  n.°  141)  che  il  grado  di  una  equazione 
algebrica  non  si  altera,  e  quindi  V  ordine  di  una  curva  algebrica 
non  viene  alterato  da  una  collineazione\  o,  brevemente,  V ordine 
è  un  carattere  proiettivo  della  curva.  In  particolare:  un  cerchio, 
trasformato  mediante  una  collineazione  (  od  una  proiezione  ),  dà 
una  curva  di  secondo  ordine. 

Dualmente,  adoperando  le  formole  (4),  anziché  le  (1),  risulta 
che  la  classe  di  un  inviluppo  algebrico  di  rette  non  viene  alterata 
da  una  collineazione^  è  un  carattere  proiettivo  dell'inviluppo. 
Ed  é  pur  chiaro  che  la  tangente  ad  una  curva,  od  il  punto  di 
contatto  di  un  inviluppo,  si  mutano,  mediante  una  collineazione, 
nella  tangente,  o  nel  punto  di  contatto,  della  curva  o  dell'  invi- 
luppo trasformato. 
hTwq 

O)  È  evidente  l'analogia  di  queste  formole  colla  (1')  del  n.°  63  rap- 
presentante la  proiettività  fra  due  forme  di  prima  specie. 
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*  Osservazione  II.  —  Neil' esaminare  la  coUineazione  defi- 
nita dalle  (1)  noi  abbiamo  escluso  la  ipotesi  A  =  0,  giacché 
questa  conduce  ad  un^  coUineazione  degenere,  che  è  priva  di 
interesse  per  il  seguito  del  corso.  Basti  qui  notare  che  se  ^  =  0, 
ma  non  sono  nulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A  (carat- 
teristica =  2),  esiste  in  n  un  punto  singolare  S  a  cui  corrisponde 
ogni  punto  di  ti',  mentre,  per  ogni  altro  punto  di  ti,  il  punto 
corrispondente  è  determinato  ed  appartiene  ad  una  certa  retta 
singolare  s'  di  ti'.  Viceversa,  ad  un  punto  generico  di  Tt'  corri- 
sponde solo  il  punto  8  in  or,  ma  ad  un  punto  di  ti'  preso  sopra 
s'  corrispondono  tutti  i  punti  di  una  retta  uscente  da  S. 

Se  poi  sono  nulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A 
(caratteristica  =  1),  allora  ad  un  punto  generico  di  ti  corri- 
sponde un  unico  punto  singolare  S'  di  or';  mentre  i  punti  di  ti 
che  appartengono  ad  una  retta  singolare  s,  hanno  il  corrispon- 
dente indeterminato.  Viceversa,  ad  un  punto  generico  di  ti' 
corrisponde  su  ti  ogni  punto  della  retta  singolare  ■?;  ed  al  punto 
singolare  8'  di  ti'  corrisponde  ogni  punto  di  n. 

172.  Particolarità  metriche  della  coUineazione  fra  due 
piani.  —  Volendo  ora  esaminare  alcune  particolarità  metriche 
della  coUineazione  fra  piani  ti,  ti',  supponiamo  che  le  {x,  y,  z) 
e  {x',  y',  z')  figuranti  nelle  formole 

(     Qx'  =  anx  -\-  aviy  -j-  auz, 

(1)  l     Qy'  =  a-i\x  -f-  a-zty  "Y  a-^iZ, 

(     qz'   =  az\x  A^  a^^y  -j-  ay^z, 

siano  proprio  coordinate  cartesiane  omogenee. 

Alla  retta  all'infinito  i' ^,  di  equazione  z'  =  0,  in  tt', 
corrisponde  nel  piano  ti  una  retta  i,  retta  limite  o  di  fuga, 
generalmente  propria,  di  equazione  a^^x  -\-  a.^.iy  -^  a^o^z  ■=■  0. 
Similmente,  in  virtù  delle  (3)  del  n.°  171,  risulta  che  alla 
retta  ^x(^  =  0)  del  piano  ti  corrisponde  in  ti'  la  retta  limite 
j'(Aisx'  -\-  A^sy'  -f-  Ah'ìz'  =  0),  generalmente  propria.  È 
chiaro  che  due  punteggiate  r,  r'  corrispondenti,  e  quindi  proiet- 
tive, dei  piani  ti  e  ti',  avranno  rispettivamente  su  i,  j'  i  loro 
punti  limite.  Ed  a  rette  parallele  del  piano  ti  corrisponderanno 
in  Ti'  rette  secantisi  in  un  punto,  generalmente  proprio,  di  j'. 
Al  solo  punto  improprio  ijy^^  di  ti  corrisponde  un  punto  improprio 
i':c,j'  di  Ti']  sicché  ogni  retta  di  ti  parallela  alla  retta  limite  i, 

19 


—  290  — 

ha  per  corrispondente  in  n'  una  retta  parallela  alla  retta  limite^''; 
e  le  punteg^ate  sostenute  dalle  due  rette  sono  simili. 

173.  Affinità.  —  Può  accadere  che  alla  retta  all'infinito  i^  di 
n  corrisponda  la  retta  all'infinito  i'^^  di  n.  In  tal  caso  la  colli- 
neazione  prende  il  nome  di  affinità,  ed  affini  diconsi  i  due  piani. 
Per  stabilire  un'  affinità  fra  due  piani  n,  n  '  basta,  ai  tre  vertici 
(propri),  e  quindi  ai  tre  lati,  di  un  triangolo  in  n,  far  corrispon- 
dere in  Ti;'  i  tre  vertici  (propri),  e  quindi  i  tre  lati,  di  un  triangolo. 

Neil'  affinità,  punteggiate  corrispondenti  r,  r'  sono  simili,  è 
dunque  costante  il  rapporto  di  similitudine  fra  due  segmenti 
corrispondenti  qualisivogliano  delle  due  punteggiate.  A  rette 
parallele  di  n  corrispondono  in  n  '  rette  parallele,  ad  un  paral- 
lelogramma un  parallelogramma.  Quindi  a  due  segmenti  equi- 
pollenti (n.°  111)  fra  loro  in  n,  corrispondono  due  segmenti 
equipollenti  fra  loro  in  tt';  ossia  il  rapporto  di  similitudine 
relativo  a  due  punteggiate  corrispondenti  r,  r'  non  varia  se  r, 
e  quindi  r',  si  muove  parallelamente  a  sé  stessa;  ma  varia, 
generalmente,  col  variare  della  direzione  di  r  o  di  r' . 

Le  equazioni  dell'  affinità  fra  due  piani,  in  coordinate  carte- 
siane omogenee  (poiché  a  e'  =  0  corrisponde  z  ^=  0),  si  ridu- 
cono al  seguente  tipo 

(     Qx'  =  anx  -\-  ai2y  -\-  am, 

(1)  \       QV'    =    a^lX    +    «22^    -j-    «230, 

^         QZ'      =     «332;, 

ossia,  dividendo  membro  a  membro  la  prima  e  la  seconda  per 
la  terza,  e  sostituendo  ai  rapporti  4^,  -;-,  ^f,  ^|  le  coordinate 
cartesiane  ordinarie  x,  y,  2;',  ?/', 

x'   ■=^   anx  -j-  «12^  -f-  «18, 

y'     =     a<2,\X    -{-    0522?/    +    «23, 

dove  «11   =  -""  ,  .  .  .  sono  sei  costanti. 

Le  equazioni  si  semplificano  ulteriormente  se  si  suppone, 
come  è  lecito,  che  agli  assi  coordinati  x'  =  0,  y'  ==  0  di  ?i' 
corrispondano  in  n  gli  assi  coordinati  a?  =  0,  y  =  0;  quelle 
formole  infatti  acquistano  l'aspetto 
/2\  ^     a;'   =   mx, 

(     y'   —   ny, 
dove  w,  n  sono  due  costanti  (rapporti  di  similitudine  relativi 
alle  rette  corrispondenti  x,  x',  od  y,  y\  rispettivamente).  Le  (2) 
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lasciano  vedere  che,  per  passare  da  ogni  punto  P  di  :7r  al  punto 
corrispondente  P'  di  7i\  basta  alterare  l'ascissa  di  P  in  un  rap- 
porto costante  e 
l'ordinata  di  P 
in  un  altro  rap- 
porto costante. 
Per  assegnare  i 
valori  dei  due 
rapporti,  baste- 
rebbe dare,  oltre 
alle  due  coppie 
X,  x'  ed  7/,  y'  di 

rette  corrispondenti,  due  punti  corrispondenti  non  appartenenti 
a  quelle  rette. 

Un'altra  proprietà  notevole  dell'affinità  è  la  seguente: 

È  costante  il  rapporto  fra  le  aree  di  figure  corrispondenti 
in  una  affinità. 

Basterà  dimostrare  il  teorema  per  le  aree  triangolari,  giacche 
ogni  poligono  può  spezzarsi  in  triangoli,  e  l'area  di  una  figura 
curvilinea  può  riguardarsi  come  limite  di  aree  di  poligoni  iscritti. 

Siano  dunque  (a?,  y)^  (xi,  /yi),  (xo,  y^)  i  vertici  di  un 
triangolo  in  jt;  l'area  sarà  data  (n.°  l'20)  da 


A   = 


X        y        1 

xi       ,//i       1 

X2      y-i      1 

Il  triangolo   corrispondente  in  ?c',  se  l'affinità  è  rappresentata 
dalle  (2),  avrà  i  vertici  (wj.r,  ny).  ..,  e  quindi  l'area 


sena:?/ 
"2 


4' 


^qhx  y 


mx 

ny 

1 

mxi 

ny\ 

1 

mx2 

ny2 

1 

Portando   in   evidenza   i   fattori   m,  n,  e  dividendo  membro   a 

membro  l'ultima  relazione  per  la  precedente,  troviamo 

A  '  sen  X  '  u  ' 

——-   =1=   mn  j 

A  sen  X  y 

la  quale  dimostra  il  teorema.  Se,  in  particolare,  questo  rapporto 

vale  ±  1,  l'affinità  dicesi  equivalente. 

174.  Similitudine  ed  uguaglianza.  —  Nell'affinità  fra  due 

piani  TI,  :/r'  le  rispettive  punteggiate  all'infinito  si  corrispondono 
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proiettivamente.  Se  questa  proiettività  è  una  uguaglianza  (di 
guisa  che  l'angolo  di  due  direzioni  arbitrarie  A^,  B^  di  n,  sia 
uguale  all'angolo  delle  direzioni  corrispondenti  A'^^  B'^  din'] 
n.**  64,  II),  allora  ogni  angolo  di  n  uguaglia  V  angolo  corrispon- 
dente di  7t'\  ogni  triangolo  di  tt  è  simile  al  triangolo  corrispon- 
dente di  n'\  e  (]}iva.àì  il  rapporto  di  due  segmenti  corrispondenti 
dei  due  piani  (ossia  il  rapporto  di  similitudine  delle  punteggiate 
a  cui  quei  segmenti  appartengono)  è  costante^  indipendente  dalla 
direzione  dei  segmenti  stessi.  Una  siffatta  collineazione,  che  non 
altera  i  valori  degli  angoli  ne  i  rapporti  fra  segmenti,  dicesi 
similitudine  (^). 

Riferiti  due  piani  simili  a  due  sistemi  corrispondenti  di  assi 
coordinati  {xy  =  x'y')^  e  assunta  una  stessa  unità  di  misura 
per  valutare  i  segmenti  dell'uno  e  dell'altro  piano,  le  equazioni 
della  similitudine  sono 

x'   =   mx,     y'   =:   my, 
dove  m  è  il  rapporto  costante  fra  due  segmenti  corrispondenti 
del  secondo  e  del  primo   piano;   il  rapporto  costante  fra  aree 
corrispondenti  si  riconosce  essere  m^. 

Se  w  =  1,  i  due  piani  sono  uguali,  e  con  un  movimento 
nello  spazio  è  possibile  sovrapporre  le  figure  dell'  uno  alle  figure 
corrispondenti  dell'  altro. 

*  Osservazione.  —  L' uguaglianza  fra  due  punteggiate  im- 
proprie è,  come  sappiamo  (n.°  89),  una  proiettività  caratte- 
rizzata dal  fatto  che  i  punti  ciclici  delle  due  punteggiate  si 
corrispondono.  Segue  che  la  similitudine  fra  due  piani  può  de- 
finirsi come  una  collineazione  che  muta  i  punti  ciclici  délV  un 
piano  nei  punti  ciclici  dell'altro.  È  istruttivo  ricavare  da  questa 
definizione  le  equazioni  della  similitudine.  Riferiti  i  due  piani 
a  due  sistemi  di  assi  cartesiani  ortogonali  xy  ed  x'y',  comunque 
scelti,  e  notando  che  in  virtù  della   definizione  le  rette  all'in- 


0)  Si  osserverà  che  l'affinità  fra  due  piani  tt,  tt',  determinata  coli' as- 
segnare due  triangoli  simili  corrispondenti  (n."  173),  è  una  similitudine; 
di  qua  segue,  in  base  ad  una  considerazione  di  geometria  elementare,  che 
fra  due  piani  n,  ti'  si  può  stabilire  in  due  modi  diversi  una  similitudine, 
per  la  quale  a  due  punti  assegnati  di  tt  corrispondano  due  punti  assegnati 
di  n'. 
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finito  dei  due  piani  si  corrispondono,  potremo  anzitutto  ricon- 
durre le  equazioni  della  collineazione  al  tipo 

(     qx'  =    a\\x   -\-  any  -\-  aisz, 

(1)  l       QV'     =^     a-nX     +    «22^    +    «232:, 

(       QZ'     =     Z, 

(dove  nell'ultima  si  è  presa  l'unità  come  coefficiente  di  z,  il 
che  è  lecito  disponendo  del  fattore  di  proporzionalità  q).  Ora 
ad  uno  dei  punti  ciclici  (i,  1,  0)  di  tt  corrisponde,  per  ipotesi, 
uno  dei  punti  ciclici  di  tt',  che  possiamo  supporre  (fissando  con- 
venientemente i  versi  positivi  su  x',  y')  sia  ad  es.  il  punto 
{i,  1,  0)  ;  le  (1)  ci  danno  allora 

qÌ    =    ani   -j-    «12,  Q    =    «21^    -f-    «22, 

donde,  eliminando  p, 

(«12  +  «21)  +  («11  —  «22)*   =   0. 
Similmente,  tenendo  conto  del  punto  ciclico  (  —  i,  1,  0)  dei  due 
piani  (o  ricordando  che  le  a  sono  numeri  reali),  si  ha 

(ai2  -{-  «21)  —  («11  —  «22)  i   =   0, 
e  finalmente 

«12  4"  «21   =  0,       «11  —  «22   =   0. 
Posto  ora  nelle  (1) 

«11    =   «22   =   m,       «21    =   —  «12    =   n, 
e  passando  a  coordinate  non  omogenee;  quelle  equazioni  assu- 
mono la  forma 

C     x'   =z   mx  —  7iy  -f-  «,  / .—, 

(2)  ,y'    =    nrr.    J^   rr,  u   -X-    h  \  ^y    =    x'y'    z= 


y'   =   nx  -\-  my  -\-  h, 
dove  wi,  n,  a,  h  sono  quattro  costanti. 

Che  le  (2)  rappresentino  effettivamente  una  similitudine, 
si  può  anche  verificare  calcolando  la  distanza  d  di  due  punti 
{x,  y),  (a;o,  yo)  di  tt,  e  paragonandola  colla  distanza  d'  dei 
punti  corrispondenti  (x',  y'\  (x'o,  y'o)  di  ti'.  Si  ha  infatti  (in 
virtù  delle  (2)  applicate  alle  due  coppie  di  punti  corrispondenti) 
x'  —  x'q  =  m(x  —  xo)  —  n(y  —  yo), 
y'  —  2/'o  =  n{x  —  xo)  +  m{y  —  yo), 
e,  quadrando  e  sommando, 

d'^   =   (m2  -f  n^-)d\ 

Dunque   è   costante  ed  uguale   a,  V  m^  -j"  ^^   il   rapporto  fra 
segmenti  corrispondenti  dei  due  piani. 
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I  due  piani  sono  uguali  se  m^  -{-  n^  =  1;  allora,  essendo 
—  1  ^  m  ^  1,  esiste  un  angolo  «  tale,  che  cosa  =  me 
sena   =   n.  Con  queste  posizioni  le  (2)  divengono  (^) 

C     x'    ■=^   X  cosa  —  y  sena  -]-  «,         / —  ,_^ 

^^^  ^  y'  =  X  sena  +  yy  cosa  +  6,  i"^?^  "=  ^'^'  =  ' 
formole  che  definiscono,  sia  una  uguaglianza  fra  due  piani  tt,  ji\ 
sia  una  trasformazione  di  coordinate  ortogonali  sopra  uno  stesso 
piano  (n."  122). 

II  doppio  significato  delle  (3)  era  prevedibile.  Infatti,  se  i 
due  piani  uguali  sono  riferiti  ad  assi  coordinati  corrisponden- 
tisi,  allora  le  coordinate  ,r',  y'  di  un  punto  P'  di  n'  sono  ri- 
spettivamente uguali  alle  coordinate  .r,  y  del  punto  corrispon- 
dente P  di  tt;  se  invece  gli  assi  coordinati  non  si  corrispondono, 
i  valori  .x,  y  possono  riguardarsi  come  coordinate  di  P'  rispetto 
a  due  assi  ausiliari  di  ti',  i  quali  corrispondono  agli  assi  x,  y 
di  7c,  sicché  per  giungere  alle  vere  coordinate  x',  y'  di  P\  oc- 
corre applicare  alle  coordinate  ausiliari  x,  y  le  formole  che 
servono  a  passare  dai  due  assi  ausiliari  di  ti'  agli  assi  dati  x',  y'. 

175.  Elementi  uniti  di  una  collineazione.  —  Vogliamo  ora 
occuparci  di  questioni  relative  alle  particolari  posizioni  che  pos- 
sono avere  due  forme  dello  stesso  nome  (in  particolare  due  piani) 
collineari.  Chiameremo  al  solito  (n.°  66)  unito  un  elemento 
comune  alle  due  forme,  e  tale  che,  considerato  in  una  di  esse, 
abbia  per  corrispondente  sé  stesso  nell'altra.  E  potremo  sup- 
porre che  le  due  forme  abbiano  sostegni  distinti,  oppure  siano 
sovrapposte]  notando  che  nelF  ultima  ipotesi  ogni  elemento  del 
sostegno  comune  deve  esser  considerato  due  volte,  secondo  la 
forma  a  cui  si  vuole  attribuire  quell'elemento. 

Dalla  definizione  di  elemento  unito  segue  che,  se  P  e  Q 
sono  due  punti  uniti  in  una  collineazione  fra  due  piani,  la  retta 
PQ  é  pure  unita;  ed  i  punti  dei  due  piani  appartenenti  a  questa 
si  corrispondono  in  una  proiettività  di  cui  P  e  Q  sono  punti 
uniti.  In  generale,  nessun  altro  punto  della  retta  é  unito;  ma 


(^)  Se  ai  punti  ciclici  (+  «',  1,  0)  di  ;t  si  fossero  fatti  (X)rrispondere 
ordinatamente  ì  punti  ciclici  {^  i,  1,  0)  di  7r\  si  sarebbero  trovate,  in  luogo 
delle  (3),  formole  che  si  possono  ottener  da  queste  cambiando  il  segno  alla 
sola  y. 
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se  vi  è  un  terzo  punto  unito^  ogni  altro  punto  è  unito  (n.**  66), 
e  la  retta  è  luogo  di  punti  uniti. 

Questa  osservazione  (insieme  alle  analoghe)  dà  luogo  all'e- 
nunciato: se  in  una  collineazione  tra  due  forme  di  seconda  specie 
sono  uniti  due  elementi  distinti,  dello  stesso  nome,  il  sostegno 
della  forma  di  prima  specie  a  cui  quegli  elementi  appartengono 
è  pure  unito.  Se  quest'ultima  forma  possiede  un  terzo  elemento 
unito,  ogni  altro  suo  elemento  è  unito. 

176.  Piani  prospettivi.  —  Fu  già  notato  (n/  164,  11)  che  la 
proiezione  di  un  piano  jv  sopra  un  piano  distinto  n'  da  un  centro 
S,  non  appartenente  a  nessuno  dei  due  piani,  dà  luogo  ad  una 
particolare  collineazione  (prospettiva)  fra  i  piani  stessi,  nella 
quale  sono  uniti  tutti  i  punti  della  retta  ttti;'.  Viceversa: 

Se  in  una  collineazione  fra  due  piani  distinti  sono  uniti 
tutti  i  punti  della  retta  comune  intersezione,  le  congiungenti  i 
punti  deWun  piano  coi  punti  corrispondenti  deW altro  passano 
per  un  stesso  punto,  ed  i  due  piani  sono  prospettivi  rispetto  a 
questo  punto  {centro  di  prospettiva)  (^). 

Siano  n,  n'  \  due  piani,  u  ^^  nn'  la,  retta  di  punti  uniti. 
Presi  sopra  n  e  fuori  di  u  due 
punti  arbitrari  A,  B,  e  detti  A', 
B'  i  corrispondenti  in  n',  osser- 
viamo anzitutto  che  le  rette  cor- 
rispondenti AB,  A'B'  segano  u  in 
uno  stesso  punto;  infatti  il  punto 
d' incontro  ài  AB  con  u,  essendo 
unito,  deve  appartenere  anche  ad 
A'B'.  Segue  che  le  rette  A  A', 
BB',  giacendo  in  un  piano,  si  se- 
gano. Dunque  le  rette  congiungenti 
i  punti  di  Ti;  coi  punti  corrispon- 
denti di  ti'  si  segano  a  due  a  due;  e  poiché  non  sono  tutte  in 
uno  stesso  piano,  dovranno  tutte  passare  per  uno  stesso  punto 
(n.°  7,  ò')),  e.  d.  d. 


(^)   Si  enunci  e  si  dimostri  il  teorema  analogo  relativo  alle  stelle,  che 
si  deduce  trasformando  il  nostro  per  dualità  nello  spazio. 
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Osservazione  I.  —  Da  questo  teorema,  analogo  a  quello 
del  n.°  67  sulle  punteggiate  prospettive,  si  deduce  similmente 
che  si  può  sempre  passare  dalVuno  alV altro  di  due  piani  colli- 
neari, mediante  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni.  Lasciamo 
al  lettore  la  cura  di  dimostrare  tale  proprietà,  seguendo  le 
traccie  indicate  nell'es.  14)  dopo  il  n.°  185. 

Osservazione  II.  —  Facendo  ruotare  uno,  ?r',  di  due  piani 
prospettivi  ic,  ti'  intorno  alla  comune  intersezione  u  (senza  che 
le  figure  di  tt'  subiscano  alterazioni),  i  piani  rimangono  collineari 
e  conservano,  come  uniti,  tutti  i  punti  di  m;  quindi  sono  sempre 
prospettivi  rispetto  ad  un  centro,  che  si  muove  al  variare  di  n  ' 
(cfr.  n.°  185,  es.  11)).  Quando  però,  dopo  una  conveniente 
rotazione,  il  piano  ti'  viene  ad  adagiarsi  su  tt,  non  potremo 
più  chiamare  prospettivi  i  due  piani,  almeno  nel  senso  sopra 
adottato;  ma  dovremo  dire  che  i  due  piani  sovrapposti  sono 
ancora  collineari,  ed  hanno  come  uniti  tutti  i  punti  di  una 
retta  u,  senza  che  per  questo  siano  uniti  tutti  gli  altri  punti 
dei  piani  stessi.  A  questo  particolar  caso  di  collineazione  {omo- 
logia) conducono  anche  le  considerazioni  seguenti. 

177.  Forme  collineari  sovrapposte.  —  Occupiamoci  ora 
degli  elementi  uniti  di  una  collineazione  tra  forme  sovrapposte. 
Vale  il  seguente  teorema: 

8e  in  una  collineazione  tra  due  forme  di  2"  specie  sovrap- 
poste, sono  uniti  quattro  elementi  dello  stesso  nome,  dei  quali  tre 
qualunque  non  appartengano  ad  una  forma  di  prhna  specie, 
ogni  altro  elemento  è  unito,  e  la  collineazione  è  una  identità. 

Infatti,  se  i  quattro  elementi  uniti  sono  A,  B,  C,  D,  noi 
sappiamo  (n.°  168)  che  esiste  una  sola  collineazione,  la  quale  fa 
corrispondere  ad  A,  B,  C,  D,  considerati  come  elementi  della  prima 
forma,  gli  elementi  stessi  nella  seconda  forma.  Ma  una  collinea- 
zione soddisfacente  a  queste  condizioni  è  evidentemente  V  iden- 
tità, che  fa  corrispondere  ad  ogni  elemento  l'elemento  stesso: 
dunque  la  nostra  collineazione  è  l'identità. 

Se  quindi  dalle  nostre  ricerche  escludiamo  la  identità,  la 
ipotesi  di  quattro  elementi  omonimi  uniti  in  una  collineazione 
porta  di  conseguenza,  che  almeno  tre  fra  quelli,  ad  es.  A,  B,  C, 
appartengono  ad  una  stessa  forma  di  prima  specie,  la  quale 
allora  avrà  unito   ogni  altro  elemento  (n.°  175).    All' infuori  di 
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questa  forma,  vi  sarà  al  più  un  ulteriore  elemento  unito  dello 
stesso  nome  di  A,  B,  C. 

178.  Omologia  piana.  —  Limitandoci  allo  studio  delle 
coUineazioni  (non  identiche)  fra  due  piani  sovrapposti  ti,  n  ', 
siamo  così  condotti  ad  esaminare  le  ipotesi  che  siano  uniti 
tutti  i  punti  di  una  retta,  o  tutte  le  rette  di  un  fascio.  Le 
due  ipotesi  non  differiscono  però,  in  virtù  del  seguente  teo- 
rema: 

Se  in  una  collineazione,  non  identica,  fra  due  piani  sovrap- 
posti sono  uniti  tutti  i  punti  di  una  retta,  sono  pure  unite 
tutte  le  rette   di  un  fascio;  e  viceversa. 

Basterà  dimostrare  la  proposizione  diretta,  poiché  da  que- 
sta si  deduce  l'inversa  per  dualità  piana.  Sia  u  la  retta  luogo 
di  punti  uniti;  presi  due  punti  corrispondenti  distinti  A,  A' 
nei  piani  ji,  n',  e  detto  U  il  punto  (unito)  in  cui  la  congiun- 
gente A  A'  sega  u,  si  osservi  che  alla  retta  AZI  di  n  corrisponde 
in  ti'  la  retta  A'U,  cioè  la  retta  stessa.  E  dunque  unita  ognuna 
delle  infinite  rette  congiungenti  punti  omologhi  distinti;  e  di 
qua  segue  (n.°  177),  poiché  la  collineazione  non  è  l'identità, 
che  sono  unite  tutte  le  rette  di  un  fascio,  e.  d.  d. 

Dicesi  omologia  {piana)  una  collineazione,  non  identica,  fra 
due  piani  sovrapposti,  in  cui  sono  uniti  tutti  i  punti  di  una 
retta  e  tutte  le  rette  di  un  fascio;  quella  retta,  luogo  di  punti 
uniti,  dicesi  asse  di  omologia,  ed  il  punto,  centro  del  fascio  di 
rette  unite,  dicesi  centro  di  omologia  (^). 

In  una  omologia  piana,  di  centro  8  ed  asse  u,  sono  uniti 
tutti  i  punti  dell'asse  u,  ed  il  centro  8  (generalmente  esterno 
ad  u),  perchè  in  8  si  segano  due,  anzi  infinite  rette  unite  (n.°  175); 
e  sono  unite  tutte  le  rette  per  il  centro  ^S*,  e  l'asse  u.  All' in- 
fuori di  questi,  l'omologia   non   possiede   altri  elementi   uniti. 


{})  Che  esistano  coUineazioni  siffatte  risulta  per  ora  dalla  Oss.  II.  del 
n."  176,  dove  l'asse  di  omologia  è  la  retta  m,  intorno  a  cui  uno  dei  due 
piani  prospettivi  si  è  fatto  ruotare;  e  dalle  considerazioni  del  n."  13,  dove 
due  piani  sovrapposti  n.  n\  proiezioni  di  uno  stesso  terzo  piano  tto  da  due 
centri  distinti  S,  S',  risultano  omologici,  essendo  asse  e  centro  di  omo- 
logia le  tracce  di  n^  e  di  SS'  sul  piano  ji  ^^  ti'. 
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Ciò  è  chiaro  intanto  se  >S'  non  appartiene   ad   u,    giacche   una 
collineazione  non  identica,  fuori  di  una  retta  di  punti  uniti,  ha 

al  più    un  punto  u- 
nito;    e    dualmente 
(n.°  175).   Se   poi  8 
cade  in  u,  si  osservi 
che,  ammessa  l'esi- 
stenza   di    un  punto 
unito    T  fuori  di  m, 
ogni  retta  per  T,  con- 
giungendo     questo 
punto    unito    ad   un 
punto  unito  di  u,  sa- 
rebbe unita,  e  quindi,  fuori  del  fascio  8  di  rette  unite,  esistereb- 
bero effettivamente  infinite  rette  unite,  il  che  non  è  possibile. 
179.  Proprietà  fondamentale  e  costruzione  di  una  omologia. 
—  Vale  il  teorema: 

Punti  distinti  corrispondentisi  in  una  omologia  sono  allineati 
col  centro;  rette  distinte  corrispondentisi  si  segano  sulV  asse. 
Infatti,  se  J.,  A'  sono  due  punti  corrispondenti,  ed  a,  a'  due 
rotte  corrispondenti  in  una  omologia  di  centro  8  ed  asse  u,  la 
retta  8 A  (uscente  dal  centro)  è  unita,  e,  poiché  contiene  A, 
conterrà  pure  Jl';  similmente  il  punto  uà  (dell'asse)  è  unito 
e,  appartenendo  ad  a,  apparterrà  pure  ad  a'. 

Una  omologia  è  individuata  quando  di  essa  si  conoscano  il 
centro,  V  asse  e  due  elementi  corrispondenti  distinti,  che  possono 
essere  o  punti  allineati  col  centro^  o  rette  secantisi  sull'asse. 

Ammesso,  in  primo  luogo,  che  esista  una  omologia  avente 
il  centro  8^  l'asse  u,  e  due  punti  corrispondenti  distinti  J,,  A' 
allineati  con  8,  vedremo  che  in  un  unico  modo  si  può  costruire 
quel  punto  B'  di  tt',  che  corrisponde  ad  un  dato  punto  B  di  Ji. 
Infatti  B'  deve  appartenere  alla  retta  8B,  ed  inoltre  alla  retta 
omologa  di  AB,  che  passa  per  A'  e  per  la  intersezione  di  AB 
con  u.  La  costruzione  indicata  cadrebbe  solo  in  difetto,  quando 
quel  punto,  sia  D  ad  es.,  di  cui  si  chiede  1'  omologo  D',  fosse 
scelto  sopra  la  retta  SA;  ma  allora  basterebbe  servirsi  in 
quella  costruzione,  anziché  della  coppia  A  A',  di  una  coppia 
ausiliare  di  punti   corrispondenti  BB\  fuori  della  retta  SA. 
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Se  poi  di  una  retta  a  si  chiedesse  la  corrispondente  a',  baste- 
rebbe di  un  punto  di  a,  costruire  il  corrispondente,  e  congiun- 
gerlo col  punto  uà. 

Dimostriamo,  in  secondo  luogo,  che  esiste  effettivamente 
una  omologia,  di  cui  sono  assegnati  arbitrariamente  il  centro  S, 
Tasse  u  e  due  punti  corrispondenti  ^,  A'  allineati  con  S^  ma 
non  cadenti  né  in  /S',  ne  sopra  u.  A.  tal  fine  costruiamo  (il  che 
può  farsi  in  infiniti  modi)  due  triangoli  ABC,  A'B'C  omolo- 
gici rispetto  al  centro  -S',  ed  all'asse  u,  aventi  due  vertici  omo- 
loghi in  J.,  J.';  e  consideriamo  la  coUineazione  ben  determinata 
iìii'C')  (n.°  168).  Questàha  come  unite  tre  rettQ  SA  A',  SBB\ 
SCC,  e  quindi  le  infinite  rette  del  fascio  S;  è  adunque  una 
omologia  di  centro  8.  di  cui  V  asse,  dovendo  contenere  i  punti 
di  incontro  di  rette  omologhe  AB  •  A'B\  AC  ■  A'C,  BC  -  B'C, 
coincide  con  u.  Esiste  per  conseguenza  l'omologia  in  discorso. 

180.  Caratteristica  di  una  omologia.  —  Sopra  una  rotta 
uscente  da  ^S'  i  punti  arbitrari  A,  D,  .  .  .  ,  considerati  nel  piano 
?r,  e  i  loro  corrispondenti  nell'omologia  A',  D',  ...  in  jt',  for- 
mano due  punteggiate  proiettivo  sovrapposte,  i  cui  punti  uniti 
sono  /S'  e  il  punto  U  intersezione  della  retta  con  u]  la  proiet- 
tività  è  dunque  iperbolica,  o  parabolica,  secondochè  -S'  non  cado 
o  cade  sopra  u.  Nel  primo  caso  si  ha  (n.*^  73,  a)) 

(SUA  A')  =   (SUDD')  =   ...; 

ma  lo  stesso  valore  ha  il  doppio  rapporto  (SYBB')  formato 
dal  punto  -S*,  da  un  altro  punto  V  dell'asse  e  da  due  punti 
omologhi  B,  B'  della  retta  SV,  perchè  l'ultima  quaterna  è  pro- 
spettiva a  ciascuna  delle  precedenti;  quindi: 

In  una  omologia  è  costante  il  doppio  rapporto  formato  da  due 
punti  omologhi  qualunque.,  dal  centro  e  dalla  intersezione  della 
congiung'ente  i  due  punti  coW asse;  ed  ha  lo  stesso  valore  il  doppio 
rapporto  formato  da  due  rette  omologhe,  dalla  congiungente  la  loro 
intersezione  col  centro,  e  dalVasse,  perchè  due  rette  omologhe 
a,  a'  segano  una  retta  per  -S^  in  due  punti  omologhi. 

Questo  doppio  rapporto  costante  dicesi  caratteristica  od  in- 
variante assoluto  della  omologia.  La  caratteristica  ha  pure  un 
significato  per  lo  omologie  speciali  aventi  il  centro  sull'asse; 
ma  per  queste  ha  sempre  il  valore  -f-  1. 
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Una  omologia  non  speciale  è  determinata  e  può  costruirsi, 
quando  sia  dato  il  centro,  Tasse  e  la  caratteristica. 

181.  Omologia  involutoria.  —  È  notevole  quella  particolare 
omologia  che  ha  la  caratteristica  —  1  ;  in  essa  due  punti  omolo- 
ghi qualisivogliano  A^  A'  sono  separati  armonicamente  dal  centro 
e  dall'asse  di  omologia;  e  le  coppie  di  punti  omologhi  appar- 
tenenti ad  una  retta  uscente  dal  centro  formano  una  involu- 
zione. I  due  punti  A,  A'  si  corrispondono  in  doppio  modo  o  invo- 
lutoriamente]  vale  a  dire,  agli  elementi  J.,  A'  considerati  in  uno 
dei  due  piani  tt,  n'  legati  dall'omologia,  corrispondono  nell'altro 
piano  gli  elementi  A'  ed  A.  Perciò  questa  omologia  si  suol  chia- 
mare involutoria  (o  armonica)'^  ed  è  chiaro,  inversamente,  che 
una  omologia  dotata  della  proprietà  involutoria  ha  la  caratte- 
ristica —  1. 

Ma  è  notevole  il  fatto  che  le  omologie  armoniche  sono  le 
sole  collineazioni  involutorie  fra  due  piani  sovrapposti  (coUinea- 
zioni  non  identiche,  in  cui  gli  elementi  si  corrispondono  in  doppio 
modo;  od  anche,  collineazioni  K  coincidenti  colle  loro  inverse, 
K  =  -ET  ~  ^ ;  collineazioni  il  cui  quadrato  è  l' identità,  K'^  =  1  ; 
cfr.  n.°  79).  Se  infatti  a  due  punti  distinti  A^  A'  ài  un  piano  n 
corrispondono,  nel  piano  collineare  sovrapposto  jt',  i  punti  A' 
ed  J.,  la  retta  A  A'  corrisponde  ad  A'  A^  ed  è  quindi  unita.  Ma 
in  tal  caso  la  collineazione  possiede  infinite  rette  unite  (con- 
giungenti punti  corrispondenti),  ed  è  una  omologia  (n.°  178) 
involutoria. 

Una  collineazione  fra  due  piani  sovrapposti  è  involutoria  (e 
quindi  omologica)^  se  possiede  due  coppie  di  punti  i  quali  si  cor- 
rispondano in  doppio  modo,  e  costituiscano  un  quadrangolo.  Se 
infatti  una  collineazione  K  muta  i  punti  A,  A', B,B'  in  A',  A, B ',5, 
la  collineazione  K^  ha  come  uniti  i  quattro  punti  nominati,  e 
quindi  è  una  identità. 

Segue,  ad  es.,  che  se  una  collineazione  fra  due  piani  so- 
vrapposti subordina  una  involuzione  sopra  ciascuna  di  due  rette 
unite  distinte,  essa  è  una  omologia  involutoria  col  centro  nella 
intersezione  delle  due  rette. 

182.  Proprietà  e  particolarità  metriche  di  una  omologia.  — 
Alla  retta  all'infinito  di  due  piani  ti,  n'  sovrapposti,  legati  da 
una  omologia,  corrispondono  rispettivamente  in  ti'  e  ti  due  rette 
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*'  ed  j,  generalmente  proprie,  dette  rette  limite  dei  rispettivi 
piani;  queste  sono  parallele  all'asse  (n.**  179).  Inoltre,  poiché 
nella  proiettività  che  la  omologia  subordina  sopra  una  retta 
qualsiasi  uscente  dal  centro  >S,  i  punti  uniti  stanno  in  8  e  sopra 
w,  mentre  i  punti  limite  appartengono  ad^"  ed  «',  segue  (n.°  73,  ò)) 
la  seconda  parte  del  teorema: 

In  una  omologia  le  rette  limite  sono  parallele  all'asse;  e  la 
retta  che  biseca  la  striscia  compresa  fra  quelle^  dista  ugualmente 
(in  versi  opposti)  dal  centro  e  dall'asse. 

Le  rette  limite  sono  improprie  se  la  retta  all'infinito  è  unita; 
e  ciò  può  accadere: 

a)  quando  la  retta  all'infinito  è  asse  di  omologia; 

h)  quando  il  centro  di  omologia  è  improprio; 

e)  quando  le  due  particolarità  si  presentano  insieme. 

Esaminiamo  staccatamente  queste  ipotesi. 

a)  Se  l'asse  di  omologia  è  improprio,  rette  corrispondenti  sono 
parallele,  ed  angoli  corrispondenti  sono  uguali;  i  due  piani  jt,  ti' 
sono  simili  (n.°  174),  ma,  per  mettere  in  luce  il  parallelismo  ac- 
cennato, si  suol  dire  che  sono  simili  e  siìnilmente  posti,  od  omotetici. 

Se  /S*  è  il  centro  (supposto  proprio)  di  omologia,  o  di  omotetia, 

ed  A,  A']  B,  B';  . .  .  sono  coppie  di  punti  corrispondenti,  si  ha 

>S'^  8B  .... 

-77-77-  =  -?7^T  =   .  .  .   =   caratteristica. 
ISA  !SB 

Questo  rapporto  costante  si  chiama  rapporto  di  omotetia,  e  la 
omotetia  è  diretta  od  inversa,  secondo  che  il  rapporto  è  positivo 
o  negativo.  Il  rapporto  tra  le  aree  di  fi- 
gure corrispondenti  (come  sono  ad  es.  i 
triangoli  8 AB,  8A'B')  è  il  quadrato  del 
rapporto  di  omotetia. 

Preso  8  come  origine  di  un  sistema  di 
coordinate  cartesiane  non  omogenee,  e 
dette  {x,  y),  (x',  y')  le  coordinate  di  due 
punti  corrispondenti,  la  omotetia  è  rap- 
presentata dalle  equazioni 

x'   =   mx,     y'   =   my, 
dove  —  è  il  rapporto  di  omotetia. 

Se  il  rapporto  vale  —  1,  la  omotetia  è  involutoria,  e  si 
riduce   alla  simmetria  rispetto   ad  un  centro   8]   figure   corri- 
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spondenti  sono  direttamente  uguali^  ed  una  di  esse  può  sovrapporsi 
all'  altra  mediante  la  rotazione  di  un  angolo  piatto  intorno  ad  8. 

(Talvolta  si  chiama  pure  omotetia  una  coUineazione  fra  due 
piani  paralleli  distinti^  in  cui  rette  corrispondenti  sono  paral- 
lele. In  una  siffatta  coUineazione,  caso  particolare  di  similitu- 
dine, sono  evidentemente  uniti  i  punti  all'inlinito  comuni  ai 
due  piani;  e  quindi  i  piani  stessi  sono  prospettivi  (n.°  176)). 

6)  Se  il  centro  di  una  omologia  è  improprio,  >S'x,  e  Tasse 
proprio,  M,  la  omologia  prende  il  nome  di  affinità  omologica. 
Le  rette  congiungenti  punti  omologhi  sono  tutte  parallele  fra 
loro  ;  ed  è  costante  il  rapporto  delle  distanze  di  due  punti  omo- 
loghi Aj  A'  dall'  asse,  perchè,  detta  U  la  intersezione  di  A  A' 
coir  asse,  la  caratteristica,  o  rapporto  di  affinità,  diviene 

À'  TT 
(AA^S^  U)  =  -A-^- . 

Lo  stesso  rapporto  intercede  fra  le  aree  di  figure  corrispondenti. 
Casi   particolari  si  presentano    quando   la  direzione  di  8^ 

è  normale  all'asse  {affinità  ortogonale),    o    quando  il  rapporto 

di  affinità  vale  —  1  {affinità 
involutoria,  o  simmetria  obliqua). 
Se  queste  due  condizioni  si  ve- 
rificano insieme,  si  ha  la  simme- 
tria ortogonale  rispetto  ad  un 
asse  ;  due  figure  corrispondenti 
sono  inversamente  uguali,  e  per 
ottenerne  la  sovrapposizione  bi- 
sogna far  ruotare  di  un  diedro 
piatto  il  piano  dell'una  intorno 
all'  asse. 

Un  altro    caso  particolare 
{affinità  omologica  speciale)    si 

presenta  quando  il  centro  /S'on    è  il  punto  all'infinito  dell'asse. 
Per   rappresentare    analiticamente   una    affinità   omologica 

non   speciale,  assumiamo   l'asse  di  affinità  come  asse   delle   x, 

ed  8^  come  direzione  dell'asse  y,  in  un  sistema  di  coordinate 

cartesiane  non  omogenee;  troveremo  subito  le  equazioni 
x'   =   ic,       2/'   =   '^■y.) 

essendo  n  il  rapporto  di  affinità  sopra  menzionato. 
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e)  Se  finalmente  il  centro  di  omologia  8^  e  l'asse  sono 
impropri,  tutte  le  rette  AA\  BE', .  .  .  congiungenti  punti  cor- 
rispondenti sono  parallele,  e  sono  pure  parallele  rette  corrispon- 
denti, come  AB  eà  A'B'.  Segue  che 
i  segmenti  AA\  BB',  .  .  .  ,  congiun- 
genti punti  omologhi,  sono  uguali, 
paralleli  ed  ugualmente  diretti,  o, 
brevemente,  equipollenti.  Ed  equipol- 
lenza può  chiamarsi  questa  speciale 
omologia.  Figure  corrispondenti  AB... 
ed  A'B'  . . .  sono  uguali,  e  per  sovrap- 
porre la  prima  alla  seconda  basta  ef- 
fettuare una  traslazione  del  piano  su 
sé  stesso  nella  direzione  di  /S^  (mo- 
vimento in  cui  tutti  i  punti  descri- 
vono segmenti  equipollenti). 

Riferendo  il  piano  a  coordinate  cartesiane  di  cui  V  asse  x 
passi    per  S^,  la  equipollenza  sarà  rappresentata    da  relazioni 

del  tipo 

x'   =z  X  -^  a,       y'   =   y 

{a  costante)  ;  o,  se  gli  assi  coordinati  sono  scelti  comunque, 

x'    =    X  -\-  a^       y'    =   y  -^  b 
{a  e  b  costanti). 

183.  Determinazione  analitica  degli  elementi  nniti  di  una 
collineazione  fra  piani  sovrapposti.  —  Riprendiamo  in  esame 
una  collineazione  qualsiasi  fra  due  piani  sovrapposti  tt,  ti',  e 
proponiamoci  di  determinare  gli  elementi  uniti,  che,  in  generale, 
saranno  in  numero  finito  (al  più  tre  punti  e  tre  rette  ;  n."  175)  (^). 
Volendo  condurre  la  ricerca  per  via  analitica,  riferiamo  i  due 
piani  ad  uno  stesso  sistema  di  coordinate  omogenee  (cartesiane 
o  proiettive).  Indichiamo  con  (a?,  y,  z)  le  coordinate  di  un  punto 
di  JT,  con  (x',  y\  z')  le  coordinate  del  punto  corrispondente 
di  tt',  e  ricordiamo  le  equazioni  della  collineazione  (n.°  171) 
Qx'   =   a^^x  +  a^^y  -\-  a^^z, 

(1)  ^     Qy'   =   «21^  +  ^^y  +  «23^j 

Qz'   =   «eia;  +  a^^y  +  «33^- 


(^)  In  modo  analogo  si  procederebbe,   quando  si  avesse  una  collinea- 
zione fra  stelle  sovrapposte. 
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Se  37,  y,  z  sono  le  coordinate  di  un  "punto  unito  nella  col- 
lineazione,  noi  potremo  nelle  (1),  al  posto  di  x\  y',  0',  scri- 
vere X,  2/,  z.  Con  ciò,  portando  tutti  i  termini  in  uno  stesso 
membro,  le  (1)  divengono 

(   («n  —  q)x  +  «122/  4-  a^^z  =   0, 

(2)  <  «21^        +  («22  —  Q)y  +  ^23^  =  0, 

(  «3,37  4-  £^32  2/  +    («33    —     q)z      =Z     0. 

Si  tratta  di  ricavare  x,  y,  z  (o  meglio,  i  rapporti  ^^  ,  -j~) 
dalle  equazioni  (2),  che  contengono  inoltre  la  incognita  ausi- 
liare Q.  Cominciamo  a  calcolare  quest'ultima,  osservando  che, 
se  esiste  un  punto  unito,  le  (2)  devono  coesistere  per  valori 
non  tutti  nulli  di  x,  y,  z  (coordinate  del  punto),  e  quindi  deve 
aversi 

<Zjl  Q  «jg  «13 

(3)  «21  *22   —  Q  ^23  =    0. 
«31                        «32            «33            Q 

Questa  equazione  è  di  terzo  grado  in  (>,  e  fornisce  tre  radici 

(4)  (>i,     Q21     ?3- 

Sostituendo  nelle  (2),  al  posto  di  ^,  uno  dei  valori  trovati, 
ad  es.  ()i,  una  fra  le  (2)  diviene  conseguenza  delle  rimanenti 
due,  per  l'annullarsi  del  determinante  (3);  e  queste  due  (siano, 
per  fissar  le  idee,  le  due  prime),  risolte  rispetto  ad  a?,  ^,  z,  forni- 
scono le  coordinate  richieste  di  un  punto  unito: 

(5)  Xi  :  ^1  :  01  = 

li  —  Qi 


Q 1      ^2i 


«o. 


«11    —   Q^ 
«01 


"'12 
^22   —   Ql 


Sostituendo  poi,  al  posto  di  q^,  successivamente  q^  ^  Qs> 
le  (5)  daranno  le  coordinate  (x^^  y^,  ^2)  ®  (^3'  Vs^  ^3)  ^^ 
altri  due  punti  uniti.  Si  conclude: 

Una  coUineazione  fra  due  piani  sovrapposti  ha,  in  generale^ 
tre  punti  uniti,  e  (per  dualità)  tre  rette  unite. 

Del  resto  la  determinazione  delle  rette  unite  si  potrebbe 
ricavare  dalle  relazioni  (4)  stabilite  al  n.°  171,  le  quali  le- 
gano le  coordinate  (u,  v,  w),  (w',  v',  w')  di  rette  corrispon- 
denti nei  due   piani.    Ripetendo  il  ragionamento  ora  fatto,    si 
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trova  che  le  coordinate  di  una   retta    unita   devono  soddisfare 
alle  equazioni 

(    (^11  —  c)^  ~t~         ^21^        "f"  a^^w       =   0, 

(2')  l  «12^  +  («22    —   ?)^    +  «32^  =     0, 

dove  Q  è  radice  della  equazione  che  si  ottiene  da  queste  me- 
diante eliminazione  di  u,  v,  w.  Ora,  poiché  la  equazione  in  q 
coincide  colla  (3),  si  conclude  che  ciascuna  radice  q  della  (3) 
fornisce,  secondo  che  vien  sostituita  nelle  (2)  o  nelle  (2'),  le 
coordinate  di  un  punto  o  di  una  retta  unita.  E  si  vede  cosi  che 
ad  ogni  punto  unito  è  associata  una  retta  unita,  e  viceversa  (^). 
*  Accenniamo  ora  brevemente  ai  vari  casi  che  si  possono 
presentare,  in  relazione  colle  radici  dell'equazione  cubica  (3),  a 
coefficienti  reali. 

1)  Le  tre  radici  qi,  qo,  Qs  possono  esser  reali  e  distinte; 
in  tal  caso  i  punti  uniti  Ui,  Uo,  Ug  sono  reali  e  distinti^  ver- 
tici di  un  triangolo,  i  cui  lati  Ui,  U2,  ua  (opposti  ad  Z7i,  U2,  Us) 
sono  le  rette  unite.  Scegliendo  questo  triangolo  come  fondamen- 
tale per  il  sistema  di  coordinate  proiettive,  è  facile  vedere  che  le 
equazioni  della  collineazione  assumono  la  forma 

(a)  Qx'  =  ax,     Qij'  =  6?/,     Qz'  =  cz 

(essendo  a,  6,  e  tre  costanti  reali,  non  nulle,  e  distinte). 

2)  Delle  tre  radici,  una  qi  è  reale,  e  due  ()2,  qz  sono  imma- 
ginarie coniugate;  allora  un  punto  unito  Ui  è  reale,  e  gli  altri 
due  U2,  U3  sono  immaginari  coniugati;  unaretta  unita  ui  =  U2U3 
è  reale,  non  passante  per  Ui,  e  le  altre  due  U2  ^  U1U3,,  U3  =  U1U2 
sono    immaginarie    coniugate.    Non    si    può    in    tal  caso   assu- 


(^)  Per  quanto  riguarda  la  mutua  posizione  dei  punti  e  delle  rette  in 
questione,  si  può  dimostrare  che  un  punto  ed  una  retta,  corrispondenti  a 
due  diverse  radici  d,  C2  della  (3),  si  appartengono.  Si  sostituiscano  infatti 
nelle  (2),  al  posto  di  Q,  x,  y,  2,  i  simboli  d,  «1,  iji,  ^i,  ottenendo  le  rela- 
zioni che  chiameremo  (2o),  e  si  sostituiscano  nelle  (2'),  al  posto  di  q,  m,  v,  w, 
i  simboli  Q2ì  M2j^2>*'^27  Ottenendo  certe  relazioni  (2o');  poi  si  moltiplichino 
le  (2o)  per  U2.  i'2i  ^2  rispettivamente,  e  si  sommino  membro  a  membro. 
Risulterà,  tenuto  conto  delle  (2o')) 

((>2  —  Ci)  («2  ^\  +  ^2  Vi  +  «'2  2i)   =  0, 
la  quale,  poiché  Q.2  4=  Ci,  dimostra  che  il  punto  unito  (xj,  ?/i,  Zi)  appar- 
tiene alla  retta  unita  (^2»  ^21  ^2)- 
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mere  il  triangolo  unito  come  fondamentale,  quando  si  voglia 
far  uso  di  coordinate  reali  per  rappresentare  punti  reali.  Ma 
si  può  ad  es.  assumere  il  sistema  di  coordinate  in  guisa,  che 
i  tre  punti  uniti  Z7i,  Z72,  Ili  abbiano  rispettivamente  le  coor- 
dinate (0,  0,  1),  (i,  1,  0),  ( — ■  i,  1,  0),  (per  modo  che  Z7,  sia 
un  punto  fondamentale,  ed  u\  una  retta  fondamentale);  si  di- 
mostra che,  con  questa  scelta,  le  equazioni  della  collineazione 
assumono  la  forma 

(/?)        Qx'  =  ax  —  ò?/,     gy'  =:  hx  -\-  ay^     qz'  =  cz 
(dove  a,  ò,  e  sono  tre  costanti  reali,  di  cui  le  due  ultime  almeno 
diverse  da  zero). 

3)  Delle  tre  radici  ()j,  q^^  q^,  due  sono  reali  e  coincidenti 
Q^  =  ^2j  la  rimanente  q^  è  reale  e  distinta  da  queste;  allora 
dei  tre  punti  uniti  (certo  reali)  due  coincidono  in  Uj  =  U2, 
mentre  Ug  è  distinto  da  questi,  e  delle  tre  rette  unite  due 
ui  =  U2U35  ^2  =  ^1^3  coincidono,  mentre  V altra  Ug  è  distinta 
da  queste  e  passa  per  i  punti  uniti  coincidenti.  Scelto  in  U^  il 
punto  fondamentale  (1,  0,  0),  in  Zìi  ^  U2  il  punto  (0,  0,  1), 
e  in  un  punto  arbitrario  di  ua  il  terzo  punto  fondamentale 
(0,  1,  0)  di  un  sistema  di  coordinate  proiettive^  le  equazioni 
della  collineazione  si  presentano  sotto  la  forma 

(y)  Qx'  =  ax,     Qy'  ==  hy,     qz'  =z  cy  -{-  bz 

(dove  «,  6,  e  sono  tre  costanti  reali,  non  nulle,  di  cui  le   due 

prime  si  suppongono  distinte  fra  loro). 

4)  Le  tre  radici  qi,  q2,  Q3  sono  reali  e  coincidenti;  allora 
i  tre  punti  uniti  coincidono  in  un  punto  reale  Ui  =  U2  ^  U3, 
e  le  tre  rette  unite  coincidono  in  una  retta  reale  Ui  ^  U2  ^  Ug 
passante  per  runico  punto  unito. 

Scelto  l'unico  punto  unito  come  punto  fondamentale  (0,  0,  1) 
e  l' unica  retta  unita  come  retta  fondamentale  a:;  =  0,  le  equa- 
zioni della  collineazione  assumono  la  forma 
(ò)     Qx'  ■=■  ax,    Qy'  ■=  hx  -\-  ay,    qz'  ■=  ex  -\-  dy  -{-  az, 
(dove  a,  h,  e,  d  sono  quattro  costanti  reali,  di  cui  a,  6,  d  almeno 
sono  diverse  da  zero). 

5)  Può  anche  succedere  che  una  radice  della  equazione  (3), 
ad  es.  ^,,  annulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  determi- 
nante (3),  nel  qual  caso  q^  è  radice  almeno  doppia  (e  quindi 
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reale),  q^  =  q^,  giacché  essa  annulla  pure  la  prima  derivata 
del  polinomio  (3)  (la  quale  è  data  dalla  somma  dei  comple- 
menti algebrici  relativi  agli  elementi  della  diagonale  princi- 
pale). Sostituendo  Qi  al  posto  di  q  nelle  (2),  due  di  quelle 
equazioni  divengono  conseguenza  della  rimanente,  di  guisa  che 
ogni  sistema  di  valori  (x,  y,  z)  soddisfacente  questa,  soddisfa 
certo  le  altre  due,  e  fornisce  quindi  un  punto  unito.  Esistono 
adunque  infiniti  punti  uniti  appartenenti  ad  una  retta^  rappre- 
sentata da  quella  equazione.  E  dualmente  esistono  (come  risulta 
sostituendo  g^  al  posto  di  q  nelle  (2'))  infinite  rette  unite  apparte- 
nenti ad  un  fascio.  Il  centro  del  fascio  è  pure  un  punto  unito,  che 
si  riconosce  corrispondere  alla  terza  radice  ^g,  pure  reale,  della 
equazione  (3).  In  questo  caso  adunque  la  collineazione  è  una 
etnologia  (n.^  178),  e  precisamente  una  omologia  generale  (col 
centro  fuori  dell'asse)  se  q^  =t=  ()j,  speciale  se  q^  =  q^  =  ^.,. 

Assumendo  il  centro  di  omologia  come  punto  (0,  0,  1)  di 
un  sistema  di  coordinate  proiettive,  e  ricordando  che  le  rette 
uscenti  da  esso  sono  unite,  e  quindi,  in  particolare,  alle  rette 
a;  rr=:  0,  «/  =  0,  a;  -f-  y  =  0  del  primo  piano  corrispon- 
dono le  rette  x'  =  0,  y'  =  0,  x'  -\-  y'  z=z  0  del  se- 
condo piano,  si  trova  che  le  equazioni  della  omologia  sono  del 
tipo 

Qx'  =  <2iiX,     Qy'  =  a^^y,     qz'  =  a^^x  -j-  a^^y  +  a.*z. 

Formando  con  questi  coefficienti  l'equazione  analoga  alla  (3) 

«jj    —    Q  0  0 

0  fljj  —  Q  0  =0, 

risulta  che  q^^^Q^^a^^h.  radice  doppia  ed  annulla  tutti  i 
minori  del  secondo  ordine;  ad  essa  corrisponde  l'asse  di  omologia 

«31^    +    «^32^    +    («33    —    «n)^     =     0- 

All'altra  radice  q.^  =  «33  corrisponde  il  centro  (0,  0,  1). 

Se  «ij  =t=  «33,  e  quindi  il  centro  non  cade  sull'asse,  pos- 
siamo ancora  assumer  V  asse  come  retta  z  =  0,  il  che  equivale 
a  suppor  nulli  i  coefficienti  «gj,  «3^.  Vediamo  cosi  che  le  equa- 
zioni di  una  omologia  generale^  avente  per  centro  il  punto  (0,  0,  1) 
e  per  asse  la  retta  0  :=:  0,  sono  del  tipo 
(e)  Qx'   =   ax,     Qy'   =   ay^     qz'   =   hz, 
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dove  a  e  h  sono  costanti  diverse  tra  loro  e  non  nulle;     -  è  la 
caratteristica  (n.°  180). 

Se  invece  a^^  =  a ,3  (e  quindi  q^  =.  q^  =  ?3))il  centro 
cade  sull'asse;  assunto  questo  come  retta  ?/  =  0  (e  posto  dun- 
que «3,  =  0,  «33  =  a  II),  le  equazioni  della  omologia  speciale 
si  presentano  sotto  la  forma 

(e')  Qx'  =   ax,     qy'    =    ay,     qz'   z=z    hy  -\-  az, 

dove  a  e  ò  sono  costanti  non  nulle. 

*  184.  Costruzione  dei  punti  uniti  di  una  collineazione 
fra  piani  sovrapposti.  —  La  costruzione  dei  punti  uniti  di  una 
collineazione  generale  fra  piani  sovrapposti,  dipendendo  da  una 
equazione  di  terzo  grado,  generalmente  irriducibile,  non  può 
eseguirsi  col  compasso  e  colla  riga  (cfr.  Appendice).  Essa  porta 
a  determinare  le  residue  intersezioni  di  due  curve  del  secondo 
ordine  aventi  un  punto  noto  comune.  Infatti  la  collineazione 
che  muta  il  piano  tv  nel  piano  n',  faccia  corrispondere  ad  un 
punto  arbitrario  P  di  n  il  punto  P',  ed  a  P'  (considerato  in  ti) 
il  punto  P".  Allora  il  fascio  di  rette  di  centro  P  sarà  riferito 
proiettivamente  al  fascio  di  centro  P',  e  questo  al  fascio  di  centro 
P".  I  luoghi  delle  intersezioni  di  rette  corrispondenti  nelle  due 
coppie  di  fasci  P,  P'  e  P',  P"  saranno  due  curve  del  secondo 
ordine  passanti,  la  prima  per  P  e  P',  la  seconda  per  P'  e  P" 
(n.*'  148).  Le  due  curve,  all' infuori  di  P',  hanno  tre  interse- 
zioni, come  si  vedrà  in  seguito.  Sia  IT  una  di  queste,  e  sia  U' 
il  punto  (di  Ti')  corrispondente  ad  U  nella  nostra  collineazione. 
Poiché  U  appartiene  alle  due  rette  PU,  P'U,  dovrà  U'  appar- 
tenere alle  rette  che  a  quelle  corrispondono  cioè  a  P'U  e  P"JJ, 
dovrà  quindi  coincidere  con  TI.  Dunque  TI  sarà  un  punto  unito. 

Quando  fosse  già  noto  un  punto  unito  U\ ,  la  determinazione 
degli  altri  elementi  uniti  si  potrebbe  eseguire  con  mezzi  elemen- 
tari. Infatti  la  collineazione  fa  corrispondere  ad  ogni  retta  di  ti 
uscente  da  U].,  una  retta  di  tv'  uscente  dallo  stesso  punto;  viene 
cosi  a  stabilirsi  una  proietti  vita  fra  due  fasci  di  centro  Z7i,  di  cui 
le  rette  unite  u^  e  u^  sono  pure  unite  per  la  collineazione.  La 
terza  retta  unita  u^  (associata  al  punto  unito  TJi)  si  dimostra 
poi  esser  il  luogo  del  centro  di  prospettiva  di  tutte  le  coppie  di 
punteggiate  proiettive,  anzi  prospettive,  che  hanno  per  sostegni 
due  rette   uscenti    da    Z7i,   corrispondentisi  nella  collineazione. 
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*  185.  Uguaglianza  fra  piani  sovrapposti.  —  Per  fare  una 
applicazione  di  vari  risultati  precedenti,  cerchiamo  gli  elementi 
uniti  in  una  uguaglianza  tra  piani  sovrapposti. 

Sappiamo  già  (n.°  174,  Oss.)  che  in  una  uguaglianza  (o  simi- 
litudine) fra  due  piani  ji  g  Ji',  i  punti  ciclici  dell'  un  piano  cor- 
rispondono ai  punti  ciclici  dell'  altro.  Ma  se  i  due  piani  sono 
sovrapposti,  può  darsi  che  ciascun  punto  ciclico  corrisponda  a 
sé  stesso,  o  che  ciascuno  corrisponda  all'altro.  Nel  primo  caso  la 
uguaglianza  (o  similitudine)  dicesi  diretta;  le  punteggiate  sovrap- 
poste all'infinito  sono  direttamente  uguali  (n.°  89),  e  direttamente 
uguali  sono  fasci  corrispondenti  nei  due  piani.  N'el  secondo  caso 
la  uguaglianza  (o  similitudine)  dicesi  inversa;  le  punteggiate  al- 
l'infinito sono  inversamente  uguali,  ed  inversamente  uguali  sono 
fasci  corrispondenti.  Limitandoci  alla  ipotesi  della  uguaglianza, 
nel!'  uno  e  nell'  altro  caso  segmenti  corrispondenti  sono  uguali. 

a)  Nella  uguaglianza  diretta,  oltre  ai  punti  ciclici,  imma- 
ginari, che  sono  uniti,  vi  sarà  almeno  un  punto  unito  reale  U 
(n."  183).  Se  Z7  è  proprio,  ed  ABC.  .  .  ,  A'B'C  .  .  .  sono  figure 
corrispondenti  dei  due  piani  tt,  ti',  i  due  fasci  corrispondenti 
U(ABC .  .  .),  U(A'B'C' .  .  .  )  risulteranno  direttamente  uguali, 
e  si  avrà  pure  UÀ  =  UÀ',  ecc.  Ma  allora,  facendo  ruotare  il 
piano  n  intorno  ad  U  di  un  angolo  conveniente,  si  potrà  portare 
ogni  retta  del  primo  fascio  a  coincidere  colla  retta  corrispon- 
dente del  secondo  fascio,  in  guisa  inoltre  che  A  venga  a  coincidere 
con  A'.  Dopo  questa  operazione  il  piano  ji  ruotato,  ed  il  piano  ti' 
hanno  come  unite  tutte  le  rette  per  C7,  tutti  i  punti  impropri, 
ed  inoltre  il  punto  A;  dunque  hanno  unito  ogni  elemento. 

Se  invece  l'uguaglianza  diretta  fra  ti  e  ti'  non  possiede 
punti  uniti  propri,  il  punto  reale  U  sopra  nominato  sarà  impro- 
prio, e  la  retta  all'  infinito,  contenendo  tre  punti  uniti,  avrà  ogni 
punto  unito.  L'uguaglianza  sarà  una  omologia  col  centro  e 
r  asse  all'  infinito,  vale  a  dire  una  equipollenza  (n.°  182,  e)  ). 
Griungiamo  cosi  al  teorema: 

>S'e  due  piani  sovrapposti  (o  due  figure  in  uno  stesso  piano) 
sono  direttamente  uguali,  si  può  portare  V  uno  a  coincidere  punto 
per  punto  colf  altro  mediante  una  rotazione  intorno  ad  un  punto 
determinato,  o  mediante  una  traslazione  in  una  determinata 
direzione. 
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Od  anche,  poiché  uno  scorrimento  di  un  piano  su  se  stesso 
genera  una  uguaglianza  diretta  fra  due  diverse  posizioni  del 
piano,  possiamo  dire: 

Uno  scorrimento  di  un  piano  sopra  sé  stesso  può  sempre 
esser  sostituito  (per  quanto  riguarda  le  posizioni  iniziale  e 
finale)  da  una  rotazione  intorno  ad  un  punto^  o  da  una  traslazione. 

b)  Nella  uguaglianza  inversa  le  punteggiate  di  ?r,  tt'  sulla 
retta  all'infinito  si  corrispondono  in  una  involuzione,  in  cui  i 
punti  ciclici  sono  coniugati  (n.°  89).  Vi  saranno  dunque,  sulla 
retta  all'infinito,  due  punti  reali  uniti  in  direzioni  ortogonali, 
C^x)  ^^x)  e  nessun  altro  punto  unito.  Se  l'uguaglianza  fra  ti 
e  jt'  ammette  un  terzo  punto  unito  (reale)  W,  questo  deve 
esser  proprio.  Allora  le  rette  WU-j,,  WV^  sono  unite;  e  su 
ciascuna  di  queste  la  collineazione  subordina  una  uguaglianza. 
Ora,  ad  es.,  l'uguaglianza  sopra  WU^^^  ha  due  punti  uniti  di- 
stinti T7,  U^ ,  è  quindi  una  simmetria  rispetto  a  W,  cioè  una 
particolare  involuzione,  o  l'identità.  Ma  nel  primo  caso  la  col- 
lineazione fra  71  G  n'  subordina  su  due  rette  distinte  WU^, 
^x  f^x  una  involuzione;  ed  è  quindi  (n.°  181)  una  omologia 
involutoria  di  centro  U:^  ed  asse  W  F^- ,  vale  a  dire  una  sim- 
metria ortogonale  rispetto  a  questo  asse  (n,°  182,  ò)).  Nel  se- 
condo caso,  quando  cioè  ogni  punto  di  WU^  è  unito,  si  arriva 
similmente  alla  stessa  conclusione,  salvo  che  l'asse  di  simmetria 
è  ora  W  U:^ .  Nei  due  casi  basta  dunque  ribaltare  uno  dei  due 
piani  intorno  all'asse  di  simmetria  per  sovrapporre  ogni  punto 
al  proprio  corrispondente. 

Rimane  la  ipotesi  che  la  collineazione  fra  i  piani  ti  e,  n' 
abbia  i  due  soli  punti  uniti  U^  q  V^^.  Essa  avrà  quindi  due 
sole  rette  unite,  reali  e  distinte  (n.*'  183,  3)  ),  di  cui  una  è  la 
retta  all'  infinito,  e  l' altra  sarà  una  retta  propria  passante 
per  Z7-C  o  per  F^;  sia  ad  es.  la  u  passante  per  Yr^.  Sopra  u 
la  nostra  collineazione  subordina  una  uguaglianza,  che  è  diretta, 
avendo  l'unico  punto  unito  in  F35  (n.°  72);  è  dunque  costante 
la  distanza  fra  due  punti  corrispondenti  A,  A'  di  u.  Ma  allora 
mediante  una  traslazione  conveniente  del  piano  n  parallela- 
mente ad  u,  si  riuscirà  a  sovrapporre  ogni  punto  J.  di  m  al 
corrispondente  punto  A'.  Fra  la  nuova  posizione  di  tt  e  il 
piano  71  '  passerà  ancora  una  uguaglianza  inversa  ;  ma  questa  avrà 
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come  uniti  tutti  i  punti  della  retta  m,  e  sarà,  per  quanto  pre- 
cede, una  simmetria  rispetto   ad  u.   Sicché  in  fine: 

Se  due  piani  sovrapposti  (o  due  figure  in  uno  stesso  piano) 
sono  inversamente  uguali^  si  può  portare  uno  di  essi  a  coincidere 
punto  per  punto  colf  altro  mediante  una  traslazione  parallelamente 
ad  una  retta  determinata,  seguita  da  un  ribaltamento  intorno 
a  questa  retta.  Basta  la  seconda  operazione  quando  vi  siano 
punti  uniti  propri. 

I  risultati  precedenti  potrebbero  esser  confermati  per  via 
analitica,  partendo  dalle  equazioni  della  uguaglianza  diretta 
,   .,  a;'  =   a;  cosa  —  y  sena  4-  a, 

^    ^  y    ^=^   X  sena  ~\-  y  cosa  -|-  o, 

o  della  uguaglianza  inversa 
,^.  x'  -=■  X  cosa  -|-   Il  sena  -I-  a. 

^  y    ^=.   X  sena  — •  y  cosa  -f-  o, 

in  coordinate  cartesiane  ortogonali. 

Esercizi.  I.  —  1)  Costruire  (^)  la  coUineazione  (  ^•B'V'b')  ^^^  ^^^  piani 
sovrapposti,  supponendo:  a)  che  siano  uniti  tre,  dxie,  o  uno  dei  punti  dati; 
6)  che  i  quattro  punti  J.,  5,  A',  B'  siano  allineati. 

2)  Costruire  l'affinità  \\,qh^,)  fra  due  piani;  nella  ipotesi  che  questi 
siano  sovrapposti,  si  supponga  che  sia  unito  il  punto  4,  o  la  retta  AB^  o 
le  due  rette  AB,  AC. 

3)  Una  similitudine  fra  due  piani  è  determinata,  in  due  modi  diversi, 
quando  di  due  punti  A,  B  (propri)  nell'un  piano  si  conoscano  i  punti  cor- 
rispondenti (propri)  A',  B'  nell'altro  piano. 

4)  Costruire  una  omologia  determinata:  a)  mediante  il  centro,  l'asse 
e  due  elementi  omologhi;  6)  due  triangoli  omologici  corrispondentisi. 

5)  Costraire  una  omologia  speciale,  o  involutoria,  o  di  data  caratte- 
ristica (=  2,  ad  es. ),  conoscendo:  a)  due  punti  corrispondenti  e  l'asse; 
b)  due  rette  corrispondenti  e  il  centro;  e)  due  coppie  di  punti  corrispondenti 
su  rette  distinte;  d)  due  coppie  di  rette  corrispondenti  uscenti  da  punti 
distinti. 

6)  Costruire  una  omologia  che  trasformi  un  dato  quadrilatero  in: 
a)  un  parallelogramma;  b)  un  rettangolo;  e)  una  losanga;  d)  un  quadrato. 

7)  Una  omologia  trasforma  un  cerchio  in  una  ellisse,  parabola,  od  iper- 
bole, secondo  che  la  retta  limite  del  piano  cui  appartiene  il  cerchio,  è  estema, 
tangente,  o  secante  rispetto  al  cerchio.  Costruire  effettivamente  più  punti 
e  più  tangenti  della  curva  nei  tre  casi.  In  particolare,  costruire  gli  asintoti 


(*)  Vuol  dire  che  di  più  punti  o  rette  assegnate  nell'un  piano,  si  chiedono  gli  ele- 
menti corrispondenti  nell'altro;  in  particolare  le  rette  limite. 
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della  iperbole;  dove  deve  trovarsi  il  centro  di  etnologia  perchè  questi  rie- 
scano perpendicolari  (e  quindi  la  iperbole  sia  equilatera)? 

II.  —  8)  Una  collineazione  che  trasformi  un  parallelogramma  di  ti  in 
un  parallelogramma  di  tt',  è  una  affinità  (^)  ;  ed  è  una  similitudine,  se  trasforma 
un  quadrato  in  un  quadrato.  Una  collineazione  che  trasformi  gli  angoli 
retti  di  71  negli  angoli  retti  di  tc',  è  pure  una  similitudine. 

9)  Un'affinità  che  trasformi  un  cerchio  in  un  cerchio,  è  una  simili- 
tudine. Ed  una  collineazione  che  muti  un  cerchio  di  ti  in  un  cerchio  di  jt' 
e  il  centro  del  primo  cerchio  nel  centro  del  secondo,  è  pure  una  similitu- 
dine; (si  dimostri  anzitutto  che  si  corrispondono  i  punti  all'infinito  dì  dia- 
metri corrispondenti). 

10)  Una  collineazione  che  trasformi  i  cerchi  di  tv  nei  cerchi  di  ti',  è 
una  similitudine;  (può  la  retta  limite  di  ti  esser  propria?). 

III.  —  11)  Teorema  di  Chasles:  Se  di  due  piani  prospettivi  uno  ruota 
intorno  alla  comune  intersezione,  esso  rimane  prospettivo  all'altro;  ed  il 
centro  di  prospettiva  descrive  un  cerchio,  il  cui  piano  è  normale  alla  detta 
intersezione,  ed  il  cui  centro  trovasi  sulla  retta  limite  del  piano  fìsso 
(cfr.  n.**  70,  es.  3)). 

12)  Se  di  due  piani  sovrapposti  legati  da  una  omologia  involutoria 
ad  asse  proprio,  si  fa  ruotare  uno  di  un  diedro  piatto  intorno  all'  asse,  sì 
otterrà  in  fine  una  omologia  speciale;  e  viceversa.  In  particolare  una  sim- 
metria obliqua  rispetto  ad  un  asse  si  muta  in  una  affinità  omologica 
speciale. 

13)  La  simmetria  obliqua  rispetto  ad  un  asse  e  la  affinità  omologica 
speciale  sono  trasformazioni  equivalenti,  le  quali  cioè  non  alterano  il  valore 
delle  aree;  e  sono  le  sole  affinità  omologiche  dotate  di  questa  proprietà. 
Si  dimostri  ciò  anche  analiticamente,  scrivendo  le  equazioni  delle  collinea- 
zioni  nominate. 

14)  Si  può  sempre  passare  dall'uno  all'altro  di  due  piani  collineari 
71,  71  '  mediante  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni;  (si  trattino  suc- 
cessivamente i  seguenti  casi,  di  cui  ciascuno  può  ricondursi  al  precedente 
mediante  una  proiezione:  a)  tutti  i  punti  della  retta  7i7i'  sono  uniti  (n.°  176); 
b)  un  punto  della  retta  7i7i'  è  unito;  e)  nessun  punto  della  retta  7i7i'  è 
unito;  d)  i  due  piani  sono  sovrapposti). 

15)  Dati  due  piani  collineari  non  affini,  si  determini  nell'uno  una 
punteggiata  od  un  fascio  di  rette,  a  cui  corrisponda  nell'  altro  una  punteg- 
giata uguale  od  un  fascio  uguale.  Ciascuno  dei  due  problemi  ammette 
sempre  due  soluzioni. 

16)  In  base  all'esercizio  })recedente,  si  dimostri  che  due  piani  colli- 
neari non  affini  possono  sempre  situarsi  in  tal  posizione,  da  riuscire  pro- 
spettivi od  omologici. 


(2)  Si  viene  a  dire  con  ciò  che  basta  la  conoscenza  di  due  parallelogrammi  corri- 
spondenti, per  asserire  che  la  collineazione  è  una  affinità  ;  osservazioni  analoghe  per  gli 
enunciati  successivi. 
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17)  Due  piani  simili  possono  sempre  situarsi  in  tal  posizione  da  di- 
venire omotetici. 

18)  Due  piani  affini  non  sempre  possono  sovrapporsi  in  modo  da  dar 
luogo  ad  una  affinità  omologica;  ciò  è  possibile  soltanto  (ed  in  infiniti 
modi)  se  il  rapporto  di  similitudine  relativo  a  due  convenienti  dire2rioni, 
corrispondentisi  nei  due  piani,  vale  1.  Ora,  date  le  equazioni  dell'affinità 
x'  =  mx.  y'  =  ny,  dove  si  può  supporre  xij  ^=  x  y  =  -^,  si  esa- 
mini come  vari  quel  rapporto  mentre  rette  corrispondenti  ruotano  intorno 
alle  origini;  si  dimostri  clie  vi  sono  due  direzioni  ortogonali  a  cui  corri- 
sponde un  valore  massimo  o  minimo  di  quel  rapporto,  e  che  esistono  pun- 
teggiate uguali  nei  due  piani,  quando  dei  due  numeri  m,  n  uno  sia  (in 
valore  assoluto)  ^  1  e  l'altro  ^  1. 

19)  La  condizione  del  precedente  esercizio  è  sempre  soddisfatta  quando 
l'affinità  tra  i  due  piani  sia  equivalente.  Dunque:  due  piani  affini  equiva- 
lenti possono  sempre  sovrapporsi  in  modo  da  dar  luogo  ad  una  affinità 
omologica,  che  sarà  (es.  13))  o  una  simmetria  (generalmente)  obliqua,  od 
una  affinità  omologica  speciale.  L'affinità  equivalente  fra  due  piani  non 
differisce  dalla  simmetria  obliqua  rispetto  ad  una  retta,  se  non  per  la  mutua 
posizione  dei  due  piani. 

IV.  —  20)  Se  due  figure  piane  sono  omologiche  ad  una  terza  figura  ri- 
spetto ad  uno  stesso  asse  (o  centro),  esse  sono  pure  omologiche  fra  loro  rispetto 
a  questo  asse  (o  centro);  ed  i  tre  centri  (o  assi)  di  omologia  appartengono 
ad  una  stessa  retta  (o  punto),  a  meno  che  non  coincidano.  La  prima  parte 
dell'enunciato  può  presentarsi  cosi:  due  omologie  aventi  lo  stesso  asse  (o 
centro)  danno  per  prodotto  una  omologia  avente  quell'asse  (o  centro). 
Quale  relazione  passa  fra  le  caratteristiche  delle  tre  omologie?  In  particolare, 
se  le  due  prime  omologie  sono  speciali,  anche  il  prodotto  sarà  una  omolo- 
gia speciale;  come  si  enuncia  questo  coi-oUario  se  l'asse  delle  omologie  spe- 
ciali è  all'infinito? 

21)  Due  cerchi  non  concentrici  di  un  piano  si  corrispondono  in  due 
diverse  omotetie,  i  cui  centri  diconsi  centri  di  similitudine  dei  due  cerchi, 
e  precisamente  centro  di  similitudine  interno  od  esterno,  secondo  la  posizione 
che  occupa  rispetto  ai  centri  dei  cerchi  stessi  (cfr.  n.°  160,  es.  14)). 

22)  Tre  cerchi  presi  a  due  a  due  determinano,  in  generale,  tre  coppie 
di  centri  di  similitudine;  i  tre  centri  esterni  sono  allineati,  e  due  centri 
interni  sono  allineati  col  centro  esterno  relativo  alla  rimanente  coppia  dì 
cerchi  (es.  20);  cfr.  n.°  160,  es.  15)). 

23)  Se  ABC  è  un  triangolo,  il  prodotto  di  una  omologia  avente  il 
centro  A  e  l'asse  BC,  per  una  omologia  avente  il  centi-o  B  e  l'asse  CA, 
è  una  collineazione  avente  il  triangolo  ABC  come  unito;  ma  se  le  due 
omologie  hanno  la  stessa  caratteristica  k,  il  prodotto  è  una  omologia 
di  centro  C,  asse  AB  e  caratteristica  -j- .  Vale  dunque  il  teorema  :  il  pro- 
dotto di  tre  omologie  aventi  ordinatamente  come  centri  i  vertici  di  un 
triangolo,  come  assi  i  lati   opposti,   ed    aventi   la   stessa    caratteristica,    è 


l 
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l'identità.  Caso  particolare  k  =   —  1;  caso  che  B  e  C  siano  punti  impropri, 
ad  es.  in  direzioni  ortogonali. 

V.  —  24)  Data  una  affinità  fra  due  piani  sovrapposti,  determinarne 
(analiticamente  e  graficamente)  i  punti  uniti. 

25)  Le  affinità  fra  due  piani  sovrapposti  si  distinguono  in  dirette  ed 
inverse,  secondo  che  aree  di  figure  corrispondenti  hanno  segni  uguali  od 
opposti.  Date  le  equazioni  di  una  affinità  (riferite  ad  un  unico  sistema  di 
assi),  dal  segno  di  un  certo  determinante  si  deduce  se  l'affinità  è  diretta 
od  inversa.  Ogni  affinità  inversa  subordina  sulla  retta  all'infinito  una 
proiettività  discorde  (n."  78,  es.  3)),  ed  ha  quindi  all'infinito  due  punti  uniti, 
sempre  reali  e  distinti  fra  loro;  un'affinità  diretta  può  non  avere  punti  uniti 
reali  all'infinito,  od  averne  uno  solo,  od  averne  due. 

26)  Qual  valore  assoluto  ha  il  determinante  nominato  nell'es.  prece- 
dente, se  la  affinità  è  equivalente?  Si  scrivano,  sotto  la  forma  più  semplice 
che  possono  assumere,  le  equazioni  di  una  affinità  equivalente  fra  piani 
sovrapposti,  distinguendo  i  vari  casi  relativi  all'esser  diretta  od  inversa 
l' affinità,  od  alla  realtà . . .  dei  punti  uniti. 

VI.  —  27)  Due  stelle  proprie  collineari  diconsi  uguali,  se  l'angolo  di  due 
rette  qualisivogliano  dell'una  stella  è  uguale  all'angolo  delle  rette  corrispon- 
denti dell'  altra,  e  quindi  diedri  corrispondenti  sono  uguali.  Ora  si  dimostri 
che  due  stelle  sono  uguali,  se  ad  ogni  triedro  trirettangolo  dell'  una  corri- 
sponde un  triedro  trirettangolo  dell'altra  (n.°  89,  Oss.), 

28)  Due  stelle  proprie  uguali,  concentriche,  ammettono  sempre  una 
retta  (reale)  unita  tale,  che  facendo  ruotare  una  stella  di  un  diedro  conve- 
niente intorno  a  quella  retta,  essa  viene  a  coincidere  coli'  altra  stella, 
elemento  per  elemento;  ogni  rotazione  di  una  figura  intorno  ad  un  punto 
equivale  dunque  ad  una  rotazione  intorno  ad  una  retta  uscente  dal  punto. 
Se  oèc...,  a'b'c' . . .  sono  due  figure  appartenenti  a  due  stelle  (concen- 
triche o  distinte),  e  tali  che  ab  ^  a'h' ,  ac  =  a'c', . ..  (mod.  n),  si  può  con 
un  movimento  conveniente  sovrapporre  l' una  figura  all'altra;  ma  quest'ul- 
timo fatto  vale  per  figure  composte  di  intere  rette,  e  può  cadere  in  difetto 
per  figure  composte  di  semirette  (  ad  es.  per  i  triedri  della  geometria  ele- 
mentare). 

VII.  —  Sulle  affinità  circolari.  —  29)  Dicesi  (con  Mòbius)  affinità  circo- 
lare una  corrispondenza  biunivoca  fra  due  piani  punteggiati  ti,  ti',  la  quale 
trasformi  i  punti  di  un  qualsiasi  cerchio  di  ti  nei  punti  di  un  cerchio  di  ti', 
e  viceversa.  In  questa  teoria  le  rette  vengono  ad  esser  riguardate  come 
cerchi  particolari;  l'affinità  circolare  trasformerà  dunque  una  retta  in  un 
cerchio  o  in  una  retta.  Ora,  se  ogni  retta  di  ti  vien  trasformata  in  una  retta 
di  Ti',  l'affinità  circolare  è  una  particolare  collineazione  (n.°  165),  e  preci- 
samente una  similitudine  (es.  10)). 

30)  Se,  al  contrario,  le  rette  di  tc  vengono  trasformate  in  cerchi  di  ti', 
dovranno  questi  segarsi  a  due  a  due  in  un  solo  punto  variabile,  col  variare 
dei  detti  cerchi,  e  precisamente  in  quel  punto  che  corrisponde  alla  inter- 
sezione delle  rette  corrispondenti.  Segue  che  i  cerchi  nominati  passeranno 
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tutti  per  uno  stesso  punto  fìsso  0'  di  jr',  detto  punto  centrale  (o  fondamen- 
tale); il  punto  0'  fa  eccezione  alla  univocità  della  corrispondenza  fra  ^r' 
e  TT,  giacche  il  suo  corrispondente  in  ti  è  indeterminato,  e  precisamente 
(come  risulterà  dal  seguito)  sulla  retta  all' infinito  0).  Similmente  alle  rette 
di  Ti'  corrispondono  in  ti  cerchi  passanti  per  un  punto  centrale  P. 

31)  Una  particolare  affinità  circolare  tra  due  piani  sovrapposti  ti,  ti' 
è  la  inversione  o  trasformazione  per  raggi  vettori  reciproci  (  n.°  160,  es.  16)  ), 
nella  quale  i  punti  centrali  0'  e  P  vengono  a  coincidere  nel  centro  d'in- 
versione. Quella  trasformazione  coincide  colla  propria  inversa,  è  involutoria. 

32)  Ciò  posto,  e  detta  T  una  affinità  circolare  qualsiasi  che  trasformi 
il  piano  TI  nel  piano  (arbitrario)  ti\  si  consideri  in  ti'  una  inversione  I 
avente  come  centro  il  punto  centrale  0'  di  T,  e  si  formi  il  prodotto  T  •  I. 
Questo  prodotto  è  una  collineazione,  anzi  una  similitudine  S  (es.  29)); 
dunque  T  •  l  =  S,  e  moltiplicando  ancora  per  I  (  a  destra  in  ciascun  mem- 
bro), e  ricordando  che  I^  =  1  (identità),  si  ha  infine  T  =  S  •  I;  ogni  af- 
finità circolare  può  riguardarsi  come  prodotto  di  una  similitudine  per  una 
inversione.  Il  rapporto  di  similitudine  dipende  dal  raggio  del  cerchio  di  in- 
versione, e,  scegliendo  questo  opportunamente,  quel  rapporto  può  rendersi 
uguale  ad  1.  Dunque:  due  piani  legati  da  una  affinità  circolare  possono  sempre 
sovrapporsi  in  modo  che  la  corrispondenza  divenga  una  inversione  \  e  viceversa. 
L'affinità  circolare  differisce  dall'inversione  soltanto  per  la  mutua  posi- 
zione dei  sostegni. 

33)  Seguono  le  proprietà:  V affinità  circolare  e  una  trasformazione  con- 
forme (o  isogonale),  vale  a  dire  1'  angolo  di  due  cerchi  (o  curve)  in  tc 
uguaglia  l'angolo  dei  cerchi  (o  curve)  corrispondenti  in  ti'  (n.°  160,  es.  20)  ). 
Alle  rette  uscenti  dal  punto  centrale  F  in  ti,  corrispondono  le  rette  uscenti 

dal  punto  centrale  0'  in  ti';  e  l'angolo  di  due  delle  prime  rette  uguaglia 
l'angolo  corrispondente.  Inoltre,  sopra  due  rette  corrispondenti  l'affinità 
circolare  subordina  punteggiate  proiettive  aventi  in  P,  0'  rispettivamente  i 
punti  limite  (donde  risulta  che  s.  P  di  ti  corrispondono  i  punti  all'infinito 
di  tt',  ecc.).  Il  prodotto  delle  distanze  di  punti  corrispondenti  dei  due  piani 
dai  rispettivi  punti  centrali  è  costante. 

34)  Una  trasformazione  biunivoca  fra  due  piani  punteggiati  ti,  ti',  la, 
quale  trasformi  le  rette  di  tv  nei  cerchi  di  ti'  passanti  per  uno  stesso  punto 
0',  colla  condizione  che  l'angolo  di  due  rette  qualisivogliano  di  ti  sia  uguale 
all'angolo  dei  cerchi  corrispondenti  di  Tt',e  una  affinità  circolare.  (Si  mol- 
tiplichi infatti  la  trasformazione  nominata  per  una  inversione  di  centro  0' 
in  Ti';  il  prodotto  è  una  similitudine). 

35)  Sappiamo  già  (n."  78,  es.  14))  che,  se  sopra  due  piani  ti,  tv'  si  rap- 
presentano i  numeri  complessi  z  =  x  -\-  iy,  z'  =  x'  -\-  iy'  nel  solito  modo. 


(')  La  eccezione  i)otrebbe  togliersi  (luaiido  si  riguardassero  convonzionalmonto  i 
punti  all'infinito  di  ciascun  piano,  ad  es.  di  tv.  come  riuniti  in  un  punto  all'infinito  0^, 
corrispondente  di  Or;  e  le  rette  di  Tt  come  cerchi  passanti  per  0^.  Ciò  si  suol  faro 
talvolta  in  questa  teoria,  o  quando  si  rappresentano  sul  piano  i  numeri  complessi  se- 
condo Gauss. 


—  316  — 

una  equazione  bilineare  (o  trasformazione  lineare)  fra  z^  z'  rappresenta  una 
affinità  circolare  fra  i  due  piani.  Ora  sussiste  pure  la  proposizione  inversa. 
Supposto  infatti  che  n  e  n'  siano  legati  da  una  affinità  circolare,  si  assu- 
mano anzitutto  come  punti  2  =  0,  2'  =  0  i  punti  centrali  0,  P';  si 
consideri  poi  un  piano  ausiliare  tt",  sovrapposto  a  tt',  il  quale  sia  descritto 
da  un  punto  z"  (riferito  agli  stessi  assi  x' ,  y'),  e  sia  legato  da  una  simili- 
tudine a  7c  e  da  una  inversione  di  centro  P'  a  tt'  ;  si  avrà  (n.°  160,  es.  16)  ) 

z  =  mz",     z"  =  -^ ^        (m  costante  complessa,   z'  =  x'  —  iy') 

z 

donde  z'  ==  — ,  od  anche  z'  =  -_  ,  invertendo  il  verso  positivo  sull' asse 
y'.  Se  poi  si  trasportano  parallelamente  a  se  stessi  gli  assi  nei  due  piani, 
per  liberarsi  da  ipotesi  particolari,  bisognerà  sostituire  a.  z,  z'  rispettiva- 
mente z  -{-  h,  z'  -\~  k,  dove  h  e  k  sono  costanti  complesse,  e  si  avrà  in 
fine  una  relazione  del  tipo 

,  az  -{-  b  ,         ,  ,1^1         ,10 

z    =  r"j^  5        O'i  anche  azz   -f-  ^z  -(-  yz   -j-  6   =:  0, 

e  z  —f-  (l 

dove  a,...,  oppure  a...  sono  costanti  complesse  tali  che  ad  —  &c  4=  0, 
aS  —  ^y  ^  0.  (Ove  non  si  possa  disporre  dei  versi  positivi  sugli  assi  car- 
tesiani in  TT,  ti',  occorrerà  talvolta  sostituire  z'  a  z').  Una  affinità  circo- 
lare fra  due  piani  si  traduce  dunque  in  una  trasformazione  lineare  a  deter- 
minante non  nullo  fra  le  variabili  complesse  rappresentate  sui  piani  stessi]  e 
viceversa. 

36)  Le  proprietà  della  proiettività  tra  due  punteggiate,  ove  si  consi- 
derino i  punti  immaginari,  danno  adunque  proprietà  della  affinità  circolare. 
Ad  es.  :  una  affinità  circolare  è  determinata  pienamente  quando  di  tre  punti 
delVun  piano  si  assegnino  i  corrispondenti  nelV  altro,  e  si  indichi  inoltre  quali 
versi  di  rotazione  devono  corrispondersi  nei  due  piani.  Il  doppio  rapporto  di 
quattro  punti  dell' un  piano  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei  corrispondenti 
quattro  punti  dell'altro  (n.°  160,  es.  12));  ecc. 

186.  Correlazione  fra  piani.  —  Vogliamo  ora  occuparci  in 
particolare  delle  correlazioni  fra  due  forme  di  seconda  specie, 
e  specialmente  fra  due  piani.  Sappiamo  già  che  una  correla- 
zione fra  i  piani  tt,  n'  muta  una  figura  di  tt,  composta  di  punti 
e  rette  (P,  Q^  .  .  .  ,  j^,  q^  .  .  .)  in  una  figura  di  ?r',  composta  di  rette 
e  punti  (^',  g ',...,  P',  Q',  .  .).  Ogni  proprietà  grafica  della  prima 
figura  si  traduce  in  una  proprietà  grafica  della  seconda^,  purché 
si  scambino  tra  loro  le  parole  punto  e  retta.  Dimostrata  sopra 
una  figura  la  prima  proprietà,  si  è  dunque  sicuri  che  la  seconda 
proprietà,  corrispondente  a  quella  per  dualità  piana  (n.°  6), 
sussiste  per  una  seconda  figura.  Ed  in  ciò  si  ha  una  nuova 
giustificazione  della  legge  di  dualità  piana,  giustificazione  che, 
tradotta  analiticamente,  si  riduce  a  quella  esposta  nel  n.°  130. 
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Per  rappresentare  analiticamente  una  correlazione  fra  due 
piani  71,  tv',  si  stabiliscano  sopra  questi  due  sistemi  di  coordi- 
nate omogenee  di  punti  e  rette  (per  es.  cartesiane  e  pliicke- 
riane,  o  proiettive);  allora  fra  le  coordinate  {x,  y,  z)  di  un 
punto  P  di  TI  e  le  coordinate  {u',  v',  w')  della  retta  corrispon- 
dente p'  di  n'  passeranno  relazioni  del  tipo 
l      Qu'   =   ttuX  -J-  «12?/  -j"  a^^z, 

(1)  I        QV'     =     a.nX   +    «^222/    +    «^232", 

dove  ^  è  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo,  e  le  a,i  sono 
nove  costanti,  costituenti  un  determinante  di  terzo  ordine 

(2)  ^  =»=  0. 

Le  (1)  si  giustificano  in  modo  perfettamente  analogo  a  quello 
tenuto  nei  n.'  170,  171  a  proposito  della  coUineazione. 

Risolvendo  le  (1)  rispetto  ad  x,  y,  z,  si  ottengono  le  relazioni 

(      ox   =    Anii'  -\-  A-2iv'  -\-  AzxW', 

(3)  )     ay  =^   Av>u'  -{-  A..v'  -\-  A^^w', 

f  aZ      =      A.^U'     -]-     .123^^''     +     ^33^^', 

(dove  i  simboli  hanno  i  soliti  significati;  cfr.  n.°  171),  che  danno 
il  punto  P  di  n  quando  sia  nota  la  retta  j)'  di  n'. 

Se  invece  fosse  dato  nel  piano  n'  un  punto  Q'  di  coordi- 
nate (x'j  y\  z')  e  quindi  di  equazione,  in  coordinate  di  rette, 

u'x'  +  v'y'  +  w'z'  =  0, 
e  si  chiedesse  la  retta  corrispondente  g  in  n,  basterebbe  tras- 
formare l'ultima  equazione  eseguendo  le  sostituzioni  (1)  (cfr. 
n.°  171).  Ordinando  rispetto  alle  variabili  x,  y,  z  l'equazione 
trasf ormata,  si  trovano,  come  coefficienti  delle  variabili,  i  trinomi 
scritti  qui  sotto,  che  sono  proporzionali  alle  coordinate  (w,  v,  w) 
della  retta  g: 

/      TM  =   a^xx'  -{-  «21?/'  -\r  (^31^'ì 

(4)  )     TV    =::   ttiox'  -\-  a-i.y'  -\-  az^_z', 
J      TW  =   a^zx'  +  a.ay'  -[-  «33^'- 

Finalmente  si  potrebbero  cercare  le  formole  che  esprimono 
x',  y' ,  z'  coordinate  di  Q',  in  funzione  di  u,  v,  w  coordinate 
di  q;  il  che  sarà  lasciato  al  lettore. 

Mediante  le  formole  precedenti  si  può,  quando  sia  data  la 
equazione  di  una  curva  in  uno  dei  due  piani,  determinare  sul- 


\ 
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l' altro  piano  la  equazione  dell'  inviluppo  formato  dalle  rette 
corrispondenti  ai  punti  della  curva;  o  viceversa.  E  dall'essere 
lineari  quelle  f ormole  risulta  che  una  curva  algebrica  d''  ordine  n 
viene  trasformata  da  una  correlazione  in  un  inviluppo  algebrico 
di  classe  n,  e  viceversa. 

187.  Correlazione  fra  piani  sovrapposti.  —  Supponiamo 
ora  che  i  due  piani  correlativi  ti,  u'  siano  sovrapposti,  e  ven- 
gano riferiti  ad  uno  stesso  sistema  di  coordinate  omogenee,  sia 
di  punti,  sia  di  rette.  Un  punto  P{x,  y,  z)  del  sostegno  sarà 
considerato  una  prima  volta  come  punto  di  tt  ;  ad  esso,  in  virtù 
della  correlazione  K,  con  cui  si  passa  da  ?r  a  tt',  corrisponderà 
in  ti'  una  certa  retta  p'{u\  v\  w'),  le  cui  coordinate  saranno 
espresse  dalle  (1).  Ma  se  consideriamo  P  una  seconda  volta 
come  punto  di  tt',  nel  qual  caso  potremo  indicare  il  punto  stesso 
con  Q'  e  le  sue  coordinate  con  x'  =  x^  y'  =  y-,  z'  =  2^, 
dovremo  cercare  quella  retta  g'(w,  v,  w)  ài  ji  che  corrisponde 
a  Q  '  mediante  la  correlazione  inversa  K  ;  le  coordinate  di  q 
saranno  date  allora  dalle  (4).  Il  confronto  fra  le  (1)  e  le  (4) 
fa  vedere  che,  generalmente,  le  due  rette  p'  e  q  corrispondenti 
allo  stesso  punto  P  ^l  Q'  nelle  correlazioni  K  e  K~  sono  di- 
stinte fra  loro.  Si  presentano  allora  i  due  problemi  seguenti: 

1)  esaminare  se  esistano  punti  particolari  P  =:  Q',  ai 
quali  corrisponda  (doppiamente)  un'unica  retta  p'  ^=  q,  nelle 
correlazioni  K  e  K      ; 

2)  esaminare  se  esistano  correlazioni  K  cosi  particolari,  che, 
comunque  sia  scelto  il  punto  P  =:  Q',  sempre  le  due  rette 
corrispondenti  p'  e  q  in  K  e  K  vengano  a  coincidere;  vale 
a  dire,  esaminare  se  una  correlazione  K  fra  piani  sovrapposti, 
possa  coincidere  colla  correlazione  inversa,  K  =  K 

Qui  si  osservi,  sotto  l' aspetto  sintetico,  che  la  retta  q,  trasfor- 
mata mediante  K,  dà  il  punto  Q'  ^:  P,  il  quale,  trasformato 
ancora  mediante  K,  dà  la  retta  ^';  sicché  la  retta  q  si  muta 
nella  p  '  mediante  la  collineazione  K  ^.  Quindi  il  primo  problema 
si  riduce  in  sostanza  a  determinare  gli  elementi  uniti  della 
detta  collineazione  ;  ed  il  secondo  problema  ad  esaminare  quando 
essa  sia  una  identità. 

Sotto  r  aspetto  analitico,  il  problema  1)  porta  ad  esaminare 
per  quali  valori  di  x,  y,  z  (coordinate  di  P  ^  Q')  le  coordi- 
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nate  della  retta  p',  che  sono  espresse  (in  forza  delle  (1)) 
da 

risultino  proporzionali  alle  coordinate  della  retta  g,  che  sono 
espresse  (in  forza  delle  (4)  )  da 

«naC  -}-    «21?/   +   «^31^,         «122;  -j-   «22^   -p   «32^;,         tt^X  -^    tt^^ìj  '\-   u^^z. 

Detto  k  il  fattore  incognito  di  proporzionalità,  sottraendo  dalle 
coordinate  di  p'  le  corrispondenti  coordinate  di  q  moltiplicate 
per  A;,  si  giunge  al  sistema  di  equazioni 

i     (ttn  —  kan)x  -\r  («12  —  ^«21)^  +  («13  —  ka^,)z  =  0, 
(5)   <     («21  —  kai^)x  -\-  («22  —  ka^o)y  -j-  («,3  —  ka3^)z  =:  0, 

(         («31    —    ka,3)X   -f-    («32    —    ^«23)2/   +    (<^33    —    ^'«33)2;    =     0, 

il  quale  contiene  come  incognite  le  coordinate  x,  y,  z  (od  4  ?  ;) 
del  punto  P  ^^  Q'  richiesto,  e  la  incognita  ausiliare  k.  Elimi- 
nando a:,  y,  z  fra  le  (5)  si  ottiene 


(6) 


«11  - 

-  /ì;«ii 

«12     - 

-  A:«2i 

«13  - 

-  ka 

«21     - 

hiQjYi 

«22     - 

—  A:  «22 

«23     - 

-  ka 

«31     - 

—     /t«i3 

«32     - 

-  /<:«23 

«33     "" 

-  ka 

=  0, 


equazione  di  terzo  grado  in  A",  che  dà  per  k  tre  valori  (uno 
dei  quali  si  riconosce  esser  uguale  ad  1).  Ciascuno  di  que- 
sti, introdotto  nelle  (5),  rende  compatibili  quelle  equazioni  per 
valori  non  tutti  nulli  di  x^  y,  z,  e  quindi  fornisce  le  coordi- 
nate di  uno  dei  punti  richiesti.  Si  conclude  che:  in  una  correla- 
zione fra  due  piani  sovrapposti  esistono  in  generale  tre  punti, 
ciascuno  dei  quali  corrisponde  doppiamente  ad  una  retta.  Un 
esame  più  attento  farebbe  vedere  che,  nel  triangolo  formato 
dai  tre  punti  nominati  U,  V,  W,  un  vertice  U,  ad  es.,  corrisponde 
doppiamente  al  lato  opposto  FTF,  mentre  gli  altri  due  vertici 
V,  W  corrispondono  ordinatamente,  in  modo  duplice,  ai  lati 
UV,    UW  che  passano  per  essi. 

Non  vogliamo  discutere  tutti  i  casi  particolari  che  si 
possono  presentare,  ne  la  ipotesi  che  esista  un  valore  di  k  il 
quale  annulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  determi- 
nante (6)  (ipotesi  che  porta  l'esistenza  di  infiniti  punti  alli- 
neati, ciascuno  dei  quali  corrisponde  doppiamente  ad  una  retta). 

Esamineremo  invece  la  ipotesi  che  esista  un  valore  di  k,  il 


I 
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quale  annulli  tutti  gli  elementi  del  determinante  (6),  vale  a 
dire,  verifichi  le  nove  relazioni 

(7)  au  —  ka,i  =  0.  (i,  l  =  1,  2,  3) 

Per  questo  valore  di  k  le  tre  equazioni  (5)  diventano  identità, 
e  sono  soddisfatte  dalle  coordinate  di  ogni  punto  del  piano; 
sicché  ogni  punto  corrisponde  doppiamente  ad  una  retta;  e  la 
correlazione  K  è  identica  alla  sua  inversa  K  ,  è,  come  diremo, 
involutoria,  e  soddisfa  dunque  al  problema  2). 

Ora,  se  uno  almeno  dei  tre  elementi  principali  «u,  «22,  «^33 
del  determinante  A  non  è  nullo,  la  corrispondente  relazione 
(compresa  nelle  (7)) 

a,,  —  kaa  =   0 

determina  A;  =  1;  e  questo  valore,  sostituito  nelle  altre  rela- 
zioni (7),  ci  dà 

(8)  a  il  =   aii.  (i,  Z  =   1,  2,  3) 

Concludiamo  che  il  determinante  A  della  correlazione  è,  in  tal 
casO;,  simmetrico. 

Se  invece  «11=  «22=  «33  =  Oj  dovrà  esser  diverso  da 
zero  qualcuno  degli  altri  elementi  del  determinante  A,  perchè 
si  suppone  sempre  J.  =4=  0.  Sia,  per  es.,  «12  4=  0;  allora  una 
delle  (7) 

0^12  —  A:«2i   =   0 
ci  dice   anzitutto   che  k  ed  a 21  sono   diversi   da  zero.  Moltipli- 
cando ora,  membro  a  membro,  la  stessa  relazione  scritta  sotto 
la  forma  «12  =   ^«21;  per  l'analoga  a 21  =  ^«12,  che  è  pur  com- 
presa fra  le  (7),  si  ottiene  subito 

k^  =   1,       ossia       k  :=   zh    1. 
La  soluzione  k  =   1  ci  dice  nuovamente  che  A  è  simmetrico. 
La  k  =^  —  1  ci  dà  invece 

(8')  «a-  =   0,       o,n  =   —  au,     (i,  l  =  1,  2,  3) 

e  conduce  ad  un  determinante  A  emisimmetrico.  Ma  è  noto 
che  un  determinante  emisimmetrico  d'ordine  dispari  è  nullo  Q)\ 

i  !  1  :>-  r  '  )f  1;)  f  :  ,■ 

0)  V.  ad  es.  il  Corso  di  Analisi  algebrica  del  Cesaro  (1894)  pag.  35. 
Per  un  determinante  del  3°  ordine  la  proprietà  si  verifica  subito  mediante 
sviluppo. 
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e  perchè  noi  supponiamo  J.  =t=  0,  dobbiamo  respingere  le  soluzioni 
(8').  Concludiamo  infine  che: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  correlazione 
fra  due  piani  sovrapposti  sia  involutoria^  è  che  il  determinante 
della  sostituzione  lineare  rappresentante  la  correlazione  sia  sim- 
metrico. 

188.  Polarità  piana.  —  Una  correlazione  involutoria  fra 
due  piani  sovrapposti  si  chiama  correlazione  polare^  o  brevemente 
polarità  (piana).  Essa  è  rappresentata  da  equazioni  del  tipo 

/  QU       =      auX     +     «12^     +     «13^, 

(1)  }     QV    =:   a.>,x  -\-  a.ny  -\-  a^^z^        (a,-,  =   au) 

^         QW      =      a-iT,X     -p     «32?/     +     «332^, 

colla  condizione 

(2)  ^  =*=  0. 

Un  punto  P {x,  y^  z)  ed  una  retta  p{u^  v,  w)  corrispon- 
dentisi  (doppiamente)  nella  polarità,  si  dicono  rispettivamente 
polo  di  p  Q  polare  di  P.  È  inutile  distinguere  in  quale  dei  due 
piani  si  consideri  il  polo  o  la  polare. 

Se  un  secondo  punto  Q  ha  per  polare  q^  e  Q  appartiene 
a  p,  dovrà  (per  la  proprietà  fondamentale  della  correlazione) 
q  appartenere  a  P.  Dunque: 


Se  di  due  punti  il  secondo 
appartiene  alla  polare  del  primo, 
il  primo  apparterrà  alla  polare 
del  secondo]  ì  due  punti  diconsi 
coniugati,  o  reciproci,  nella  po- 
larità. 

Un  punto  ha  dunque  una 
sola  polare,  ma  infiniti  punti 
ad  esso  coniugati  (tutti  i  punti 
della  detta  polare). 

Se  un  punto  descrive  uyia 
punteggiata  sopra  una  retta,  la 
polare  del  punto  ruota  intorno 
al  polo  della  retta,  generando  un 
fascio  proiettivo  (n.°  167)  alla 
detta  punteggiata. 


Se  di  due  rette  la  seconda 
jjassa  per  il  polo  della  prima, 
la  prima  passerà  per  il  polo 
della  seconda;  le  due  rette  di- 
consi coniugate,  o  reciproche, 
nella  polarità. 

Una  retta  ha  dunque  un 
solo  polo,  ma  infinite  rette  ad 
essa  coniugate  (tutte  le  rette 
per  il  detto  polo). 

Se  una  retta  descrive  un 
fascio  intorno  ad  un  punto,  il 
polo  della  retta  percorre  la  po- 
lare del  punto,  generando  una 
punteggiata  proiettiva  (n.**  167) 
al  detto  fascio. 

21 
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La  condizione  perchè  due  punti  P (x,y,z\  Q{x',y\z')  siano 
coniugati  nella  polarità  (1),  si  trova  esprimendo  che  Q  appartiene 
alla  polare  {u,  v,  w)  di  P,  ossia  che  è  ux'  -f  vy'  -|-  wz'  :=.  0; 
sostituendo  ad  u,  v,  w  le  loro  espressioni  date  dalla  (1),  si 
ottiene 

(3)  a^^xx'  -f-  a^^yy'  -|-  «33^^'  +  ay,{xy'  ^  x' y) 

+  a,;{xz'  -\-  x'z)  -f  a,3(yz' -{-  y'z)   =   0, 
la   quale,    come   era   prevedibile,    contiene   simmetricamente   le 
coordinate  dei  due  punti. 

Ponendo  nella  (S)  x  =:  x\  y  =  y'^  z  z=  z'^  troviamo 
la  condizione  perchè  un  punto  P(a?,  y,  z)  sia  autoconiugato, 
vale  a  dire  perchè  esso  appartenga  alla  propria  polare.  Griun- 
giamo  cosi  al  risultato: 

Il  luogo  dei  punti  autoconiugati  in  una  polarità  è  una  curva 
del  secondo  ordine  '  rappresentata  daW  equazione 

(4)  a^x^  -f  a.,^y'^  +  a-^^z^  +  2a,.,xy  -f  "^^a.^xz  +  "^a^^yz  =  0. 
Questa   curva   dicesi   fondamentale   nella   polarità,  giacche, 

come  vedremo  (e  come  risulterebbe  pure  dalle  cose  dette),  non 
solo  la  curva  è  determinata  dalla  polarità,  ma  anche  questa  è 
determinata  da  quella,  cioè  da  una  curva  generale  di  secondo 
ordine.  E  da  notare  che  i  punti  della  curva  (4)  potrebbero 
esser  tutti  immaginari. 

Dualmente,  se  partiamo  dalle  equazioni  (1)  risolte  rispetto 
ad  Xj  y,  z, 

i      aa?   =    Ai^u  -]-  J.12?;  -j-  J.13*^, 
(1')  <     oy  —   A^iu  +  -^22^  +  A^^w,  {Aii  =  Ali) 

^      az    =   AsiU  -j-  As^v  +  -4.33W, 
dove  le  Au  sono  i  soliti  complementi  algebrici  estratti  da  A,  pos- 
siamo scrivere  la  condizione  affinchè  due  rette  (m,  v,  w),  (m', 
v\  w')  siano  coniugate  nella  polarità,  sotto  la  forma 
(3')  Anuu'  +  A^^vv'  +  Assivw'   -^  Ai^{uv'  +  u'v) 

-]-  Ai3(uw'  -|-  u'w)      -f-  A2i{vw'  -j-  v'w)   =   0. 

Le  rette  autoconiugate  in  una  polarità,  vale  a  dire  le  rette 
passanti  per  i  propri  poli,  costituiscono  un  inviluppo  di  seconda 
classe  rappresentato  dall'equazione 
(4')  J.iiM^-j-  A^.iV^-\-A.i3W^^-\-2Ar2Uv-{-2AriUw-\-2A23Vw  =  0. 

E  questo  V  inviluppo  fondamentale  della  polarità^  il  quale 
potrebbe  anche  esser  composto  di  rette  tutte  immaginarie.  Ve- 
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dremo  nella  teoria  delle  curve  di  secondo  ordine  lo  stretto  leffame 
che  passa  tra  la  curva   fondamentale  (4)   e  l'inviluppo  fonda- 
mentale (4');  e  troveremo  allora  altre  proprietà  della  polarità. 

*  Osservazione.  —  Avvertiamo  (riservandoci  di  dimostrarlo 
in  seguito)  che  una  polarità  ammette  infiniti  triangoli  autopolari^ 
od  autoreciproci,  tali  cioè  che  ciascun  vertice  sia  polo  del  lato 
opposto;  e  quindi  i  vertici  (ed  i  lati)  siano  coniugati  a  due  a  due. 

Le  equazioni  di  una  polarità  si  semplificano,  quando,  come 
triangolo  fondamentale  del  sistema  di  coordinate,  si  assuma  un 
triangolo  autopolare.  Notando  infatti  che  i  punti  fondamentali 
71  =  0,  V  ^^  0,  w  z=i  0,  hanno  per  polari  le  rette  fondamen- 
tali X  ^=  0,  y  ^  0,  z  =:  0,  risulta  che  la  polarità  sarà  rap- 
presentata da  equazioni  del  tipo 

u   =   ax,       V   =    hy,       w   r=   cz, 
dove  a,  ò,  e  sono  tre  costanti  non  nulle. 

189.  Correlazione  ortogonale  fra  due  stelle.  —  Abbiamo 
già  definito  la  correlazione  fra  due  stelle  di  centri  S,  8'.  Se 
due  figure  delle  due  stelle  si  corrispondono  in  una  correlazione, 
ad  ogni  retta  e  ad  ogni  piano  della  prima  figura  corrisponde 
un  piano  ed  una  retta  della  seconda  ;  ed  ogni  proprietà  grafica 
dell'una  figura  trova  riscontro  in  una  proprietà  grafica  dell'al- 
tra, proprietà  che  si  ottiene  dalla  prima  collo  scambio  delle 
parole  retta  e  piano.  Segue  che  anche  per  la  stella  vale  una 
legge  di  dualità,  in  virtù  della  quale  da  ogni  proprietà  grafica 
di  una  figura  composta  di  rette  e  piani  di  una  stella,  si  può 
dedurre  una  seconda  proprietà  grafica  col  detto  scambio  di 
parole.  Ma  per  la  stella  possiamo  estendere  la  validità  di  que- 
sta legge  anche  alle  proprietà  metriche,  mediante  le  considera- 
zioni seguenti. 

Supposto  che  8  QÒ.  S'  siano  due  punti  propri,  facciamo 
corrispondere  ad  ogni  retta  a  uscente  da  8,  il  piano  «'  che  passa 
per  >S"  ed  è  normale  ad  a.  Con  ciò  veniamo  a  stabilire  una 
corrispondenza  biunivoca  fra  le  rette  di  ^S'  ed  i  piani  di  8', 
corrispondenza  che  è  una  correlazione,  perchè  alle  rette  di  un 
fascio  nella  stella  8,  situato  in  un  piano  /?,  corrispondono,  nella 
stella  8',  i  piani  di  un  fascio  avente  per  asse  la  retta  h'  nor- 
male a  /S.  Questa  particolare  correlazione,  che  muta  ogni  retta 
ed  ogni  piano  della  prima  stella,  nel  piano  e  nella  retta  rispet- 
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tivamente  normale  appartenente  alla  seconda  stella,  dicesi  orto- 
gonale. L'angolo  di  due  rette  nell'una  stella  è  uguale  (ameno 
di  multipli  di  tt)  al  diedro  dei  due  piani  corrispondenti  nell'altra 
stella;  e  l'angolo  di. una  retta  con  un  piano  in  una  stella  ugua- 
glia l'angolo  del  piano  e  della  retta  corrispondenti  nell'altra 
stella.  Dunque,  se  due  figure  di  due  stelle  si  corrispondono  in 
una  correlazione  ortogonale,  ogni  proprietà  metrica  dell'una 
figura  trova  riscontro  in  una  proprietà  metrica  dell'  altra, 
proprietà  che  si  ottiene  dalla  prima  collo  scambio  delle  parole 
retta  e  -piano^  angolo  di  due  rette  e  diedro  di  due  piani;  dimo- 
strata la  prima  proprietà,  si  è  sicuri  che  è  vera  anche  la  seconda. 
In  breve:  nella  stella  propria  la  legge  di  dualità  vale,  non  solo 
per  le  proprietà  grafiche,  ina  pure  per  le  proprietà  metriche.  Di 
questa  considerazione  si  fa  uso  anche  nella  geometria  elemen- 
tare (ad  es.  nella  teoria  dei  triedri);  coli' avvertenza  che,  per  il 
modo  come  ivi  si  fissa  la  misura  degli  angoli  (di  semirette)  e 
dei  diedri  (di  semipiani),  un  angolo  e  un  diedro  corrispondenti 
risultano  supplementari  anziché  uguali. 

190.  Polarità  ortogonale  nella  stella  o  sul  piano  all'infi- 
nito. —  Le  cose  dette  sussistono  pure  se  le  due  stelle  hanno 
lo  stesso  centro  >S'  ^  S' .  In  tale  ipotesi  però  la  correlazione 
ortogonale  riesce  involutoria,  è  una  polarità  nella  stella;  infatti 
la  stessa  operazione  di  perpendicolarità  che  conduce  da  una 
retta  a  Ai  8  a\  piano  corrispondente  a'  di  8',  conduce  pure 
(come  si  è  visto)  da  una  retta  h'  ài  8'  al  piano  corrispondente 
/?  di  >S^.  Dunque  : 

In  una  stella  propria  esiste  una  particolare  polarità,  detta 
ortogonale  o  sferica,  nella  quale  le  rette  corrispondono  ai  piani 
ad  esse  perpendicolari. 

Se  si  nota  che  una  polarità  piana  dà,  mediante  proiezione 
da  un  punto  esterno  8,  una  polarità  nella  stella,  e  viceversa, 
risulta  che  tutte  le  proprietà  ed  i  concetti  stabiliti  nella  pola- 
rità piana  si  trasportano  subito  alla  polarità  nella  stella^  pur 
di  sostituire  ai  punti  ed  alle  rette  del  piano,  le  rette  e  i  piani 
della  stella.  Alla  curva  del  secondo  ordine  (fondamentale  di  una 
polarità  piana),  bisognerà  sostituire  il  cono  di  secondo  ordine 
costituito  dalle  rette  proiettanti  da  /S*  i  punti  della  curva;  ed 
all'  inviluppo  di  rette  di  seconda  classe  (fondamentale),  si  sosti- 
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tuirà   V  inviluppo   conico  di  seconda  classe  costituito    dai   piani 
proiettanti  da  8  le  rette  di  quell'inviluppo. 

In  particolare,  osserveremo  che  due  rette  coniugate,  o  due 
piani  coniugati,  nella  polarità  ortogonale  di  una  stella  sono  per- 
pendicolari fra  loro,  e  viceversa.  Le  coppie  di  rette  coniugate 
appartenenti  ad  un  fascio,  cioè  ad  un  piano  della  stella,  gene- 
rano in  quello  la  involuzione  circolare  ;  quindi  le  rette  autocon- 
iugate nel  piano  sono  le  direzioni  assolute  uscenti  da  S  nel 
detto  piano.  L'insieme  delle  rette  autoconiiigate  nella  polarità 
ortogonale,  o  delle  direzioni  assolute  uscenti  da  un  punto  S,  è  un 
cono  del  secondo  ordine,  eletto  cono  assoluto  relativo  al  punto  ^S*; 
si  tratta  evidentemente  di  un  cono  immaginario. 

Dualmente:  i  piani  autoconiugati  (immaginari)  nella  pola- 
rità ortogonale  costituiscono  un  inviluppo  conico  di  seconda  classe. 

Triedri  autopolari  nella  detta  polarità  sono  trirettangoli,  ecc. 

Segando  la  polarità  sferica  nella  stella  8  con  un  piano  non 
passante  per  8,  si  ottiene  su  questo  una  particolare  polarità 
piana,  che  viene  spesso  considerata  nella  G-eometria  descrittiva 
(sotto  il  nome  di  antipolarità). 

Se  poi  per  piano  secante  si  assume  il  piano  all'infinito, 
la  polarità  ottenuta  non  dipende  più  dal  centro  8  della  stella 
che  si  considera,  e  vien  detta  polarità  sferica,  od  assoluta,  nel 
piano  all'infinito.  8id  piano  aW infinito  esiste  adunque  una  de- 
terminata polarità  {assoluta),  in  cui  si  corrispondono  sempre  un 
punto  improprio  ed  una  retta  impropria  che  definiscano,  nello 
spazio,  una  direzione  ed  una  giacitura  ortogonali.  La  curva  (im- 
maginaria) del  secondo  ordine  fondamentale  nella  detta  polarità 
dicesi  {cerchio)  assoluto  dello  spazio;  ed  è  il  luogo  dei  punti 
ciclici  di  tutti  i  piani  dello  spazio.  Punti  o  rette  coniugate  nella 
polarità  assoluta  definiscono  direzioni  o  giaciture  ortogonali;  ecc. 

Il  cerchio  assoluto  (o  la  polarità  assoluta)  ha  nella  geo- 
metria solida  lo  stesso  ufficio  che  i  punti  ciclici  nella  planimetria. 
Ogni  relazione  proiettiva  di  una  figura  col  cerchio  assoluto  può 
enunciarsi  in  forma  metrica;  e,  viceversa,  ogni  proprietà  metrica 
della  figura  può  riguardarsi  come  una  relazione  proiettiva  di 
questa  col  piano  aW  infinito  e  col  cerchio  assoluto  (cfr.  n°.  89,  Oss.). 
Incontreremo  nello  studio  della  geometria  solida  vari  esempi 
che  chiariranno  questa  affermazione. 
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Esercìzi.  I. —  1)  Costruire  la  correlazione  („,j,gf^f  )  fra  due  piani. 

2)  Se  fra  due  piani  tt,  n'  passa  una  correlazione,  a  due  punteggiate 
(di  sostegni)  a,  /;  di  ti  corrispondono  proiettivamente  due  fasci  (di  centri) 
A',  W  di  n' \  ed  al  punto  ah  di  quelle  corrisponde  la  retta  A'B'  in  questi. 
Viceversa,  una  correlazione  fra  i  piani  n^n'  h  individuata  quando  si  diano 
due  punteggiate  a,  6  in  tc,  e  due  fasci  ad  esse  ordinatamente  proiettivi  Al ^  B  ' 
in  ti',  colla  condizione  che  al  punto  ab  delle  due  punteggiate  corrisponda 
la  retta  A'B'  dei  due  fasci  (cfr.  n.°  168). 

3)  Se  i  dae  piani  tt,  n'  dell' es.  precedente  sono  sovrapposti,  si  può 
supporre  in  particolare  che  il  fascio  A'  sia  prospettivo  alla  punteggiata  a, 
e  B'  prospettivo  a  6,  e  inoltre  che  la  retta  A!B'  passi  per  il  punto  ah.  In 
tal  caso  la  costruzione  della  collineazione  si  semplifica  notevolmente.  Si 
applichi  ad  es.  una  siffatta  correlazione  a  trasformare  un  cerchio  di  7i\  si 
otterrà  in  n'  un  inviluppo  di  seconda  classe  (formato,  come  poi  si  vedrà, 
dalle  tangenti  ad  una  curva  del  secondo  ordine). 

4)  Se  in  una  correlazione  K  fra  due  piani  sovrapposti  n^  n'  vi  è  una 
punteggiata  a  àX  ti  che  sia  prospettiva  al  corrispondente  fascio  di  rette  A! 
di  n\  vi  sarà,  in  generale,  una  seconda  punteggiata  h  di  n  che  riuscirà 
prospettiva  al  fascio  di  rette  B'  corrispondente  in  ?r';  e  la  retta  AB'  pas- 
serà per  il  punto  ah.  Ma  in  casi  particolari  le  due  punteggiate  a,  h  possono 
coincidere,  ed  allora  coincidono  i  due  fasci  A',  B'  \  ed  ogni  punto  P  di  a 
corrisponde  doppiamente  (cioè  in  -K  e  if  "  )  alla  retta  A'P  di  J.'.  (Si  ap- 
plichi infatti  la  collineazione   K^  alle  due  forme  prospettive  a,  A  .  . .). 

5)  Se  una  correlazione  muta  un  n.gono  semplice  ABC ...  H,  sui  lati 
del  quale  si  trovano  ordinatamente  certi  punti  M,  N, . . .  B,  in  un  n.latero 
ab  e.  ..il,  dai  cui  vertici  escono  le  rette  w,  n, . . .  r^  sussiste  la  relazione  fra 
rapporti  semplici: 

{ABM){BCN)...{EAR)   =  {ahm){bcn) . . .  (har). 
(Si  consideri  infatti  una  trasversale  secante  i  lati  dell'  n.gono  in  ilf ',  iV', .  .  .  R'; 
allora  il  primo  membro  della  relazione  precedente  uguaglia  il  prodotto  dei 

doppi   rapporti   {ABMM')  {BONN') per   il   n."  36;   ma   un   doppio 

rapporto  non  viene  alterato  da  una  correlazione;  poi  n."  37,  es.  12)). 
II.  —  6)  Due  relazioni  del  tipo 

(1)  u  =  X,        V  =  y, 
oppure 

(2)  u  =   —  X.        V  =   —  y, 

tra  le  coordinate  cartesiane  {x,  y)  di  un  punto  e  le  coordinate  pliickeriane 
(m,  v)  di  una  retta,  definiscono  una  polarità  piana;  qual' è  la  polare  del- 
l'origine? Se  le  coordinate  sono  ortogonali,  la  curva  fondamentale  è  un 
cerchio  immaginario  nel  caso  (1)  (che  rappresenta  una  antipolarità  (n.°  190)  ), 
reale  nel  caso  (2)  (polarità  circolare).  NelFuno  e  nelF  altro  caso,  la  polare  p 
di  un  punto  P  è  normale  alla  retta  0  P  congiungente  il  punto  coli'  origine  0, 
e  passa  una  semplice  relazione  fra  le  distanze  di  0  da  P  e  da  ^  ;  ad  es. 
nella  polarità  (2),  il  punto  P  è  coniugato  armonico  del  punto  p  ■  OP,  ri- 
spetto alle  intersezioni  di  OP  col  cerchio  fondamentale.  L'angolo  di  due 
rette  arbitrarie  è  uguale  all'  angolo  sotto  cui  da  0  sono  visti  i  relativi  poli. 
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7)  Sopra  ogni  retta  di  un  piano,  nel  quale  sia  fissata  una  polarità,  si 
trovano  infinite  coppie  di  punti  coniugati;  queste  formano  una  involuzione 
avente  come  doppi  i  punti  autoconiugati  appartenenti  a  quella  retta.  E  dual- 
mente; (si  ricorra  alla  (3)  o  (3')  del  n.°  188,  supponendo,  il  che  è  lecito, 
che  la  retta  o  il  punto  sia  fondamentale  nel  sistema  di  coordinate). 

8)  Una  correlazione  fra  due  piani  sovrapposti  tt,  n\  la  quale  muti  i 
vertici  di  un  triangolo  ABC  di  n  nei  lati  opposti,  considerati  in  n\  è  una 
polarità,  avente  il  triangolo  ABC  come  autopolare.  Si  dimostri  il  teorema 
per  via  sintetica  ed  analitica  (assumendo  ad  es.  ABC  come  triangolo  fon- 
damentale). 

9)  Una  polarità  è  pienamente  determinata  quando  si  assegni  (arbitra- 
mente)  un  triangolo  autopolare  ABC,  ed  inoltre  di  un  punto  P,  non  ap- 
partenente a  nessun  lato,  si  dia  la  retta  polare  ^,  non  appartenente  a  nessun 
vertice.  Sopra  ciascun  lato  rimane  cosi  determinata  la  involuzione  di  punti 
coniugati  nella  polarità.  Ora,  o  le  tre  involuzioni  sono  ellittiche,  ed  allora  nes- 
sun punto  reale  del  piano  può  appartenere  alla  propria  polare,  la  cui  curva 
fondamentale  sarà  dunque  immaginaria;  o  di  quelle  tre  involuzioni  due  sono 
iperboliche  ed  una  ellittica,  ed  allora  esistono  infiniti  punti  reali  del  piano 
appartenenti  alla  propria  polare,  e  la  curva  sopra  nominata  è  reale. 

10)  Dato  nel  piano  un  pentagono  semplice,  esiste  una  determinata 
polarità  che  muta  i  vertici  del  pentagono  nei  lati  opposti. 

11)  Se  in  una  correlazione  fra  due  piani  tt,  n'  le  rette  all'infinito 
di  n,  Ti'  hanno  per  corrispondenti  in  ti',  ti  due  punti  propri  (punti-limite),  è 
possibile  sovrapporre  i  due  piani  in  guisa  da  ottenere  una  polarità;  (si 
facciano  coincidere  anzitutto  i  punti  limite,  e  si  cerchi  di  formare  un  trian- 
golo i  cui  vertici  corrispondano  ai  lati  opposti;  n."  93,  es.  3)). 

12)  In  una  polarità,  non  ortogonale,  nella  stella  propria  S  esiste  sem- 
pre un  triedro  trirettangolo  autopolare,  ed  in  generale  uno  solo  ;  se  ne  esi- 
ste un  secondo,  ve  ne  sono  infiniti,  i  quali  hanno  tutti  in  comune  uno  spi- 
golo e  la  faccia  opposta.  (Detta  infatti  II  la  polarità  data  e  II'  la  polarità 
sferica,  si  consideri  la  collineazione  //  •  II'). 

13)  In  una  collineazione,  o  correlazione,  fra  due  stelle  proprie  S,  8' 
esiste  sempre  (almeno)  un  triedro  trirettangolo  dell'una,  cui  corrisponde 
nell' altra  un  triedro,  o  trispigolo,  trirettangolo.  (Infatti,  detta  X  la  proiet- 
tività  che  fa  passare  da  S  ad  S\  esiste  in  S'  una  polarità  II  in  cui  si  corri- 
spondono sempre  due  elementi  che  provengano,  mediante  K,  da  due  ele- 
menti ortogonali  di  S;  ecc.). 

14)  Due  stelle  proprie  correlative  possono  sempre  sovrapporsi  in  modo 
da  dar  luogo  ad  una  polarità  (es.  13  ),  8  )  ). 


—  328  — 

Parte  Terza. 
Curve  di  secondo  ordine. 

Capitolo  I. 
Polarità  definita  dalia  curva. 

191.  Cenno  storico.  —  Più  volte  nel  nostro  corso  ci  accadde 
di  nominare  le  curve  del  secondo  ordine.  Le  proprietà  che  gicà 
ne  conosciamo  potrebbero  fornire  altrettante  definizioni  di  que- 
ste curve,  la  cui  teoria,  trattata  sotto  molti  aspetti  diversi,  può 
collocarsi  tra  le  più  perfette  della  Geometria.  Rivediamo  ora 
quelle  definizioni  seguendo  l'ordine  storico. 

1)  I  geometri  greci  definivano  le  curve  di  secondo  ordine 
come  sezioni  piane  del  cono  circolare,  proiettante  un  cerchio  da 
un  punto  esterno  al  suo  piano,  vale  a  dire  come  curve  prospet- 
tive di  un  cerchio  (cfr.  n.°  171,  Oss.  I);  di  qua  il  nome  di  sezioni 
coniche,  o  brevemente  coniche,  con  cui  le  dette  curve  vennero 
indicate  dai  greci,  nome  che  noi  pure  adotteremo.  Le  restrizioni 
relative  alla  natura  del  cono,  od  alla  posizione  del  piano  secante, 
che  imponevano  Menecmo  (IV  secolo  av.  Cr.)  ed  Euclide 
(verso  il  300  av.  Cr.),  furono  tolte  da  Apollonio  (verso  il  200 
av.  Cr.),  il  quale  nella  sua  grande  opera  sulle  coniche  (in  otto 
libri,  di  cui  sette  sono  pervenuti  a  noi)  espose  la  maggior  parte 
delle  proprietà  tuttora  note  di  quelle  curve,  e  propose  i  nomi 
di  ellisse,  parabola  ed  iperbole  per   designarne  le  varie  specie. 

2)  Apollonio  deduceva  dalla  generazione  delle  coniche  una 
proprietà  che,  tradotta  coi  simboli  moderni,  equivale  ad  una 
equazione  di  secondo  grado  fra  le  coordinate  cartesiane  di  un 
punto  descrivente  la  curva.  E  poiché,  inversamente,  ogni  curva 
rappresentata  da  una  equazione  di  secondo  grado  in  coordinate 
cartesiane  può  riguardarsi  (quando  abbia  punti  reali)  come 
sezione  piana  di  un  cono  circolare,  si  definirono  (in  seguito  a 
Fermai  e  Descartes,  1637)  le  coniche  come  curve  del  secondo 
ordine  (n.°  140). 
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3)  Introdotta  sul  principio  del  secolo  XIX  la  nozione  di 
corrispondenza  proiettiva,  dalla  nota  generazione  del  cerchio 
mediante  due  fasci  uguali  di  rette  segui  subito  che  ogni  conica, 
proiezione  di  un  cerchio,  poteva  riguardarsi  come  luogo  delle 
intersezioni  di  rette  corrispondenti  in  due  fasci  proiettivi.  Sussiste 
pure  la  proprietà  inversa  (cfr.  n.°  148);  quindi  quella  genera- 
zione può  essere  assunta  come  definizione  delle  coniche.  Così 
fecero  Steiner  (nel  1832)  e  Chasles  (presso  a  poco  nella  stessa 
epoca),  deducendo  da  essa,  per  via  sintetica,  tutte  le  proprietà 
delle  dette  curve  (^). 

4)  Nel  piano  di  una  conica,  ad  ogni  punto  corrisponde  una 
determinata  retta,  polare^  di  cui  si  trova  cenno  in  Apollonio, 
e  di  cui  si  occuparono  Desargues  (1639)  e  De  La  Hire  (1685). 
La  correlazione  polare  che  lega  le  posizioni  del  punto  e  della 
retta,  considerata  da  Poncelet  e  Gergonne  (fra  il  1810  e  il 
1820),  fu  definita  da  Staudt  (1847)  senza  ricorrere  alla  teoria 
delle  coniche  (v.  n."  188).  Egli  vide  che  il  luogo  di  un  punto 
appartenente  alla  propria  retta  polare,  è  sempre  una  conica,  e 
fu  quindi  condotto  a  definir  le  coniche  come  curve  fondamentali 
delle  polarità  piane  (n.°  188),  offrendo  così  una  ulteriore  defi- 
nizione di  quelle  curve,  che  presenta,  sulle  altre  due  definizioni 
sintetiche,  il  vantaggio  di  comprendere  anche  le  coniche  imma- 
ginarie (^). 

Noi  però,  disponendo  delle  coordinate,  ricorreremo  alla  de- 
finizione analitica,  che  permette  di  ritrovare  nel  modo  più  sem- 
plice tutte  le  proprietà  delle  coniche. 

192.  Definizione  delle  coniche.  —  Noi  adunque  intendiamo 
per  conica  il  luogo  dei  punti  (reali  o  immaginari)  soddisfa- 
centi, colle  loro  coordinate  cartesiane  x,  y,  ad  una  equazione 
di  secondo  grado  a  due  variabili.  L' equazione  può  contenere 
tre  termini  di  secondo  grado  {x'^,  xy^  y'^),  due  termini  di 
primo  grado  (a?,  i/),  un  termine  noto.  La  scriveremo   così: 

(1)  fln^;- -j- 2ai2a7y -{- «22?/^  +  2ai3  a;  +  2^23?/  +  «33    =   0; 


i})  Cfr.  ad  es.  la  Geometria  di  posizione  di  Reye. 

(e)  Si  veda  la  Geometria  di  posizione  di  Staudt,  ed  i  trattati  più  recenti 
di  Geometria  proiettiva  di  Sannia,  Enriques  . . . 
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le  sei  quantità  a  a  sono  coefficienti  costanti,  che  supporremo 
reali;  alcune  possono  anche  esser  nulle  (^). 

Spesso  ci  converrà  trasformare  la  (1)  in  coordinate  carte- 
siane omogenee,  il  che  si  fa  sostituendo,  al  posto  di  .x,  y,  i 
rapporti  ~,  -^-,  e  moltiplicando  per  0^;  otteniamo  cosi  l'equa- 
zione cartesiana  omogenea  della  conica 

(1')  an  x^  -^  a22?/^  +  «33^^  +  2ai2xy-{-2ai3X0-i-2a23y0  =  O, 
la  quale  si  presta  a  rappresentare  anche  i  punti  impropri  della 
curva  (2).  Ponendo  1  nella  (1')  al  posto  di  z^  si  riproduce  la  (1). 

*  Talvolta  ci  servirà  pure  la  equazione  di  una  conica  in 
coordinate  proiettive.  Ricordando  che  il  grado  di  una  equa- 
zione non  muta  col  passaggio  da  coordinate  cartesiane  a  proiet- 
tive, potremo  dire  che  la  (1),  o  la  (1'),  rappresentano  pure  una 
conica,  quando  le  variabili  si  riguardino  come  coordinate  proiet- 
tive non  omogenee,  od  omogenee. 

193.  Esempi  di  coniche.  —  Per  seguire  sopra  figure  la 
teoria  che  esporremo,  ricordiamo  che  il  cerchio  è  una  partico- 
lare conica  (n.°  143);  tali  son  pure  la  ellisse,  la  parabola  e  la 
iperbole  (n.°  161  ). 

Anche  l'insieme  di  due  rette  ax  -\-  ^y  -\-  y  =  0, 
a'  X  -\-  ^'  y  -\-  y'  =  Oè  una  curva  del  secondo  ordine  (de- 
genere) rappresentata  dall'equazione  (n°.  140) 

(ax  +  ^y  +  7)(«'.^  +  ^'y  +  7')   =   0; 
e  viceversa,  se  il  primo  membro  della  (1)  è  il  prodotto  di  due 
polinomi  lineari  in  x,  y,  la  linea   corrispondente  è  una  coppia 
di  rette.  Le  due   rette   possono  eventualmente  coincidere,  e  si 
ha  allora  la  retta  doppia.  ,  .     .,  . 

Avvertiamo  infine  che  una  conica,  secondo  la  nostra  de- 
finizione, può  non  possedere  alcun  punto  reale  (come  ad  es. 
la  curva  x'^  -\-  y^  -{-  1   =  0),  o  possederne  uno  solo  (come  la 


(0  La  notazione  a  doppio  indice  adottata  per  i  coefficienti,  ed  il  fat- 
tore 2  premesso  ad  alcuno  di  quelli,  giovano  a  dare  maggior  simmetria 
alle  formole. 

(2)  La  (!')  fa  vedere  che  gli  indici  1,  2,  3  affissi  ai  coefficienti  sono 
legati  rispettivamente  alle  variabili  x,  y,  z,  di  guisa  che  ciascun  coefficiente 
ha  gli  indici  relativi  alle  due  variabili  per  cui  viene  moltiplicato;  ad  es. 
auxx  =  aiix^,     aiiyxy  -j-  yx)  ■=  2aiixy,  ecc.  •  '    '.   ' 
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curva  x^  -\-  y'^  =  0;  cfr.,  per  il  cerchio,  il  n.°  143).  Tali 
curve  immaginarie  presentano  in  certe  questioni  lo  stesso  in- 
teresse delle  curve  reali;  in  altre,  quando  ad  es.  si  tratti  di 
costruzioni,  saranno  lasciate  da  parte. 

194.  Numero  dei  punti  che  iudividuano  una  conica.  — 
Ci  proponiamo  ora  di  dedurre  dall'  equazione  di  una  conica 
le  principali  proprietà  della  curva.  Cominceremo  dallo  studio 
delle  proprietà  proiettive  (Cap.^  I  e  II),  dalle  quali  seguiranno 
facilmente  le  proprietà  metriche. 

Osserviamo  anzitutto  che  l'equazione 

(1)  rtji-'^'  ~\~  ^cLxìxy  -[- «23?/^ -j- 2(2i3  .r -f- 2a2:j  y  -f-  c^ss  =  0 
di  una  conica  dipende  da  sei  coefficienti  aii,  .  .  . ,  agg,  o,  meglio, 
dai  cinque  rapporti  di  cinque  di  essi  al  rimanente,  poiché  tutta 
l'equazione  può  dividersi  per  questo,  supposto  non  nullo.  Segue 
che  una  conica  può  assoggettarsi  a  cinque  condizioni,  tradu- 
centisi  in  altrettante  equazioni  indipendenti  fra  i  detti  rap- 
porti. Supponiamo  ad  es.  che  siano  dati  cinque  punti  (ic,-  ,  ?/,■  ) 
(dove  i  =  1,  2,  ...  5),  per  cui  la  conica  (1)  debba  passare.  Do- 
vranno allora  esser  soddisfatte  le  cinque  equazioni  di  condizione 
anXi  ^  -j-  2ai2.r,-  y,-  -f-  «22 y,:  ^  -\-  2aux,  -\-  2^23 .y»  -j-  «33  =  0, 
le  quali  sono  lineari  ed  omogenee  rispetto  ai  coefficienti  incogniti 
«11, ...  ,  «33  (^).  Queste  equazioni  individueranno  in  generale  i 
mutui  rapporti  delle  incognite  ;  ossia  forniranno  sei  valori  propor- 
zionali ad  «11,  .  .  .  «33,  valori  che,  sostituiti  nella  (1)  al  posto  dei 
coefficienti,  daranno  l'equazione  della  conica  richiesta.  Dunque: 

JPer  cinque  punti  del  piano  passa  sempre  una  conica^  ed  in 
generale  una  sola  (^). 

Osservazione.  —  La  detta  conica  è  unica  se  le  cinque  equazioni 
di  condizione  sono  indipendenti.  Ma  se  una  di  esse  è  conseguenza  delle 
altre  quattro,  allora  succede  che  ognuna  delle  infinite  coniche  passanti  per 
certi  quattro  4,  B,  C,  D  dei  punti  dati,  passa  per  il  quinto  E.  Ora  ciò  non 
è  possibile  se  quei  quattro  punti  sono  vertici  di  un  quadi-angolo,  perchè 
allora  le  due  coniche  composte,  l'una  delle  rette  AB,  CD,  l'altra  delle  rette 
AC,  BD,  non  hanno  un  quinto  punto  jE  comune.  E  nemmeno  ciò  succede 


(*)  Ad  es.,  la  condizione  perchè  la  conica  (1)  passi  per  l'origine  (0,  0), 
è  033   =   0. 

(^)  Se  dei  cinque  punti  due  cadono  nei  punti  ciclici,  si  ha,  come  co- 
rollario metrico  (n.°  155),  il  noto  teorema:  per  tre  punti  passa  un  cerchio. 
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se  i  tre  punti  A,  B,  C  appartengono  ad  una  retta  non  contenente  ne  D 
ne  E,  perchè  una  conica  composta  di  quella  retta  e  di  una  seconda  retta 
condotta  per  D,  ma  non  per  E,  passa  per  i  primi  quattro  punti  e  non 
per  il  quinto.  Ma  se  quattro  almeno  dei  cinque  punti  sono  allineati, 
allora  esistono  infinite  coniche  (spezzate  in  quella  retta  e  in  una  retta 
arbitraria  per  il  punto  rimanente)  le  quali  contengono  i  cinque  punti.  Dun- 
que: la  conica  nominata  neW  enunciato  precedente  è  unica,  tranne  nel  caso  che 
quattro  almeno  dei  cinque  punti  siano  allineati. 

195.  Intersezioni  con  una  retta.  —  La  ricerca  delle  in- 
tersezioni della  conica  (1)  con  una  retta  conduce  a  risolvere 
il  sistema  formato  dalla  (1)  coli' equazione  lineare  della  retta; 
se  questa  si  risolve  rispetto  ad  una  variabile,  ad  es.  rispetto 
alla  ?y,  e  si  sostituisce  nella  (1)  il  valore  trovato  al  posto  di  y, 
si  arriva  in  fine  ad  una  equazione  di  secondo  grado  nella  sola  x. 
Segue  di  qua  che  le  intersezioni  cercate  sono  due  (cfr.  n.**  142). 

Volendo  esaminare  tutti  i  casi  a  cui  il  problema  può  dar 
luogo,  supponiamo  che  la  retta  in  questione  sia  l'asse  delle 
^  (y  =  0);  a  questa  ipotesi  ogni  altra  può  ridursi,  pur  di  ese- 
guire una  trasformazione  di  coordinate,  che  non  altera  il  grado 
della  (1). 

Posto  y  =   0  nella 

(1)  a^iX^ -{- 2ai.xy -}- a,2y'^ -{- 2ai3x -\- 2a.3y -\- a^s   =  0, 
otteniamo 

(2)  GnX'^  +  2a,sX  +  «33   =   0, 
equazione  che  dà  due  valori 

—  «13  +  V  a^'^  —  an^33 

1  )         2     « 

ascisse  delle  intersezioni  della  conica  coli'  asse  x.  Queste  sono 
reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  coniugate, 
secondo  che  «i,,^  —  fl^u^ss  è  maggiore,  uguale  o  inferiore  a  zero. 
Se  però  nella  (1)  è  «„  =  0,  la  (2)  si  abbassa  a  primo  grado, 
e  fornisce  per  x  un  solo  valore  x  =  —  i^^  ?  ^^^ì  ricorrendo 
allora  all'equazione  omogenea  (1')  della  conica,  si  trova  (per 
y  =   0),  in  luogo  della  (2),  l'equazione 

(2')  ttnX^   -\-    2ai3XZ    -\-    ttsaZ'^    =     0, 

che  rimane  di  secondo  grado  anche  quando  «-„  =  0,  e  fornisce, 
in  questa  ipotesi,  le  due  soluzioni 
X  a-, 


2a, 


X  arbitrario,   ^  =  0 
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La  prima  definisce  il  punto  proprio  sopra  ottenuto,  mentre  la 
seconda  dà  il  punto  all' infinito  dell'asse  x,  che  appartiene  pure, 
nel  caso  presente,  alla  conica.  Similmente,  se  a,i  =  «13  :=  0,  la 
(2)  dà,  in  generale,  un  assurdo,  mentre  la  (2')  diviene  «33^-  =  0 
e  fornisce  0  ^  0,  x  arbitrario  ;  le  due  intersezioni  della  conica 
coir  asse  x  coincidono  nel  punto  all'infinito  del  detto  asse. 

Le  due  ipotesi  ora  esaminate,  rientrano  dunque,  sotto 
l'aspetto  proiettivo,  nella  teoria  generale.  L'unico  caso  di  ecce- 
zione si  presenta  quando  a,,  =  a,^  =  «33  —  0,  perchè  allora 
la  (2),  o  (2'),  diviene  una  identità,  è  soddisfatta  da  tutti  i  valori 
delle  incognite.  Vuol  dire  che  ogni  punto  dell'  asse  x  appartiene 
alla  conica.  D'altronde,  in  queste  ipotesi,  l'equazione  (1)  si 
riduce  alla  forma 

y(2ar,x  -f  a^,y  -}-  2fl,3)  =  0, 
e  quindi  la  conica  si  spezza  nelle  due  rette 

y  =  0,         2a,,x  +  a,,y  -f  2a,3  =  0. 

Estendendo  ad  una  retta  qualsiasi  del  piano  i  risultati  ora 
ottenuti,  concludiamo: 

Una  retta  sega  una  conica  in  due  punti,  che  possono  esser 
reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  0  immaginari  coniugati;  a  meno 
che  la  retta  non  abbia  più  di  due,  e  quindi  infiniti  jnmti  comuni 
colla  conica,  nel  qual  caso  questa  si  spessa  in  quella  retta  e  in 
ima  seconda  retta  {che  potrebbe  eventualmente  coincidere  colla 
prima). 

Secondo  che  si  presenta  il  primo,  il  secondo  o  il  terzo  dei 
tre  casi  enumerati  nella  prima  parte  dell'enunciato,  la  retta 
dicesi  secante,  tangente  od  esterna  (non  secante)  rispetto  alla 
conica.  E  se  è  tangente,  l'unico  punto  che  essa  ha  in  comune 
colla  curva  dicesi  punto  di  contatto.  Nel  piano  di  una  conica 
reale,  non  spezzata  in  rette,  esistono  rette  secanti,  tangenti  ed 
esterne;  e  le  tangenti  rientrano,  come  risulterà  in  seguito, 
nella  definizione  che  fu  data  al  n.''  149,  partendo  da  concetti 
alquanto  diversi. 

Ma  se  la  conica  è  tutta  immaginaria,  o  si  spezza  in  due 
rette,  mancheranno  alcune  delle  famiglie  di  rette  sopra  nomi- 
nate. Cosi  ad  es.,  se  la  conica  si  compone  di  due  rette  reali 
uscenti  da  un  punto  0,  ogni  retta  del  piano  è  secante,  tranne 
le   rette   del   fascio  0,  che  figurano   come  tangenti  secondo  la 
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nuova  definizione  (mentre  non  soddisfarebbero  all'antica  defi- 
nizione di  tangente  (^)  ). 

196.  Le  tre  specie  di  coniche.  —  Abbandonando  per  un 
momento  il  campo  proiettivo,  cerchiamo  le  intersezioni  di  una 
conica  colla  retta  all'infinito.  Scritta  perciò  l'equazione  della 
curva  in  coordinate  cartesiane  omogenee 

(r)  a^^x^  -f-  a.^y^  +  a^.^z'^  +  "^cii^xy  -f  "^dy^xz  -f  la^-^yz  =  0, 
poniamo  in  questa  2;  =  0.  Troviamo  (^) 

a„a;^  -|-  ^a^^xy  -j-  «22^^  =  0, 
donde  si  trae 

X    __    —  aj2  db   "1/^12^  —  a„a22 

y         ~  «u  ' 

Si  hanno  qui  i  rapporti  delle  prime  due  coordinate  omogenee 
di  due  punti  impropri.  Questi  sono  reali  e  distinti,  reali  e 
coincidenti,  0  immaginari  coniugati,  secondo  che  l'espressione 
«12^  —  «11  «22  è  positiva,  nulla,  o  negativa. 

Ora  una  conica  dicesi  ellisse,  quando  non  sega  in  punti 
reali  la  retta  all'  infinito  ;  parabola,  quando  la  sega  in  due  punti 
coincidenti,  vale  a  dire  quando  la  tocca  in  un  punto;  iperbole, 
quando  sega  quella  retta  in  due  punti  reali  e  distinti  (^).  Data 
l'equazione  (1),  o  (1'),  di  una  conica,  si  può  subito  assegnarne 
la  specie  in  base  al  seguente  criterio,  dove  l' espressione  sopra 
nominata  apparisce  col  segno  cambiato: 

(     >>  0       ellisse, 
ttnCiio  —  a  12     <     =0      parabola, 
[     <C  0      iperbole. 

La  condizione  per  la  parabola  può  anche  esprimersi,  dicendo 
che  il  trinomio  formato  coi  termini  a  secondo  grado  dell'equazione 
cartesiana  non  omogenea  (1)  deve  essere  un  quadrato  perfetto. 

Le  tre  specie  di  coniche  hanno  le  identiche  proprietà 
proiettive,  sicché  non  occorrerà  distinguerle   finché   rimarremo 


(^)  Questa  contraddizione,  limitata  ad  un  caso  particolarissimo,  gene- 
ralmente scartato,  non  dà  mai  luogo  ad  equivoci. 

(^)  L' equazione  qui  scritta,  presa  isolatamente,  rappresenta  le  due  rette 
proiettanti  dall'origine  i  punti  all'infinito  della  curva;  presa  insieme  colla 
£•   =  0,  definisce  i  punti  all'infinito  richiesti. 

(^)  Queste  defijiizioni  si  accordano  con  quelle  del  n."  161. 
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nel  campo  proiettivo  ;  differiscono  invece  sia  per  la  forma,  sia 
per  talune  proprietà  metriche. 

Esercìzi.  I.  —  1)  Scrivere  le  equazioni  delle  coniche  passanti  per  i 
seguenti  gruppi  di  cinque  punti:  a)  (0,  0),  (2,  0),  (0,  —  3),  (1,  1),  (1,-1); 
b)  (1,0),  (0,2),  (2,3),  punti  air  infinito  degli  assi  a;,?/;  e)  (0,  0),  (1,0),  (0,  —  3), 
punti  all'infinito  delle  due  bisettrici  degli  angoli  xy. 

2)  Le  coniche  delFes.  1)  sono  ellissi,  parabole,  o  iperboli? 

3)  Determinare  le  intersezioni  della  conica  x^  ~\~2xi/  —  y^  -{-  Ax  —  Qy 
4-3  =  0  cogli  assi  coordinati,  colle  rette  x  -\-  1  =  0,  x  -}-  y  --  2  =z  0 
colla  retta  all'infinito. 

4)  Scrivere  la  equazione  di  una  parabola  passante  per  i  punti  (1,  0), 
(2,  0),  (0,  ]),  (0,  4);  quante  soluzioni  ha  il  problema? 

5)  QuaFè  la  condizione  perchè  la  conica  anx^  -f-  "  •  "  =  0  sia  tan- 
gente all'asse  x,  o  all'asse  y?  quali  sono  le  condizioni  perchè  il  punto  di 
contatto  abbia  coordinate  assegnate  (a,  0),  o  (0,  /?)?  quali  condizioni  perchè 
la  conica  tocchi  la  retta  all'infìnito  in  un  dato  punto  (a,  /?,  0)? 

6)  In  particolare,  come  si  presenta  l'equazione  di  una  conica  che 
tocchi  nella  origine  l'asse  x,  o  l'asse  y?  e  la  equazione  di  una  conica  che 
tocchi  uno  degli  assi  nel  punto  all'infinito? 

7)  Scrivere  la  equazione  di  una  conica  (iperbole)  che  passi  per  i 
punti  (0,  1),  (0,  3),  (2,2),  e  tocchi  l'asse  x  nel  punto  all'infinito. 

8)  Scrivere  la  equazione  di  una  parabola  che  passi  per  i  ])unti  (0,  0), 
(2,0),  (0,  3)^e  tocchi  la  retta  all'infinito  nel  punto  situato  sulla  bisettrice 
dell'angolo  xy. 

9)  Dimostrare  che  la  equazione  di  una  conica  tangente  agli  assi  rr,  y 
nei  loro  punti  all'infinito,  vale  a  dire  di  una  iperbole  avente  come  asintoti  (') 
gli  assi  coordinati,  si  presenta  sotto  la  forma  2ai2xy  +  asa  =  0,  ossia 
xy  =  costante  (cfr.  n."  162,  es.  2)  ).  Quale  proprietà  ne  segue  relativamente 
al  parallelogramma  formato  dalle  coordinate  di  un  punto? 

10)  Dimostrare  che  una  parabola,  la  quale  passi  per  1'  origine  toccando 
ivi  l'asse  y,  e  tocchi  la  retta  all'infinito  nel  punto  all'infinito  dell'asse  x, 
ha  una  equazione  del  tipo  aaat/^  -f-  2ai3X  =  0,  ossia  y-  =  2px,  dove  p  è 
una  costante  (cfr.  n.°  161);  in  questo  sistema  di  riferimento  l'ascissa  è 
dunque  proporzionale  al  quadrato  dell'ordinata. 

11)  Scrivere  la  equazione  di  una  parabola  che  tocchi  gli  assi  x,  y  in 
punti  dati  (a,  0),  (0,  /?),  rispettivamente;  si  dimostri  che  delle  due  equa- 
zioni soddisfacenti  al  problema,  una  rappresenta  la  congiungente  i  due 
punti  contata  due  volte. 

II-  "~  12)  Si  dimostri  che  la  equazione,  in  coordinate  proiettive  omo- 
genee, di  una  conica  passante  per  i  vertici  del  triangolo  fondamentale  si 
presenta  sotto  la  forma 

ayz  -f-  ?zx  -\-  yxy  =  0, 
dove  a,  /?,  y  sono  coefficienti. 

(')  Por  asintoto  di  una  iperbole  si  intendo,  come  poi  diremo,  la  tangente  alla  conica 
in  un  punto  all'infinito. 


~  336  — 

13)  Come  si  comporta  la  conica 

a2a;2  -f  ^^y^  -f  y^z^  —  2^yyz  —  2yazx  —  2a^xy  =  0 
rispetto  ai  lati  del  triangolo  fondamentale  ? 

14)  La  equazione  di  ogni  conica  tangente  ai  due  lati  a?  =  0,  ?/  =  0 
del  triangolo  fondamentale  nei  vertici  situati  sopra  il  terzo  lato  z  =:  0,  è 
2Àxy  +  /*z^  =  0. 

197.  Intersezioni  di  una  conica  colla  retta  conginngente 
due  punti.  —  Il  problema  del  n.'^  195  può  esser  pure  trattato 
per  la  via  seguente^  che  ha  il  pregio  di  condurre  a  notevoli 
proprietà  delle  coniche. 

Partiamo  dall'  equazione  della  curva  in  coordinate  omogenee 
(cartesiane  o  proiettive);  se  indichiamo  brevemente  con  f{x^  Vi  ^) 
il  primo  membro  di  quella,  potremo  scrivere 

(1)  f{x,  y,  z)  =  anX^  -f  «22?/^  +  «33^^  +  1a^,,xy 

Nelle  formole  che  troveremo  converrà  talvolta,  per  simme- 
tria, scrivere  (Xai,  «31,  «32  al  posto  di  «12,  «13,  «23;  stabiliamo 
dunque  che  sia  a^u  =  g^ìa  (/^,  it  =  1,  2,  3).  Si  fissi  ora  nel 
piano  una  retta  coli' assegnare  le  coordinate  di  due  suoi  punti 
P(a7,  j^,  0),  P' (x\  y'^  z')]  allora  ogni  punto  Q  della  retta  avrà 
coordinate  del  tipo  (n.°  129,  y)  ) 

Q{kx  +  x\       ky  +  y',       kz  -f-  z'\ 

dove  A;  è  un   parametro  che  varia  da  punto  a  punto  (ed  è  anzi 

coordinata  proiettiva  di  Q  in 
un  conveniente  sistema  di  ri- 
ferimento). Volendo  determi- 
nare le  intersezioni  della  retta 
PP'  colla  conica  (1),  occorre 
esaminare  per  quali  valori  di  k 
le  coordinate  di  Q  soddisfino  la 
(1);  quando  adunque  risulti 

f{kx  +  x\    ky  +  y\  kz  +  z')  =  a„  {kx  +  x'^  +  . . .  =  0. 

Sviluppando  ed  ordinando  secondo  le  potenze  decrescenti 
di  A;,  si  trova 

(2)  r^f(x,  y,  z)  +  2kflQ,^  ^',^  l)  +  f{x\  y\  z')  =  0, 
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dove  f{x,  y,  0),  f{x',  ?/',  z')  sono  i  valori  assunti  dal  polinomio 
(1),  quando  in  luogo  delle  variabili  si  sostituiscano  le  coordi- 
nate di  P  o  di  P',  e  dove  inoltre  si  è  posto  per  brevità 

fi    ,     ',     A^ia^^xx' Ara.,^ijy' A-a^^zz' -^a^^{xy' ^yx') 
^^  '  ^  '  "^  ^        +  a,,{xz'  +  zx')  +  a,,{yz'  +  zy') 
=        {ttnX   -\-  a,^y   -f  ai^z)x' 
(3)^  +  («21^   +  «22^   +  a.^z)y' 

=        {a-^ix'  -{-  ay>y'  -}-  ai3z')x 
-\-  (a^,x' -]-  «22^'+  atzz')y 

+     («312^'    +     «32?/'    +     «SS^;')^- 

Sul  polinomio  stesso  va  notato: 

1)  che  esso  è  lineare  e  simmetrico  rispetto  alle  due  terne 
di  valori  {x^  y,  z),  (x',  y\  z'),  prese  separatamente  (come  mostra 
la  prima  espressione  del  polinomio); 

2)  che,  ordinato  ad  es.  secondo  x',  y\  z'  (come  nella  se- 
conda espressione),  i  coefficienti  rispettivi  sono  le  semiderivate 
parziali  di  /"(ic,  y,  z),  prese  rispetto  ad  x,  y,  z  (^); 

3)  che,  se  si  suppongono  le  tre  quantità  x\  y\  z'  identiche 
rispettivamente  alle  tre  x,  y,  *,  il  polinomio  (3)  si  riduce  al 
polinomio  f{x,  y,  z). 

La  (2)  è  una  equazione  di  secondo  grado  in  k.  Se  ki.  k., 
ne  sono  le  radici,  i  punti  Qi,  Q.>,  comuni  alla  curva  ed  alla 
retta  PP',  avranno  le  coordinate 

Qi(k,x  +  x\     k,y  +  ?/',     k,z  +  z'), 
Q^ik^x  +  x',     k.,y  A-  y\     k.z  -\-  z'). 

Cosi,  anche  per  questa  via,  resta  confermato  che  una  conica 
è  segata  in  due  punti  (reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  o 
immaginari)  da  una  retta. 

198.  Tangente.  —  Se  il  punto  P'(x',  y\  z')  è  un  punto 
della  conica,  allora  f(x\y',z')  =  0,e  quindi  l'equazione  (2) 
manca  del  termine  noto  ed  ha  una  radice  A:i  =  0;  il  punto  Qi 


(^)  Adottando  la  segnatura  delle  derivate  parziali  indicata  al  n.°  149, 
la  seconda  espressione  del  polinomio  /"(  ',  ', ',)  si  presenta  sotto  la  forma 
-g-  {x'f'x  -\-  y'f'y  -\-  z'f'z)\  e  la  terza  espressione  si  deduce  dalla  seconda 
scambiando  le  a?,  2/,  z  colle  x\  y\  z' . 

22 
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coincide  con  P'.  L'altra  radice  ita,  in  generale  diversa  da  zero, 
corrisponde  alla  seconda  intersezione  Q^  di  PP'  colla  curva. 

Ma  se  anche  li.^  z=z  0^  le  due 
intersezioni  Qi,  Q^  della  retta  PP' 
colla  conica  coincidono  in  P\  e  la 
retta  è  tangente  ivi  alla  conica.  D' al- 
tronde, in  questa  ipotesi,  V  equazione 
(2),  avendo  nulle  le  due  radici,  man- 
cherà pure  del  secondo  termine.  Ne 
p/       \  y  segue  che 


(4) 


'\x\y\z') 


ossia 

(4')       («na?'  +  a,^y'  -f  a^^z')x  +  (a.ix'  +  a^^y'  -[-  a^^z')y 

+  {a^x'  +  «32?/'  4-  a^zz')z  =   0, 
è  la  condizione  affinchè  il  punto  P(x,  ?/,  z)  stia  sulla  tangente 
alla  conica  nel  punto  P'{x'^  y'^  z')^  è  la  equazione  della  tan- 
gente alla  curva  in  questo  punto. 

Concludiamo  che:  fra  le  infinite  rette  passanti  per  un  punto  V 
di  una  conica,  ve  n'è  una  determinata  che  tocca  ivi  la  curva;  e 
V  equazione  di  questa  tangente  si  forma  attribuendo  come  coef- 
ficienti alle  variabili  x,  y,  z  i  valori  assunti  dalle  semiderivate 
parziali  del  polinomio  f(x,  y,  z),  quando  in  esse  si  sostituiscano 
le  coordinate  del  punto  di  contatto  (^). 

La  tangente  in  P'  è  indeterminata  soltanto  quando  quelle 
tre  semiderivate  si  annullino  per  le  coordinate  di  P';  ciò,  come 
vedremo,  accade  nel  solo  caso  che  la  conica  si  spezzi  in  due 
rette  uscenti  da  P'. 

Osservazione.  —  Se  la  curva  è  data  mediante  una  equa- 
zione in  coordinate  non  omogenee^  l'equazione  della  tangente 
in  un  suo  punto  P'{x'^  y')  si  ottiene  dalla  (4')  ponendo 
0  =:  0'  =  1,  Si  giunge  pure  a  comporre  questa  equazione 
ricordando  una  delle  due  regole  seguenti,  che  il  lettore  vedrà 
equivalere  a  quella  sopra  esposta  (tenendo  conto,  per  la  prima 
di  esse,  che  x',  y'  soddisfano  l'equazione  della  curva). 


i})  Cfr.  colla  equazione  (3")  del  n.°  149  rappresentante  la  tangente 
ad  una  curva  qualsiasi. 
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1)  Si  formino  le  derivate,  o  semiderivate,  parziali  del  primo 
membro  dell'  equazione  della  curva  rispetto  ad  x,  y,  si  sostitui- 
scano in  quelle  le  coordinate  del  punto  di  contatto,  si  moltipli- 
chino ordinatamente  i  valori  ottenuti  per  x  —  x'  ed  y  —  y', 
e  si  uguagli  a  zero  la  somma  dei  prodotti  (cfr.  n.°  149,  (3')); 
in  simboli 

(ttux'  -{-  ay2y'  -i-a,3)(x  —  x')-{-  (a^,x'-^  a.,y'  -f  «^23)  (y  —  2/')  =  0. 

2)  Nella  equazione  della  curva  si  sostituiscano: 

al  posto  di  x''^,  2 a:?/,  ?/^,         2x,  2y, 

rispettivamente       xx',    xy'  -\-  yx'^  yy\    x  -{-  x' ,    y  -[-  y\ 
e  si  troverà  l'equazione  sotto  la  forma 

a^^xx'  -f  ai2{xy'  +  yx')  +  a,,,,yy'  -f  ay,{x  -j-  x') 
+  a,,{y  -f-  y')  -f  ^33   =   0. 

In  un  modo  0  nell'altro,  il  lettore  vedrà  ad  es.  che  la  co- 
nica passante  per  l'origine 

Uiix''^  -\-  ^ay^xy  -f-  a-^y'^  -\-  ^a^^x  -j-  ^a-r^y   =   0 
ha  come  tangente  ivi  la  retta 

a,^x  -f  «23^   =   0, 
la  cui  equazione  si  ottiene  annullando  l'insieme  dei  termini  a 
primo  grado  dell'  equazione  della  curva  (^). 

199.  Coppia  di  tangenti  ad  una  conica  uscenti  da  un  punto. 
—  Ritornando  alla  (2),  abbandoniamo  la  ipotesi  che  P'(x',  y',  s') 
sia  un  punto  della  curva  (1).  Se  P(a?,  y^  z)  è  un  punto  qual- 
siasi di  una  tangente  condotta  per  P'  alla  conica,  le  due  inter- 
sezioni Qi,  Qz  della  retta  PP'  colla  conica  coincidono,  e  quindi 
l'equazione  (2)  ha  una  radice  doppia.  Ora,  perchè  ciò  accada, 
deve  essere 

^  //a?,    y,    z\  l^  _ 

y' 

Questa  è  una  equazione  di  secondo  grado  in  x,  y,  2",  la  quale  è 
soddisfatta  dalle  coordinate  di  ogni  punto  P  situato  sopra  una 
tangente  condotta  alla  conica  dal  punto  fisso  P' .  Dunque  la 
(5)  rappresenta  il   gruppo    delle    tangenti   uscenti  da  P',  anzi 


(5)  f{x,  y,  z)  .  f{x',  y',  z')  -  \  f  ('')  '^^  ')  ('  =  0. 

(     \x  ,  y  ,  z  J  ) 


(^)  Un  altro   esempio  è  offei*to  dall'equazione  della  tangente  ad  un 
cerchio;  n.°  154. 
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la  coppia  di  tangenti,  essendo  la  (5)  di  secondo  grado.  Conclu- 
diamo che:  da  un  punto  {reale)  del  piano  si  possono  condurre 
due  tangenti  ad  una  conica,  le  quali  però  sono  reali  e  distinte, 
0  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  (coniugate).  Nel  primo  caso 
il  punto  dicesi  esterno  rispetto  alla  curva,  nel  terzo  caso  interno, 

nel  secondo  caso  (come  risulterà 
dal  seguito)  il  punto  appartiene 
alla  curva.  È  del  resto  evidente 
che  se  P'  appartiene  alla  coni- 
ca, le  due  tangenti  uscenti  da 
P'  coincidono  colla  tangente  ivi  ; 
e  la  (5)  si  riduce  a 


^ft:',:')r=«. 


che  rappresenta  appunto  la  detta 

tangente  contata  due  volte. 

Comunque  sia  situato  P',  i  punti  di  contatto  delle  tangenti 

alla  conica  uscenti  da  esso,  devono  avere  tali  coordinate  (x,  y,  0), 

da  soddisfare  la  (5)  e  la  equazione  della  curva  f{x,y,z)  =  0. 

Tenuto  conto  dell'ultima  relazione,  la  (5)  si  riduce  a 


(4) 


'W,y\z') 


donde  segue  che  le  coordinate  dei  detti  punti  verificano  anche 
la  (4),  la  quale  rappresenta  una  retta,  quando  si  riguardino 
le  X,  y,  z  come  variabili.  I  punti  di  contatto  sono  adunque  le 
intersezioni  della  conica  colla  retta  (4),  di  cui  vedremo  subito 
il  significato  geometrico. 

Osservazione.  —  Impareremo  in  seguito  a  spezzare  una 
equazione  di  secondo  grado  rappresentante  una  coppia  di  rette, 
come  la  (5),  nelle  equazioni  delle  due  rette  componenti.  Per 
ora,  volendo  le  equazioni  staccate  delle  tangenti  condotte  da 
un  punto  P'  ad  una  conica,  potremo  seguire  quest'altra  via, 
che  è  spesso  preferibile  a  quella  sopra  indicata,  quando  l'equa- 
zione della  curva  sia  data  con  coefficienti  numerici,  ad  es.  in 
coordinate  non  omogenee:  f{x,  y,  1)  =  0.  Riguardiamo  come 
incognite  le  coordinate  (xq,  y^)  di  un  punto  di  contatto.  Scritta 
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l'equazione  della  tangente  in  questo  punto  f{l\,l\\)  =  0, 
esprimiamo  che  essa  deve  passare  per  il  punto  P  {x\  y  ),  trove- 
remo cosi  una  prima  equazione  /"(^;,^;, })  =  0  (equivalente 
alla  (4)  ),  a  cui  devono  soddisfare  le  incognite.  Una  seconda 
equazione  tra  queste  è  la  /"(xq,  y^^  1)  =  0,  ottenuta  espri- 
mendo che  il  punto  (a;^,  y^)  sta  sulla  curva.  Risolvendo  in- 
sieme le  due  equazioni,  otterremo  due  sistemi  di  soluzioni 
(^0)  2/o))  che,  sostituiti  successivamente  nella  equazione  della 
tangente,  daranno  le  due  tangenti  richieste. 

200.  Punti  coniugati  rispetto  ad  una  conica.  —  Siamo 
ora  condotti  a  chiederci  quale  sia  il  significato  geometrico  della 
relazione 

(4)  Ah  y\  ")  =  0, 

\x  ,  y\  z') 

nella  ipotesi  che  P' {x\  y',  z')  sia  un  punto  qualsiasi  del 
piano. 

Riprendiamo  perciò  la  (2),  da  cui  dipendono  le  intersezioni 
Qi,  Q2  della  retta  PP'  colla  conica,  e  notiamo  che,  se  sussiste 
la  (4),  le  radici  k\  e  k^  della  (2)  sono  uguali  in  valore  asso- 
luto, ma  di  segno  opposto.  Vuol  dire  che  i  punti  Qi,  Q-2  sepa- 
rano armonicamente  i  punti  P  e  P'  (n.°  129,  ó'));  od  anche, 
che  P  e  P'  separano  armonicamente  le  intersezioni  Qi^  Q> 
della  conica  colla  loro  congiungente;  e  viceversa. 

Ora  si  dice  che  due  punti  P  e  P'  sono  coniugati  (0  reci- 
proci) rispetto  ad  una  conica,  quando  essi  dividono  armonicamente 
le  intersezioni  della  loro  congiungente  colla  curva.  Concludiamo 
che  la  (4)  esprime  la  condizione  affinchè  i  punti  (x,  y,  z)  ed 
(x'  y',  z')  siano  coniugati  rispetto  alla  conica  (1). 

Sia  dalla  definizione,  sia  dalla  simmetria  con  cui  entrano 
nella  (4)  le  due  terne  di  coordinate,  risulta  che  la  condizione 
di  coniugio  di  due  punti  P  e  P'  e  simmetrica  ;  e  si  esprime 
pure  dicendo  che  P'  è  coniugato  di  P,  o  che  P  è  coniugato 
di  P'. 

Sopra  ogni  retta  del  piano  esistono  infinite  coppie  di  punti 
coniugati,  le  quali  formano  una  involuzione  avente  come  punti 
doppi  le  intersezioni  colla  conica;  l'involuzione  è  iperbolica,  pa- 
rabolica od  ellittica,  secondo  che  la  retta  è  secante^  tangente  od 
esterna.  I  punti  coniugati  di  se  stessi,  od  autoconiugati,  sono 
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i  punti  della  conica  ;  ciò  risulta  pure  dal  fatto  che,  se  P'  coin- 
cide con  P,  la  (4)  si  identifica  colla  (1). 

201.  Polare  di  un  punto. 

—  Su  ciascuna  retta  uscente 
dal  punto  fìsso  P' (x',  y',  z') 
esiste  un  punto  P{x,  y,  z) 
coniugato  di  P'  rispetto  alla 
conica.  Qual'  è  il  luogo  dei 
punti  P  al  variare  della  retta? 
L'equazione  (4),  che  è  sod- 
disfatta dalle  coordinate  va- 
riabili (x,  y,  z)  di  P,  è  lineare 
rispetto  a  queste,  e  può  scri- 
versi : 

(4')      (anx'  -f-  ai2y'  -\-  anz')  x  -[-  («aia:'  -f-  a-i^y'  -j-  a-2.-àz')y 
-\-  {aux'  -f-  «32^'  -f-  aiìz')z  =   0. 

Essa  rappresenta  dunque  una  retta. 

P  luogo  dei  punti  coniugati  di  un  punto  fisso  rispetto  ad 
una  conica  è  una  retta,  che  dicesi  la  polare  di  quel  punto  ri- 
spetto alla  conica.  Il  punto  dicesi,  alla  sua  volta,  polo  della 
retta. 

L'equazione  (4'),  quando  P'  sia  un  punto  della  curva,  rap- 
presenta la  tangente  ivi  alla  curva;  perciò  riguarderemo  come 
polare  di  un  punto  della  conica^  la  tangente  ivi  alla  conica. 

202.  Polarità  determinata  da  una  conica.  —  Le  ultime 
considerazioni  ci  mostrano  che  una  conica  (1)  definisce  nel  suo 
piano  una  corrispondenza,  per  la  quale  ad  un  punto  generico 
P'  {x\  y'j  z')  corrisponde  una  retta  j9',  polare  di  P',  che  ha  l'e- 
quazione (4'),  e  le  coordinate  (n."  126): 


(6) 


(  Qu'   =   a^x'  -}-  «12 ?y'  -j"  a^^z', 
ì  Qv'   =   a^ix'  -f  a.2.y'  -|-  a^^z', 

I    QW'     =      a^X'     -f-     ago?/'     -f     «33^', 


(essendo  q  un  fattore  di  proporzionalità). 

Ora  queste  relazioni,  confrontate  colle  (1)  del  n.°  186,  ci 
dicono  che  la  nominata  corrispondenza  è  una  correlazione  tra 
i  due  piani  sovrapposti  descritti,  l'uno  dal  punto  P'  (x',  y',  z'), 


(7)  A  = 
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l'altro  dalla  retisi  p'(u',  v',  w').  Ciò  almeno  nella  ipotesi  che  sia 
diverso  da  0  il  determinante 

«-31  ^32  05  = 

ipotesi  che  sarà  sottintesa  nei  paragrafi  seguenti,  finche  non  si 
dichiari  il  contrario  (^). 

Il  determinante  A,  che  risulta  dall'eliminazione  delle  va- 
riabili fra  le  tre  semiderivate  parziali  della  equazione  (1),  dicesi 
discriminante  della  (1),  o  della  conica  corrispondente  (^).  Esso 
è  un  determinante  simmetrico  (poiché  ahk=^(ikh)'i  quindi  (n.°188) 
la  correlazione  ora  nominata  ha  carattere  involutorio,  è  una 
polarità.  Ad  essa  potremo  dunque  applicare  le  proprietà  dimo- 
strate nel  n.°  188.  Anche  le  locuzioni  ivi  adottate  concordano 
con  quelle  qui  introdotte,  perchè  ad  es.  la  definizione  di  punti 
coniugati  in  una  polarità,  tali  cioè  che  l'uno  stia  sulla  polare 
dell'  altro,  equivale  alla  definizione  recente,  secondo  la  quale  due 
punti  diconsi  coniugati  rispetto  ad  una  conica,  quando  essi 
dividono  armonicamente  le  intersezioni  della  loro  congiungente 
colla  curva. 

Come  ogni  punto  P(x',  ?/',  z')  possiede  una  unica  polare 
definita  dalle  (6),  cosi  ogni  retta  p'{u',  v',  w')  possiede  un 
unico  polO;  le  cui  coordinate  sono  fornite  dalle  formolo  (n.°  188) 

/     ax'  =  Anu'  -\-  A^^v'  -\-  AisW', 
(8)  }     oy'  =  A.nu'  +  A^^v'  -|-  A^^w', 

f     az'   =  A^,u'  -[-  ^32?^'  +  ^33^;', 
dove  Ahk{  =  Aich)  è  il  complemento  algebrico  dell'elemento 
ahk  entro  al  determinante  A. 


Q)  Risulterà  poi  che  con  tale  restrizione  si  escludono  soltanto  le  coniche 
degeneri,  le  quali  presentano  interesse  secondario. 

(2)  In  generale,  data  una  funzione  razionale  intera  ed  omogenea  di  n 
variabili,  dicesi  discriminante  il  risultante  delle  n  derivate  parziali  della 
funzione,  rispetto  alle  variabili;  il  discriminante  uguagliato  a  zero  esprime 
dunque  la  condizione  perchè  quelle  n  derivate  si  annullino  insieme,  per  un 
sistema  di  valori  non  tutti  nulli  delle  variabili.  Ad  es.  il  discriminante  di 
aa;2  -(-  2bxy  +  cy^  è  il  risultante  delle  due  funzioni  ax  -\-  by,  bx  -\-  cy, 
ossia  ac  —  b'^:  ecc. 
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203.  Equazione  tangenziale  di  una  conica.  —  La  teoria 
della  correlazione  polare  ci  insegna  (n.°  188)  che  una  polarità 
piana  possiede  una  curva  fondamentale  del  secondo  ordine,  luogo 
dei  punti  che  appartengano  alle  proprie  polari,  ed  un  inviluppo 
fondamentale  di  seconda  classe,  formato  dalle  rette  che  conten- 
gono i  propri  poli.  Quanto  alla  curva,  se  confrontiamo  l'equa- 
zione (4)  del  n.°  188  colla  (1)  del  n.°  197,  vediamo  che  la 
curva  fondamentale  della  nostra  polarità  (6)  è  precisamente  la 
conica  f{x,  y,  z)  =  0,  da  cui  siamo  partiti]  risultato  prevedi- 
bile, poiché  ogni  punto  della  conica  appartiene  alla  propria  po- 
lare (tangente  ivi  alla  curva). 

Rimane  ora  da  esaminare  come  sia  formato  l'inviluppo 
fondamentale,  la  cui  equazione  in  coordinate  di  rette  fu  scritto 
al  n."  188,  (4'),  sotto  la  forma 

(9)  A^,u--\-A,,v-^-^A,,w-^-]-2A,,uv-{-2A,,uw-{-2A,,vw  =  0. 

Notiamo  perciò  che,  se  una  retta  p(u,  v,w)  appartiene  al 
detto  inviluppo,  essa,  per  definizione,  contiene  il  proprio  polo 
P,  il  quale  (giacendo  sulla  propria  polare)  starà  sulla  conica  (1); 
ma  allora  p  è  tangente  alla  conica  in  P;  e  viceversa.  Dunque 
la  (9)  rappresenta  l'inviluppo  delle  tangenti  alla  nostra  co- 
nica (1);  donde  il  risultato  fondamentale: 

Le  tangenti  ad  una  conica  (di  discriminante  non  nullo) 
formano  un  inviluppo  di  seconda  classe. 

L'equazione  (9)  di  questo  (o,  come  si  suol  dire,  l'equazione 
tangenziale,  o  pliickeriana,  della  conica)  si  ottiene  dall'equazione 
puntuale  (1)  della  conica,  sostituendo  alle  coordinate  di  punti, 
le  coordinate  di  rette,  ed  ai  coefficienti,  i  rispettivi  complementi 
algebrici  estratti  dal  discriminante  (^). 


Q)  Un'altra  forma,  sotto  cui  si  suole  scrivere  l'equazione  tangenziale 
della  conica,  è  la  seguente,  che  si  riconosce,  mediante  sviluppo,  non  diffe- 
rire dalla  (9)  : 


0 

u 

V 

W 

u 

Oli 

an 

a  13 

V 

«21 

«22 

023 

w 
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032 

«33 

=   0. 
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304.  Metodo  delle  polari  reciproche.  —  Riassumendo  gli 
ultimi  risultati,  possiamo  dire: 

Una  conica  {di  discriminante  non  nullo)  determina  nel  suo 
piano  una  correlazione  polare,  la  quale  muta  ogni  punto  del  piano 
nella' propria  polare,  ed  ogni  retta  nel  proprio  polo;  in  particolare^ 
ogni  punto  della  conica  corrisponde  alla  propria  tangente,  e 
viceversa. 

Questo  teorema  completa,  invertendolo,  il  teorema  del 
n.°  188,  secondo  il  quale  una  polarità  piana  definisce  una  conica 
(fondamentale).  Ora  vediamo  che  i  due  enti  conica  e  polarità 
piana  sono  cosi  strettamente  collegati,  che,  dato  l'uno,  rimane 
individuato  l'altro.  Ciò  spiega  come  lo  Staudt  abbia  potuto 
definire  e  studiare  le  coniche  in  base  alla  teoria  della  polarità. 

La  polarità  determinata  da  una  conica  trasforma  una  figura 
composta  di  m  punti  ed  n  rette,  in  una  figura  (polare  della 
prima  rispetto  alla  curva)  composta  di  m  rette  ed  n  punti;  ad  es., 
un  poligono  iscritto  nella  conica  (avente  cioè  i  suoi  vertici  sulla 
curva)  ha  come  figura  polare  il  moltilatero  circoscritto,  formato 
dalle  tangenti  nei  vertici  di  quello.  Due  figure  mutuamente 
polari  hanno  proprietà  duali.  Cosi,  da  ogni  proprietà  grafica 
(proiettiva)  relativa  ai  punti  di  una  conica  si  deduce,  per  dua- 
lità, una  proprietà  grafica  relativa  alle  tangenti  della  curva. 

Questa  considerazione  può  applicarsi  a  tutte  le  proposizioni 
sulle  coniche  viste  sinora.  Ad  es.,  la  proprietà:  «  una  retta  ha 
in  comune  con  una  conica  due  punti  (reali  e  distinti,  o  reali  e 
coincidenti  o  immaginari)  »,  tradotta  mediante  la  polarità,  ci 
dice  che  «  per  un  punto  si  possono  condurre  ad  una  conica 
due  tangenti  (reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  immagi- 
narie)», proposizione  che  avevamo  già  ottenuto  per  altra  via 
(n.°  199).  Qui  però  vediamo  inoltre  che  la  figura  costituita  da 
una  retta  p  '  e  dalle  sue  intersezioni  U,  V  colla  conica,  si  muta, 
per  polarità,  nella  figura  costituita  da  un  punto  P',  polo  di  p', 
e  dalle  rette  u,  v  passanti  per  P  '  e  tangenti  alla  conica  in  U 
e   V  (v.  fig.  di  pag.  342).  Donde  segue: 

Le  tangenti  ad  una  conica  uscenti  da  un  punto  toccano  la 
conica  nelle  intersezioni  di  questa  colla  polare  del  punto  ;  (  ciò  che 
analiticamente  risultava  dall'equazione  (4)  del  n.'^  199,  interpre- 
tata nel  n.^  201).  Supposta  la   conica  reale,    vediamo   di  qua 
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che  un  punto  esterno,  od  interno,  ha,  rispettivamente,  come  polare 
una  retta  secante,  o  non  secante,  mentre  i  punti  della  cnrva 
hanno  come  polari  le  relative  tangenti. 

Fu  precisamente  la  considerazione  di  due  figure  mutuamente  polari 
rispetto  ad  una  conica  che  condusse  il  Poncelet  (1818-24)  a  formulare,  per 
la  prima  volta,  la  legge  di  dualità  piana,  da  lui  denominata  metodo  delle 
polari  reciproche.  Solo  qualche  anno  più  tardi  (1825-26)  Gergo nne  enunciò, 
sotto  forma  indipendente  dalla  teoria  delle  coniche,  quella  legge,  che  trovò 
la  sua  piena  giustificazione  nelle  opere  di  Mobius  (1827)  e  Plucker  (1828). 

205.  Rette  coniugate  rispetto  ad  una  conica.  —  Volendo 
tradurre  per  dualità  anche  i  procedimenti    analitici    dei   para- 
grafi precedenti,  conviene  partire  da  una  equazione  di  secondo 
grado  in  coordinate  di  rette,  per  es.  omogenee, 
(10)        F(u,  V,  w)  =  anU-  -\-  «22 v'''  -|-  «33 w^^  +  2ayiUV 

-f-  2aisUW  -f-  2a<isVW  =  0, 
la  quale  rappresenta  un  inviluppo  di  seconda  classe,  ad  es. 
quello  formato  dalle  tangenti  ad  una  conica;  (sarà  la  conica 
(1)  del  n.*'  197,  ove  si  supponga  la  (10)  equivalente  alla  (9) 
del  n.°  203,  e  quindi  le  «/,/,  uguali  o  proporzionali  alle  A^k)- 
Allora  il  problema  di  condurre  da  un  punto  P  le  tangenti  alla 
conica  porta  a  risolvere,  rispetto  alle  incognite  ^,  ^ ,  il  sistema 
formato  dalla  F(u,  v,  w)  =0  colla  equazione  lineare  del  punto 
lu -^  mv -\-  nw   =::'0. 

Il  concetto  di  punti  coniugati  rispetto  ad  una  conica,  di 
cui  abbiamo  dato  due  definizioni  equivalenti  (v.  n.°  202),  conduce, 
per  dualità,  al  concetto  di  rette  coniugate,  o  reciproche,  rispetto 
ad  una  conica,  del  quale  pure  daremo  due  definizioni  equiva- 
lenti: due  rette  sono  coniugate  quando  dividono  armonicamente 
le  tangenti  alla  conica  condotte  dalla  loro  intersezione,  ossia 
quando  l'una  passa  per  il  polo  delV  altra.  Dalla  prima  defini- 
zione segue  che:  per  ogni  punto  del  piano  passano  infinite 
coppie  di  rette  coniugate  rispetto  ad  una  conica,  le  quali  for- 
mano una  involuzione  avente,  come  rette  doppie,  le  tangenti  con- 
dotte dal  punto  alla  curva;  la  involuzione  sarà  dunque  iper- 
bolica, ellittica  o  parabolica  secondo  che  il  punto  sarà  esterno, 
interno  o  sulla  curva. 

La  condizione  analitica  perchè  le  due  rette  (m,  v,  w), 
{u',  v',  w')  siano  coniugate,  si  forma,  partendo  dal  polinomio 


(11) 


F 


0, 
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F (u^  V,  w),  come  la  condizione  di  coniugio  di  due  punti  fu 
ottenuta  partendo  dal  polinomio  f(x,  Vi  ^)]  potremo  adunque 
scriverla  concisamente  sotto  la  forma 

U,     V,     w 

u',  v'  w' 

dove  il  simbolo  a  primo  membro  ha  un  significato  chiaro, 
quando  si  badi  alla  (3)  del  n.°  197. 

Partendo  dall'  equazione  (10)  di  un  inviluppo  di  seconda 
classe,  possiamo  chiedere  la  equazione  (in  coordinate  di  punti) 
del  luogo  dei  punti  di  contatto  dell'  inviluppo.  Basterà  seguire 
la  stessa  via  che  ha  servito  per  il  passaggio  inverso  (duale). 
Si  scriva  il  discriminante  A  della  (10),  determinante  del  terzo 
ordine  formato  colle  «;,a,  che  supporremo  diverso  da  zero  ;  poi 
si  sostituiscano  nella  (10),  al  posto  delle  n,  v,  w,  le  x,  y,  0, 
ed  al  posto  dei  coefficienti,  i  rispettivi  complementi  algebrici 
estratti  da  A.]  si  troverà  cosi  l'equazione  di  una,  conica,  che  è 
il  luogo  richiesto.  Applichiamo  ad  es.  questo  procedimento  al- 
l'equazione (9)  del  n.°  203:  in  questa  ipotesi  il  discriminante  è 

-Ali         -^i>         -A-n 

A.^1         A.2'ì         -A. -I-i      =^    A.  , 

-^  31  ^  32  -A  33 

ed  ha  come  minori  (in  virtù  di  un  noto  teorema): 


A,, 
A,, 


-4  23 
-A  33 


Aan 


A,, 

-A  31 


A, 
A. 


=   Aa^., 


dunque  la  conica  luogo  dei  punti  di  contatto  dell'  inviluppo  (9) 
sarà 

A{aux'^  -\-  ■  •  •     -{-  2ai<,xy  +  •••  )   =   0, 

ossia  la  f(x,  y,  z)  =  0  primitiva  (poiché  ^  =*=  0);  risultato 
facilmente  prevedibile. 

In  base  a  queste  ultime  considerazioni,  noi  potremo  riguar- 
dare una  conica  (non  degenere)  sia  come  luogo  degli  infiniti 
suoi  punti,  sia  come  inviluppo  delle  infinite  sue  tangenti;  nel 
primo  caso  la  conica  è  rappresentata  da  una  equazione  di  se- 
condo grado  in  coordinate  di  punti  (equazione  puntuale),  nel 
secondo  caso  da  una  equazione  di  secondo  grado  in  coordinate 
di  rette  (equazione  tangenziale).  Il  passaggio  dall'una  all'altra 
equazione  è  regolato  dal  procedimento  sopra   esposto.  Questa 
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considerazione  non  si  estende  però  alle  coniche  degeneri  (a  di- 
scriminante nullo),  come  poi  si  dirà. 

206.  Triangoli  autopolari.  —  La  nozione  di  triangolo  auto- 
polare in  una  polarità  (n.°  188,  Oss.)  si  trasporta  senz'altro  nella 
teoria  delle  coniche.  Si  dirà  autopolare  (od  autoconiugato ^  au- 
toreciproco) rispetto  ad  una  conica  un  triangolo,  di  cui  ciascun 
vertice  sia  polo  del  lato  opposto;  i  vertici  saranno  dunque 
coniugati  a  due  a  due,  e  cosi  pure  i  lati.  Esistono  infiniti 
triangoli  autopolari]  per  costruirne  uno  si  prenda  ad  arbitrio  un 
vertice  X,  che  non  stia  sulla  conica,  si  tracci  la  polare  di  X, 
e  su  questa  si  prendano  gli  altri  due  vertici  F,  Z^  in  modo 
che  siano  distinti  e  coniugati  rispetto  alla  conica;  ciò  è  possi- 
bile in  infiniti  modi,  potendosi  ad  es.  Y  assumere  ad  arbitrio 
sulla  detta  polare,  purché  non  sulla  conica. 

Ora  è  facile  vedere  che: 

In    un   triangolo    autopolare   rispetto    ad    una   conica   reale 


un  vertice  è  interno  e  due  sono 
esterni. 


un  lato  è  esterno  e  due  lati  sono 
secanti. 


Se  infatti  il  vertice  X  da  cui  si  parte  è,  ad  es.,  esterno, 
sarà  il  lato  YZ  secante  (n.°  204);  ed  i  due  punti  Y,  Z,  do- 
vendo separare  armoni- 
camente le  intersezioni 
colla  curva,  saranno  uno, 
ad  es.  Y,  esterno,  l'altro 
Z  interno.  Mentre,  se  si 
parte  da  un  vertice  Z  in- 
terno, il  lato  opposto  X  Y 
risulta  esterno  (n."  204), 
e  quindi  esterni  saranno 
i  punti  X,  Y. 

Osservazione.   —    Si 
osservi  però  che  in  questo 
ragionamento    si    è   fatto    tacitamente   uso   delle   due  seguenti 
proposizioni   di  sinistra,  le  quali,  sebbene  suggerite  dall'intui- 
zione, devono  esser  dimostrate  rigorosamente: 

a)  Ogni  punto  giacente  so-  a')  Ogni  retta  passante  per 

pra  una  retta  esterna  ad  una     un  punto  interno   ad   una  co- 
conica,  è  esterno  alla  curva.  nica,  è  secante. 
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b)  Le  intersezioni  di  una 
conica  con  una  retta  secante  de- 
terminano su  questa  due  seg- 
menti proiettivi,  di  cui  uno  è 
composto  di  punti  interni,  V  al- 
tro di  punti  esterni. 


b')  Le  tangenti  condotte  ad 
una  conica  da  un  punto  esterno 
determinano  nel  fascio  avente  ivi 
il  centro  due  angoli  completi,  di 
cui  uno  è  composto  di  rette  ester- 
ne, V  altro  di  rette  secanti. 


Queste  proposizioni  valgono  per  coniche  reali,  non  degeneri. 

Ora  nel  n.*'  seguente  dimostreremo  per  via  analitica  le  dette 
proposizioni.  Ma  possiamo  anche  giustificarle,  osservando  an- 
zitutto che  esse  valgono  certamente  pel  cerchio,  in  secondo 
luogo  che  esse  sono  di  natura  proiettiva,  e  quindi  si  trasportano 
ad  ogni  curva  che  possa  dedursi  dal  cerchio  mediante  una  pro- 
iezione. Vedremo  d'altronde  che  ogni  conica  reale,  non  dege- 
nere, può  riguardarsi  come  proiezione  di  un  cerchio;  quindi 
quelle  proposizioni  valgono  per  ogni  conica  siffatta. 

*  207.  Equazione  di  una  conica  riferita  ad  un  triangolo 
autopolare.  —  E  interessante  esaminare  come  si  presenti  la 
equazione  di  una  conica,  quando  essa  venga  riferita  ad  un  si- 
stema di  coordinate  proiettive  {x,  y,  z),  avente  come  fonda- 
mentale un  triangolo  autopolare  XYZ.  Posto  che  sia 
(1)  a^^x'^  -f  «22^/^  +  «33^^  +  '^ai^xy  +  2^13^^  +  2«.23^^  —  0 
l'equazione  della  curva,  osserviamo  che  i  punti  fondamentali 
X(l,  0,  0),  r(0,  1,  0),  Z{0,  0,  1)  hanno,  rispetto  alla  (1), 
le  rette  polari 

«1137    +    «12^    +    ^13^     =     0, 
a^xX   -)-    «222/    -h    ^23^    =    0, 

a^xx  -[-  a-ì^y  +  «332^   ^   0. 
Ora   queste   rette  devono  coincidere  ordinatamente  colle  rette 
fondamentali 

a;   =   0,       y   =z   0,       0=0. 

Perciò  deve  aversi     «,3   =   a^s    =   «03   =   0.   Con  ciò  la  (1) 
si  riduce  alla  forma 

(1)  aiix^  +  az-zy'^  +  a^sz'^   =   0, 

che  si  suol  dire  equazione  normale,  o  canonica,  della  conica. 

L'' equazione  puntuale  di  una  conica,  riferita  ad  un  triangolo 
autopolare  come  fondamentale,  contiene  solo  i  quadrati  delle  coor- 
dinate. 
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Un  analogo  risultato  vale  per  l' equazione  tangenziale  della 
curva  riferita  ad  un  triangolo  autopolare;  si  trova  infatti  una 
equazione  del  tipo 

E  si  riconosce  facilmente,  in  base  alle  considerazioni  del  n.**  205, 
che  le  due  equazioni  ora  scritte  rappresentano  una  stessa  co- 
nica,   riferita    allo    stesso    triangolo    fondamentale,    quando    si 

abbia 

_      1  11 

dll     :    «22    •    ^33 •    •    ■  • 

«11  «22  «38 

Ritorniamo  alla  (1),  ed  esaminiamo  i  casi  che  essa  può  presen- 
tare. Supponiamo  diversi  da  zero  i  tre  coefficienti  «n,  «22,  0^33; 
(nella  ipotesi  opposta,  se  ad  es.  fosse  «n  =  0,  si  annulle- 
rebbe il  discriminante  A  =  ftn  «22  ^tas  della  (1),  e  la  curva 
si  spezzerebbe  nelle  due  rette  V  «22  ^  =t:  y  —  a^a  z  =:  0, 
armoniche  rispetto  ai  lati  XY,  XZ  del  triangolo  fondamentale). 
I  tre  coefficienti  della  (1)  avranno  lo  stesso  segno,  oppure  due 
avranno  un  segno  ed  il  rimanente  il  segno  opposto.  Ma  nella 
prima  ipotesi  la  conica  non  ha  nessun  punto  reale,  è  com- 
pletamente immaginaria^  giacché  allora  il  primo  membro  della  (1) 
non  può  annullarsi  che  per  x  =  0,  y  z=:  0,  z  =  0^  terna 
di  valori  a  cui  non  corrisponde  alcun  punto  del  piano. 

Supponiamo  invece  che  due  coefficienti  della  (1),  ad  es.  «nj 
«22  7  abbiano  lo  stesso  segno,  che  potremo  supporre  positivo 
(cambiando  segno  ove  occorra  al  primo  membro  della  equa- 
zione), e  sia  «33  negativo.  Per  tener  presenti  queste  ipotesi 
poniamo 

ttn    =    «2,        «22    =    ^^        «33    =    —  )'^ 
dove   «,    /?,  y  sono   quantità   reali  positive,   e  scriviamo  la  (1) 
sotto  la  forma 

(2)  «2^2    -f    ^2^2    _    y2^2     ^     0. 

La  conica  ha  certo  punti  reali,  potendosi  assegnare  valori  ar- 
bitrari (non  entrambi  nulli)  ad  x,  y,  pur  di  calcolare  conve- 
nientemente z.  La  conica  (2)  sega  il  lato  x  =  0  del  trian- 
golo autopolare  in  due  punti  reali  e  distinti  dati  da 

r-y'  -  y-^z^   =   0,     ossia         -|^  =   db  ^; 
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e  sega  pure  il  secondo  lato  y  =  0  in.  punti  reali  e  distinti 
dati  da  —  =  ±  -^;  ma  non  ha  punti  reali  comuni  col  terzo 
lato  z  =1  0  (perchè  si  avrebbe  —  =:  ±  i  --Y  Dunque  dei 
tre  lati  del  triangolo  autopolare  XYZ,  due  ZX,  ZY  sono  se- 
canti e  il  terzo  XY  esterno;  e  (per  polarità)  dei  tre  vertici, 
due  X,  Y  sono  esterni  ed  uno  Z  interno.  Ciò  conferma  il  risul- 
tato del  n.°  precedente  relativo  alla  posizione  di  un  triangolo 
autopolare  rispetto  ad  una  conica  reale. 

Per  il  vertice  Z^  che  è  poi  un  punto  qualsiasi  interno  alla 
nostra  conica  (2),  conduciamo  una  retta  ad  arbitrio  y  z=:  'kx. 
Questa  sega  la  curva  (2)  in  due  punti  {x,  kx,  z),  tali  che 

donde 

X    Y 

^     ""     ±    Va^  +  /?2F" 

valori  certamente  reali.  La  retta  è  adunque  secante;  e  ciò 
dimostra  il  lemma  a')  della  Oss.  del  n.°  precedente. 

Se  invece  consideriamo  un  punto  esterno  alla  curva,  qual'è 
il  punto  fondamentale  X  (v.  la  fig.  di  pag.  348),  e  per  esso  con- 
duciamo una  retta  z  =  ky^  le  intersezioni  (x^  y^  ky)  di  questa 
colla  conica  (2)  sono  date  da 

«2^2    _|_(;^2    _    j,2;^2^)^2    ^    0, 


ossia  da 

X 

y 


Vr^r^'  —  ^2  _ 


esse    sono   reali   e   distinte,    reali  e  coincidenti  o   immaginarie 
coniugate,  secondo  che 


k 


>     /? 


Ai  valori  A;  =  +  -  corrispondono  dunque  le  due  tangenti  t,  t' 
(di  equazioni  ^y  zy:  yz  =   0)  uscenti    da   X;   ai   valori   di  k 

compresi  fra ^    e  -]-  -'^  corrispondono  le  rette  del  fascio  X 

che  appartengono  ad  uno  degli  angoli  completi  Ti'  (precisa- 
mente a  quello  in  cui  sta  il  lato  XY  per  cui  k  =  0),  rette 
che,  in  virtù  della  nostra  disuguaglianza,  sono  esterne  rispetto 
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alla  conica;  finalmente  ai  valori  rimanenti  di  A:  corrispondono 
le  rette  dell'altro  angolo  completo  tV^  le  quali  sono  secanti  della 
conica.   E    con   ciò   rimane  giustificato  anche  il  lemma  ò')  del 
n.°  206.  (Le  proposizioni  <z),  ò)  seguono  per  dualità). 

208.  Costruzione  della  polare  di  un  punto  e  del  polo  di 
una  retta.  —  Ritorniamo  alla  definizione  di  polare  di  un  punto 
(n.*'  201);  da  essa  segue  subito  la  costruzione  della  detta  polare 
rispetto  ad  una  conica  reale,  interamente  tracciata. 

Si  conducano  infatti  per  il  polo  P  (che  supporremo  non 
stia    sulla    curva  )    più    trasversali    ?,  w,  .  .  .  ,   che  seghino    la 
curva  nelle  coppie  di  punti  LL'^  MM\ 
punti 

Q  =  LM  •  L'M',    R  =  LM' 


si  determinino  i 


l:::^:^<l^ 


UM,  ...  ; 

la   retta  jp  =  QR...,   contenendo  i  coniugati  armonici   di   P 
rispetto  alle  coppie  di  punti   LL',  M2I',  ...,    sarà   la   polare 
richiesta.   La  polare    di   un  punto  rispetto  ad  una  conica  con- 
tiene adunque  due 
iP  punti     diagonali 

(Q,  R)  di  ogni  qua- 
drangolo completo 
(LL'MM')  iscrit- 
to nella  conica,  il 
cui  terzo  punto 
diagonale  cada  nel 
polo;  contiene  inol- 
tre i  punti  di  con- 
tatto (U,  V)  delle 
tangenti  alla  curva 
condotte  dal  polo, 
quando  questo  sia 
esterno  (n.°  204);  contiene  finalmente  le  intersezioni  delle  tan- 
genti alla  conica  nelle  coppie  di  punti  (LL',  MM',  ..  .)  allineati 
col  polo.  L'ultima  parte  dell'enunciato  segue  dal  fatto  che  le 
rette  LL',  MM\  .  .  .  passanti  per  P,  devono  avere  i  loro  poli 
sulla  polare  p  (n.°  188). 

Dualmente,  volendo  costruire  di  una  retta  p  il  polo  rispetto 
ad  una  conica,  si  assumano  su p  più  punti  (esterni)  L,  M,  . .,  , 
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dai  quali  si  conducano  le  coppie  di  tangenti  IV^  mm'^.. 
conica;  si  costruiscano  le  rette 


.  alla 


q  z=  Im  ■  l'm',     r  =  Im'  •  l'm,  ...  ; 

il  punto  F^:  qr .  . .,  giacendo  sulle  rette  LF,  31 F .  . .  coniagate 
armoniche  di  p  rispetto 
alle  coppie  di  tangenti  IV, 
mm',  ...^  sarà  il  polo  ri- 
chiesto di  p.  Dunque:  per 
il  polo  di  una  retta  rispetto 
ad  una  conica  passano  due 
rette  diagonali  (q,  r)  di 
ogni  quadrilatero  completo 
(irmm')  circoscritto  alla 
conica,  la  cui  terza  retta 
diagonale  coincida  colla  po- 
lare; passano  inoltre  le  tan- 
genti (u,  v)  alla  curva  nelle 
intersezioni  colla  polare , 
quando  questa  sia  secante 
(n.*^  20-4)  ;  passano  final- 
mente le  congiungenti  i 
punti  di  contatto  delle  cop- 
pie di  tangenti  (IT,   mm',  ...)   secantisi  sulla  polare. 

209.  Un  teorema  sui  triangoli  autopolari.  —  Gli  ultimi 
teoremi  (ove  si  considerino  il  quadrangolo  iscritto  LL'MM' 
col  suo  triangolo  diagonale  FQB,  e  la  figura  duale)  ci  condu- 
cono subito  ai  seguenti: 


Il  triangolo  diagonale  di 
ogni  quadrangolo  iscritto  Ì7i  una 
conica  è  autopolare. 


Il  trilatero  diagonale  di  ogni 
quadrilatero  circoscritto  ad  una 
conica  è  autopolare. 


E  si  può  aggiungere:  quel  triangolo  e  quel  trilatero  coinci- 
dono, se  i  lati  del  quadrilatero  sono  tangenti  alla  conica  nei 
vertici  del  quadrangolo.  Infatti  la  polarità  determinata  da  una 
conica  trasforma  un  quadrangolo  iscritto  AB  CD,  ed  il  suo 
triangolo  diagonale  FQR,  nel  quadrilatero  ab  ed  formato  dalle 
tangenti  in  A,  B,  C,  D,  e  nel  suo  trilatero  diagonale  ^g-r;  d'altra 
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parte  il  triangolo  PQR  è  autopolare,  vale  a  dire  è  trasformato 
in  se  stesso  dalla  polarità;  quindi  esso  coincide  con  pqr. 


;   quindi  il  punto 
mr'  descrive  so- 


*  210.  Un  teorema  di  Staudt  sulle  coniche.  —  In  certe  que- 
stioni sulle  coniche,  ad  es.  nella  trattazione  di  queste  curve  se- 
condo la  via  seguita  dallo  Staudt,  giova  il  teorema  a  cui  con- 
ducono le  considerazioni  seguenti. 

Siano  r,  r'  due  rette  qualisivoglianO;,  non  coniugate  rispetto 
alla  curva.  Mentre  un  punto  M  descrive  una  punteggiata  su  r,  la 
polare  m  descrive  un  fascio  proiettivo  a  quella  intorno  al  polo  di  r, 

che,  per  ipotesi,  non  cade 
su    r 
M'  --^ 

pra  r'  una  punteggiata 
proiettiva  alla  prima  ; 
punti  corrispondenti , 
come  M^  M.\  sono  co- 
niugati rispetto  alla  co- 
nica. Le  due  punteggiate 
sono  anzi  prospettive  se 
il  punto  A^ivr'  h  autoconiugato,  cioè  se  cade  sulla  conica.  Per 
trovare,  in  tal  caso,  il  centro  di  prospettiva  P,  si  considerino 
le  due  ulteriori  intersezioni  B  q  C  delle  rette  r,  r'  colla  conica, 
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e  si  noti  che,  quando  M  cade  in  B,  deve  M'  appartenere  alla 
polare  di  £,  ossia  alla  tangente  in  J5,  sicché  questa  tan- 
gente passa  per  P;  similmente  passa  per  P  la  tangente  alla 
conica  in  C.  Il  centro  di  prospettiva  P  è  adunque  il  polo 
del  terzo  lato  BC  del  triangolo  iscritto  ABC.  Viceversa, 
ogni  retta  passante  per  P,  e  quindi  coniugata  col  lato  PC, 
sega  gli  altri  due  lati  r  ^  AB,  r'  ^  AC  in  due  punti 
M,  M'  corrispondenti  nella  prospettività  nominata,  e  quindi 
coniugati  rispetto  alla  curva.  Segue  di  qua  il  teorema  di 
sinistra  : 

Se  un  triangolo  è  iscritto 
in  una  conica,  ogni  retta  con- 
iugata ad  un  lato  sega  gli  altri 
due  in  due  punti  coniugati  ri- 
spetto alla  curva  ;  e  viceversa. 


Se  un  triangolo  è  circoscritto 
ad  una  conica,  ogni  punto  con- 
iugato ad  un  vertice  proietta 
gli  altri  due  mediante  due  rette 
coniugate  rispetto  alla  curva;  e 
viceversa. 


Ed  è  pur  chiaro  che,  se  in  un  triangolo  ABC,  di  cui  due 
vertici  A,  B  appartengono  ad  una  conica,  i  lati  AC,  BC  se- 
gano una  retta  coniugata  al  terzo  lato  in  punti  coniugati  ri- 
spetto alla  curva,  anche  il  terzo  vertice  C  apparterrà  alla  curva; 
e  dualmente. 

Osservazione.  —  Se  nella  figura  si  immagina  che  sia  fissa 
la  trasversale  PMM',  e  vari  il  punto  A  sulla  conica,  le  due 
rette  BA,  CA  varieranno,  segando  sempre  sulla  trasversale  cop- 
pie di  punti  MM'  coniugati  rispetto  alla  conica,  e  quindi  con- 
iugati in  una  proiettività  involutoria.  Quelle  due  rette  BA, 
CA  descriveranno  adunque  due  fasci  proiettivi  di  centri  B  e  C; 
donde  segue  un  importantissimo  teorema,  che  ritroveremo  per 
altra  via  (insieme  al  duale)  nel  Capitolo  seguente:  le  rette  che 
proiettano  da  due  punti  fissi  di  una  conica  un  punto  variabile 
lungo  la  curva,  descrivono  due  fasci  proiettivi. 

211.  Coniche  degeneri.  —  Nello  studiare  la  polarità  deter- 
minata da  una  conica  abbiamo  lasciato  da  parte  il  caso  che  sia 
nullo  il  discriminante 


A  = 


«11 

^1-2 

«13 

a. 21 

a. 22 

«23 

an 

a  il 

a-A-A 
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Vogliamo  ora  esaminare  quale  particolarità  presenti  la  curva 

-|-  ^ax^xz  -\-  2a-2^yz   ■=.   0, 
quando  è  verificata  la  relazione 

(2)  ^   =   0. 

E  noto  che  la  (2)  è  condizione  necessaria  e  sufficiente,  af- 
finchè esistano  tre  numeri  non  tutti  nulli  Xq,  y^,  Zq^  tali  da 
soddisfare  alle  tre  equazioni 

(3)  <       a^iX    -{-    «22  2/    -\-    0,23^     =     0, 

(     «31^  +  a^^y  +  «33  0  =   0, 

ottenute  annullandole  tre  semiderivate  parziali  del  polinomio  (1); 
precisamente  si  ha,  quando  non  siano  nulli  tutti  i  minori  del 
secondo  ordine  di  A, 

^0  '•  yo  '•  ^0 

=   J-ii  :  Ai2  '.  Ai3   =:=   J.21  :  ^22  •  ^23   =^   A^i  :  J.32  :  -^33. 

Consideriano  ora  quel  punto  7  che  ha  le  coordinate  {xq  ,  y^ ,  Zq). 
Esso  intanto  sta  sulla  curva  (1),  perchè  se,  dopo  aver  sosti- 
tuito nelle  (3),  al  posto  delle  variabili,  le  Xq,  y^,  Z(^,  molti- 
plichiamo le  tre  identità  così  ottenute  per  Xq,  y^,  Zq,  e  som- 
miamo, risulta 

f(^o,  2/o,  ^0)   =   0- 
Se  invece  moltiplichiamo  le  stesse  identità  rispettivamente 
per  X,  y,  0,  coordinate  di  un  punto  arbitrario  P,  e  sommiamo, 
avremo 


U,    y,    z  j  ~ 


Approfittando  di  queste  uguaglianze,  cerchiamo  le  interse- 
zioni della  curva  (1)  colla  retta  VP.  Se 

Q{kx  +  Xq,     ky  +  ^0,     kz  +  z^) 

è  una  tra  queste,  il  parametro  k  deve  soddisfare  all'equazione 
(cfr.  n."  197) 

(4)  k^^fix,  y,  z)  +  2A:/-(^«'  ^°'  ^«)  +  f{x,,  y„  z,)  =  0, 

la  quale,  avendo  nulli  il  termine  noto  e  il  coefficiente  di  2A;, 
fornirà  per  k  due  valori  uguali  a  zero.  Segue  che  le  interse- 
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zioni  della  retta  VP  colla  curva  (1)  coincidono  in  F;  a  meno 
che  il  punto  P{x,  y,  z)  stesso  non  appartenga  alla  curva,  nel 
qual  caso,  avendosi  pure  f{x,  .?/,  z)  =  0,  la  (4)  diviene  una 
identità,  ed  è  soddisfatta  da  ogni  valore  di  k,  sicché  la  retta 
VP  appartiene  allora  alla  curva.  Tutto  ciò  dimostra  che  la 
curva  (1)  è  costituita  da  due  rette;  queste  si  ottengono,  ad  es,, 
proiettando  da  V  le  intersezioni  della  curva  stessa  con  una 
trasversale  qualsiasi  non  passante  per  V.  Viceversa,  se  una  equa- 
zione (1)  rappresenta  una  coppia  di  rette,  invertendo  il  ragio- 
namento ora  fatto^  si  trova  che  deve  esser  nullo  il  discriminante. 
Dunque: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  una  equazione 
di  secondo  grado,  in  coordinate  di  punti,  rappresenti  una  coppia 
di  rette,  è  che  sia  zero  il  discriminante  ;  le  coordinate  omogenee 
della  intersezione  delle  due  rotte  (punto  doppio  della  conica  de- 
genere) sono  proporzionali  ai  complementi  algebrici  degli  elementi 
di  una  stessa  linea  nel  discriminante  (^). 

Le  duo  rette  componenti  la  coppia  possono  esser  reali  e 
distinte,  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  coniugate.  Il  caso 
intermedio  va  però  considerato  in  modo  speciale,  come  risulta 
da  ciò  che  segue. 

Noi  abbiamo  supposto,  nella  discussione  precedente,  che  non 
siano  tutti  nulli  i  minori  del  secondo  ordine  di  A.  Esaminiamo 
ora  la  ipotesi  opposta.  Allora  le  equazioni  (3)  vengono  verifi- 
cate da  ogni  terna  di  valori  {xq,  y^,  Zq)  soddisfacenti  una  di 
esse,  che  non  sia  una  identità.  Sarà  questa,  ad  es.,  la  prima 
delle  (3),  quando  non  siano  tutti  nulli  i  coefficienti  «n,  cb\2i  «13 • 
Questa  equazione  rappresenta  una  retta,  di  cui  ogni  punto 
(•^0)  Voi  ^0)  h^  Is  proprietà  che  prima  spettavano  al  punto  V. 
Perciò  la  (1)  rappresenta  la  retta  stessa  contata  due  volte  {retta 
doppia).  Ciò  d'altronde  risulta  subito  dall'identità  che  segue,  o 
da  una  delle  analoghe,  facilmente  dimostrabili  nelle  ipotesi 
■A,,k  =  0  in  cui  ci  siamo  posti: 

auf(x,  y,  z)  =  {anx  +  a^iy  +  «13^)". 


(*)  In  linguaggio  algebrico,  l'annullarsi  del  discriminante  della  (1)  è  la 
condizione  perchè  il  polinomio  (1)  sia  il  prodotto  di  due  funzioni  lineari 
ed  omogenee  di  x,  y,  z. 


I 
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Concludiamo  che:  una  equazione  di  secondo  grado,  in  coor- 
diniate di  punti,  il  cui  discriminante  abbia  nulli  tutti  i  minori 
di  secondo  ordine,  rappresenta  una  retta  doppia^  e  viceversa  (^). 

La  coppia  di  rette  distinte  e  la  retta  doppia  sono  varietà 
di  luoghi  del  secondo  ordine. 

212.  Ricerca  delle  rette  componenti  una  conica  degenere. 
—  Verificato  che  la  equazione  di  secondo  grado  (1),  o  in  co- 
ordinate cartesiane  ordinarie 

(1')  anx'^  -f  laxixy  -|-  a.j^y^  +  la^^x  +  2^232/  +  «33  =  0, 
rappresenta  una  coppia  di  rette,  si  possono  chiedere  le  equa- 
zioni staccate  delle  due  rette  costituenti  la  coppia.  A  tal  fine 
si  ordini  la  (1')  rispetto  ad  una  delle  variabili,  ad  es.  rispetto 
ad  X,  e  si  risolva  come  se  x  fosse  la  sola  incognita  ;  si  troverà, 
quando  au  ^  0, 

—  (fl^i2.V  + «13)^  l^C^^ia^Z  +  fl^is)'"^  — ^11(^222/ '^  +  2^23^  +  ^33) 

X  =■ ' 

«11 
ossia 

Ora  il  trinomio  sotto  al  radicale  è  il  quadrato  esatto  di  un 
binomio  lineare  in  y  (del  tipo  ai/  -J-  /?,  dove  a  =  y  —  ^33, 
/?  =  — ~  I ,  perchè  si  ha 

-^22^33  -^23"  ■— -  ^n-^  ——  ^• 

L'espressione  di  x  può  dunque  scriversi  sotto  la  forma 

_  ^-(^12^  +  «13)  ±  («y  +  ^)  , 
«11 
che  rappresenta,  prendendo  V  uno  o  l' altro  segno,  le  due  rette 
richieste.  Queste  sono  reali  o  immaginarie,  secondo  che  a  e  ^ 
sono  reali  o  immaginarie. 

Il  procedimento  ora  indicato  cade  in  difetto  se  a„  =  «22  =  0; 
(se  fosse  «n  =  0,  a.^^  4=  0,  si  potrebbe  risolvere  la  (!')  rispetto  ad 
7/);  ma  allora,  ricordando  la  ipotesi  J.^  a  12 (2 a  13 a 23  —  ai2a33)  =  0, 
e  supponendo  «12  =1=  0  perchè  il  polinomio  (!')  non  si  abbassi 


(1)  In  altri  termini,  le  relazioni  Ai,k  =  0  danno  le  condizioni  (tre  in- 
dipendenti) perchè  il  polinomio  (1)  sia  il  quadrato  di  una  funzione  lineare 
ed  omogenea  di  a?,  t/,  z. 
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a  primo  grado,  si  riconosce  direttamente  che  la  (l')può  scri- 
versi sotto  la  forma 

M^ + ^:' )(^  +  --:::-) = «• 

e  quindi  rappresenta  le  due  rette 

tti^X    -{-     «23    =    0,         <Xi2?y    -{-    «13    =    0, 

213.  Particolari  coppie  di  rette.  —  Talvolta  il  semplice 
aspetto  dell'equazione  di  una  conica  lascia  vedere  che  la  curva 
si  spezza  in  due  rette.  Cosi  ad  es.,  un'equazione  di  secondo  grado 
ed  omogenea,  in  coordinate  cartesiane  ordinarie, 

«iiX^  -j-  2«i2.r?/  4"  «22?/'^  =  0 
rappresenta  due  rette  uscenti  dall' origine  (n.°  139),  di  equazioni 

X       «12     ±       K«12^     «11 0^22, 

y  «11 

Ed  una  equazione  quadratica  del  tipo 

«ii(a;  —  x^y  +  2a,,(x  —  XQ)(y  —  yo)  +  a,,(y  —  y^Y  =  0, 
dove  Xq,  7/o  soiio  costanti,  rappresenta  due  rette  uscenti  dal 
punto  (xq,  yo),  delle  quali  si  ottengono  le  equazioni  staccate 
scrivendo  nella  penultima  formola  vZrr  ^^  posto  di  -^  ;  le  due 
nuove  rette  sono  parallele  alle  antiche. 

214.  Polarità  rispetto  ad  una  coppia  dì  rette.  —  Rispetto 
ad  una  conica  /"(a;,  y^  z)  =.  Q  spezzata  in  due  rette  uscenti 
da  un  punto  7(^0,  ì/q,  ^q),  ogni  punto  P'(x',  y',  z')  del  piano, 
distinto  da  F,  ha  ancora  una  determinata  retta  polare  che  si 
definisce  nel  solito  modo  (n.°  201),  ed  ha  l'equazione 


k:', 


^'    ^  '  =  0. 


,y  z 

Questa  retta  passa  sempre  per  il  punto  F,  come  risulta  da  con- 
siderazioni sia  geometriche,  sia  analitiche  (n.°  211).  La  detta 
polare  è  coniugata  armonica  della  retta  FP',  rispetto  alle  due 
rette  componenti  la  coppia,  e  coincide  colla  'polare  nominata 
al  n.°  70,  Oss.  I.  Mentre  il  punto  P'  descrive  una  retta  uscente 
da  y,  la  polare  non  varia;  manca  qui  adunque  la  corrispondenza 
biunivoca  fra  polo  e  polare,  che  sussiste  per  le  coniche  a  discri- 
minante non  nullo.  E  la  polare  di  F  è  indeterminata,  perchè 
il  polinomio  /'(^'  ^'    '  )è  identicamente  nullo  (n.°  211).  Vice- 
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versa,  una  retta  non  passante  per  V  ha  sempre  come  polo, 
rispetto  ad  una  coppia  di  rette,  il  punto  F,  mentre  una  retta 
uscente  da  V  ha  infiniti  poli  appartenenti  alla  coniugata  armo- 
nica  di  essa  rispetto  alle  due  rette  della  coppia. 

215.  Inviluppi  degeneri.  —  I  risultati  sulle  coniche  dege- 
neri possono  subito  trasformarsi  per  dualità.  Cosi  si  ottiene  il 
teorema  : 

Un'  equazione  di  secondo  grado  in  coordinate  di  rette,  il  cui 
discriminante  sia  nullo,  rappresenta  un  inviluppo  che  si  scinde 
in  due  punti  (o  meglio,  in  due  fasci);  i  due  punti  coincidono, 
se  sono  nulli  inoltre  tutti  i  minori  di  secondo  ordine  estratti  dal 
discriminante. 

La  coppia  di  punti  distinti  e  il  punto  doppio  sono  varietà 
di  inviluppi  della  seconda  classe. 

Conviene  qui  ricordare  (n.°  '203)  che  se  il  discriminante  A 
di  una  curva  del  secondo  ordine 

Ar  '^a^^xz  -[-  '^ia.^^yz  z=z   0 
non  è  zero,  alla  curva  è  legato  un  inviluppo  di  seconda  classe 
costituito  dalle  infinite  tangenti,  il  quale  ha  l'equazione 

(I)       F{u,  V,  w)  =  Anu'^  +  ^22v'^  -f  A^^w'^  -\-  2A^iUV 

-\~  2A-Ì3UW  -]-  2A23VW  =   0. 
Ora  se  J.  =  0,  che  cosa  rappresenta  quest'equazione?   Si  os- 
servi che,  nella  ipotesi  attuale^  il  discriminante  della  (I) 

Ali       A12       Ais 

A  21      -A  22      -A  23 
-^4  31      -A  32      -^  33 

na  nulli  tutti  i  minori  di  secondo  ordine;  quindi  la  (I)  rap- 
presenta un  inviluppo  che  degenera  nel  punto 
Aiiu  -f  Ai.v  -^  A13W  =  0, 
ossia  nel  punto  (Au,  A^^,  ^13),  da  contarsi  due  volte  (^);  questo 
punto  è,  come  sappiamo,  il  punto  doppio  della  coppia.  Ciò  del 
resto  si  poteva  prevedere,  perchè  una  coppia  di  rette  è  segata 


0-)   Se  Ali,  A12,  A 13  fossero  tutti  nulli,  si  ricorrerebbe  alla  semiderl- 
vata  del  polinomio  F  rispetto  a,  v  od  a  w. 
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in  punti  coincidenti  dalle  sole  rette  che  passano  per  il  punto 
doppio. 

Se  però  la  curva  (1)  degenera  in  duo  rette  coincidenti,  sono 
nulli  tutti  i  coefficienti  dell'equazione  (I),  e  l'equazione  stessa 
diviene  una  identità.  Al  luogo  non  è  più  legato  un  invihippo  di 
seconda  classe  (come,  del  resto,  risulta  dal  fatto  che  ogni  retta 
del  piano  sega  una  retta  doppia  in  due  punti  coincidenti). 

Per  dualità  :  Ad  un  inviluppo  di  seconda  classe  che  dege- 
nera in  due  punti^  si  può  considerare  collegato  il  luogo  costituito 
dalla  retta  congiungente  i  due  punti,  contata  due  volte.  Ma  se 
i  due  punti  coincidono,  all'inviluppo  non  è  più  collegato  un  de- 
terminato luogo  di  secondo  ordine. 

Esercizi  I.  —  1)  Scrivere  le  equazioni  delle  tangenti  alla  conica 
x^  -\-  2xy  —  y^  —  2x  —  4i/  =  0  nell'origiae  e  nei  punti  in  cui  essa 
sega  ulteriormente  gli  assi  coordinati. 

2)  Equazione  della  tangente  alla  curva  2x'^  —  xij  -{-  y'^  —  3x  —  1  •=  0 
nel  punto  (1,  2). 

3)  La  curva  2xy  -{-  4x  ~  2y  -{-  5  =  0  passa  per  i  punti  all'infinito 
degli  assi;  determinare  le  tangenti  in  quei  punti  (asintoti).  La  stessa  que- 
stione per  la  curva  2aiìxy  -j-  2a\?iX  -f-  2a»?,y  -{-  033  =  0. 

4)  Scrivere  la  equazione  di  una  parabola  che  passi  per  l' origine, 
toccando  ivi  la  retta  Sa?  —  ;y  =  0,  e  passi  per  il  punto  (1,2).  toccando 
ivi  la  retta  4a;  —  y  —  2  =  0;  il  problema  ha  due  soluzioni,  delle  quali 
però  una  è  degenere. 

5)  Scrivere  la  equazione  di  una  iperbole  che  passi  per  i  punti  all'in- 
finito degli  assi,  toccando  ivi  le  rette  y  -\-  1  =  0^  x  ~  2  =^  0  rispettiva- 
mente, e  passi  inoltre  per  il  punto  (3,  5). 

6)  Determinare  l'equazione  complessiva  delle  tangenti  condotte  alla 
conica  anx'^  -[-•••  =  0  dall'origine,  o  dal  punto  all'infinito  di  uno  degli 
assi.  Si  deduca  che  F  origine  è  esterna,  od  interna  alla  conica,  secondo 
che  «33.4  <  0,  oppure  >  0. 

7)  Si  determinino,  ad  es.,  per  la  conica  dell' es.  2)  le  tangenti  uscenti 
dall'origine,  o  le  tangenti  parallele  all'asse  delle  x;  si  trovino  di  queste  i 
punti  di  contatto,  e  si  verifichi  che  la  congiungente  1  punti  di  contatto,  in 
ciascuna  coppia  di  tangenti,  è  la  polare  del  punto  da  cui  escono  le  tangenti. 

8)  Tangenti  condotte  dal  punto  (2,  3)  alla  conica  dell' es.  1)  e  polare 
del  punto  stesso. 

9)  Quante  tangenti  parallele  ad  una  data  retta  si  possono  condurre 
ad  una  conica,  in  generale;  o  ad  una  parabola,  in  particolare?  Determinare 
le  tangenti  alla  conica  x'^  -\-  2xy  -\-  y^  —  4a7  =  0  che  sono  parallele  alla 
retta  2x  -\-  3y  =  0. 

10)  Assegnare  due  punti  (o  rette)  coniugati  rispetto  ad  una  conica 
luogo  (o  inviluppo),  equivale  ad   imporre  una   con4izione    traducentesi   in 
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una   equazione   lineare  tra  i  coefficienti.   Si  esprima   ad   es.   la  condizione 

affinchè  i  punti  ciclici  siano  coniugati  rispetto  alla  conica  anx^-\ =  0, 

vale  a  dire  affinchè  i  punti  all'infinito  di  questa  definiscano  direzioni  orto- 
gonali (e  la  conica  sia  una  iperbole  equilatera).  Supposti  gli  assi  ortogonali, 
si  troverà  an  -\-  a-ii  =  0. 

11)  Una  conica  è  determinata,  in  generale,  quando  siano  date  cinque 
coppie  di  punti  coniugati  rispetto  ad  essa,  od  «  <  B  coppie  siffatte  e  5  —  n 
punti  della  curva.  Ed  è  pure  determinata  se  di  un  punto  del  piano  si 
conosce  la  polare,  e  inoltre  sono  dati  tre  punti  della  curva;  ecc.  Si  scriva 
ad  es.  l'equazione  di  una  conica,  sapendo  che  l'origine  ha  rispetto  ad  essa 
la  polare  x  —  »/-[-l  =  0,  e  che  la  curva  passa  per  i  punti  all'infinito 
degli  assi  e  per  il  punto  (2,  1). 

12)  Scrivere  la  equazione  tangenziale  del  cerchio  (in  assi  ortogonali) 
aj2  _|_  j^2  _  2x  —  4(/  —  4  =  0,  sia  per  la  via  generale  (n.°  203),  sia  deter- 
minando centro  e  raggio,  e  ricordando  la  proprietà  geometrica  delle  tangenti. 

13)  Scrivere  le  equazioni  tangenziali  delle  coniche  ax^ -\-'by'^ -\-cz'^  =^0^ 
Xijz  -)-  ^zx  -j-  vxy  =  0,  2^  —  21ixy  =■  0;  se  le  coordinate  sono  proiet- 
tive, dalla  seconda  equazione  richiesta  si  deduca  per  dualità  l'equazione 
puntuale  di  una  conica  tangente  ai  lati  del  triangolo  fondamentale  (n."  196, 
es.  12),  13)  ). 

14)  Verificare  che  le  equazioni  3x'^  —  òxy  —  2y^  -{-  x  -\-òy  —  2  =0, 
4:X^  —  4:xy  -}-  y^  -\-  Ax  —  2^-j-l  =  0  rappresentano  coppie  di  rette,  e 
scrivere  le  equazioni  staccate  delle  rette  stesse. 

15)  Quale  speciale  inviluppo  rappresenta  la  equazione  tangenziale 
u'-^  -\-  v^  =  0,  supposti  gli  assi  ortogonali?  Qual' è  la  condizione  affinchè 
due  rette  ax  -\-  by  -\-  e  :=  0,  a'x  -{-  b'y  -\-  e'  =  0  siano  coniugate  ri- 
spetto a  quell'inviluppo? 

16)  Quale  angolo  formano  (in  assi  ortogonali)  le  rette  costituenti  la 
coppia  aux"^  -\-  2ai2xy  -\-  a^-iy'^  =  0?  qual'è  la  condizione  di  perpendico- 
larità? Ricordando  che  esse  vanno  ai  punti  all'infinito  della  conica 
anx'^  +  •  ■  •  +  «33  =  0  (n."  196),  si  deduca  nuovamente  (cfr.  es.  10))  la 
condizione  affinchè  essa  sia  una  iperbole  equilatera. 

II.  —  17)  La  polarità  rispetto  ad  una  conica  presenta  notevoli  parti- 
colarità metriche  quando  la  conica  sia  un  cerchio  {polarità  circolare).  Infatti: 
la  polare  di  un  punto  qualsiasi  è  normale  alla  retta  congiungente  il  punto 
col  centro  0  del  cerchio  ;  ed  il  prodotto  delle  distanze  di  0  dal  polo  e  dalla 
polare  è  costante;  l'angolo  di  due  rette  arbitrarie  è  uguale  all' angolo  sotto 
cui  da  0  sono  visti  i  relativi  poli;  ogni  triangolo  antopolare  ha  l'ortocentro 
in  0  (Poncelet).  Queste  proprietà  si  verificano  anche  analiticamente,  os- 
servando che,  preso  come  fondamentale  il  cerchio  x^  -\-  y'^  —  1:=0,  la 
polarità  è  rappresentata  dalle  equazioni  x  =  —  u,  y  =^  —  v  (cfr.  n.°  190, 
es.  6)  ). 

18)  La  polarità  circolare  permette  di  dedurre  da  note  proprietà  metriche 
di  una  figura,  nuove  proprietà  della  figura  polare.  Come  si  trasformano  ad 
es.  i  teoremi:  le  tre  altez;ze  di  un  triangolo  passano  per  uno  stesso  punto; 
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gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli   formati   prendendo,   tre  a  tre,   quattro 
rette  date,  sono  allineati  ? 

19)  Mentre  un  punto  descrive  una  conica  K,  la  polare  di  esso,  rispetto 
ad  una  seconda  conica  i3  (direttrice),  inviluppa  una  terza  conica  K"',  polare 
di  /iT,  e  le  tangenti  di  K  hanno  come  poli  i  punti  di  K'.  Data  la  equa- 
zione cartesiana  (o  pliickeriana)  di  K,  e  supposto  che  i3  sia  il  cerchio 
x^  -\-  y^  —  1  =^  0,  si  scriva  l'equazione  pliickeriana  (o  cartesiana)  di  K'. 

20)  Supposto  che  anche  la  conica  K  dell'  es.  precedente  sia  un  cerchio 
(x  —  a)^  -f-  iy  —  /?)"^  =  r^i  di  centro  C,  si  troverà  che  K'  è  la  conica 
aj3  _|_  ^2  ;^  ___(^Q^  -\-  ^y  —  1)"^,  IxTOgo  di  un  punto  {x,  y)  le  cui  distanze 
dall'origine  0  e  dalla  retta  ax  -\-  ^y  —  1=0  hanno  un  rapporto  costante 

;  la  conica  ha  (n.°  162,  b))  come  fuoco  0  e  come  direttrice  la  po- 
lare di  C  rispetto  al  cerchio  fondamentale  Q.  Dunque  «  la  polare  di  un 
cerchio  rispetto  ad  un  altro  cerchio  è  una  conica,  che  ha  un  fuoco  nel 
centro  di  questo;  e  viceversa  ».  (L'Hospital,  Poncelet). 

III.  —  21)  Data  una  conica  /"(x,  y,z)  '=■  0  q  due  punti  P{x^y,z), 
P'{x',y'  z),  la  cui  congiungente  seghi  la  curva  in  Qi,  Q.2,  l'equazione  (2) 
del  n."  197  ci  fornisce  subito  il  doppio  rapporto  Q  =  (PP' QiQ^)-  Qual'è  il 
luogo  di  P,  quando  P'  sta  fìsso  e  q  rimane  costante?  Si  troverà  una  conica, 
la  quale  passa  per  le  intersezioni  di  f  colla  polare  di  P,  ed  ha  ivi  le  stesse 
tangenti  di  f.  Per  Q  =  —  1  si  ha  la  detta  polare  contata  due  volte,  per 
p  =  1  la  cojjpia  delle  tangenti  nominate. 

22)  Data  una  conica  f{x,  y,  1),  in  coordinate  cartesiane  ordinarie,  e 
due  punti  P(x,  y,  1),  P'  {x',  y',  1),  la  cui  congiungente  seghi  la  curva  nei 
puntici,  Q-2,si  dimostri  che  il  prodotto  dei  rapporti  semplici  (PP'Qi)  •  {PP'Q-^) 
è  espresso  dal  quoziente  f{x,  y,  1)  :  f{x',  y',  1);  (si  ricorra  alla  (2)  del 
n.°  197). 

23)  Un  risultato  analogo  si  ottiene,  procedendo  dualmente,  se,  come 
coordinate  u,  v,  iv  di  una  retta,  si  assumono  i  coefficienti  della  equazione 
normale  (n."  115)  della  retta.  Infatti,  se  F  {u,  v,  iv)  =  0  e  la  equazione 
tangenziale  di  una  conica  e  più,  v,  iv),  p'  {u',  v',  w')  sono  due  rette,  dalla 
cui  intersezione  escano  le  tangenti  q^,  q^  alla  curva,  si  ha  (pp'qi)  •  ipp'q^) 
=  F{u,  v,  w)  :  F{u\  v',  tv'). 

24)  Dall' es.  22)  segue  il  teorema  di  Carnot  (cfr.  n.°  37,  es.  9)):  «il 
prodotto  dei  2«  rapporti  semplici  determinati  sui  lati  di  un  n.gono  semplice 
dalle  intersezioni  con  una  conica  è  uguale  a  -|~  1  »•  Ed  un  teorema,  che 
I)uò  riguardarsi  come  duale  di  questo  (relativo  a  rapporti  semplici  formati 
da  coppie  di  lati  con  tangenti  alla  conica),  si  ottiene  dall' es.  23),  oppure 
valendosi  dell' es.  5)  del  n.°  190. 

25)  Il  teorema  di  Carnot  e  il  suo  duale  sono  invertibili  per  n  =  3. 
Segue  che  le  coppie  di  tangenti  condotte  ad  una  conica  dai  vertici  di  un 
triangolo  segano  i  lati  opposti  in  sei  punti  di  una  conica;  e  viceversa.  In 
particolare:  le  rette  congiungenti  i  vertici  di  un  triangolo  con  due  punti 
del  piano  segano  i  lati  opposti  in  sei  punti  di  una  conica;  e  dualmente. 

26)  Dal   teorema  di   Carnot  può  dedursi  il  teorema  di  Pascal  (cfr. 
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n."  37,  es.  10)  )  :  «  se  un  esagono  è  iscritto  in  una  conica,  le  intersezioni  delle 
tre  coppie  di  lati  opposti  stanno  in  linea  retta».  E  dualmente  (o  trasfor- 
mando questo  teorema  mediante  la  polarità  definita  dalla  conica)  si  ottiene 
il  teoi'ema  di  Brianchon  sul  seilatero  semplice  circoscritto  ad  una  conica. 

27)  Se  un  triangolo  è  circoscritto  ad  una  conica,  le  congiungenti  i 
vertici  coi  punti  di  contatto  dei  lati  opposti  passano  per  uno  stesso  punto 
(Ceva)  (es.  24);  efr.  n.°  37,  es.  11)).  E  dualmente:  se  un  triangolo  è  iscritto  in 
una  conica,  le  intersezioni  dei  lati  colle  tangenti  nei  vertici  opposti  stanno 
sopra  una  stessa  retta  (Carnot). 

28)  Se  due  n.goni  semplici  ABC...  K,  A'B'C...  K'  sono  iscritti  in 
una  conica,  e  si  indicano  con  M,  N,  .  .  .  K  le  intersezioni  dei  lati  corrispon- 
denti AB  ■  A'B',  BC  •  B'C',.  ..  KA  ■  K'A',  sussiste  la  relazione 

(a)         {ABM){A'B'M'){BCN)iB'C'N')...  {KAB){K'A'B')  =   1; 
viceversa,  se  questa  relazione  si  verifica  per  due  n.goni,  dei  quali  2n  —  1 
vertici  complessivamente  appartengano  ad  una  conica,  anche  l'ultimo  ver- 
tice  appartiene  alla  conica.  (  Si  applichi  il  teorema  di  Carnot  all'  n.gono  di 
cui  son  lati  successivi  AA',  BB',...,  KK',  ricordando  il  n.°  36). 

Dualmente:   se  due  n.lateri  semplici  ab...,  a'b' ...  sono  circoscritti 
ad  una  conica,  sussiste  la  relazione 
(/?)  {ahm){a'b'm) . . .   =   1, 

dove  m  ^  ab  •  a'b\  ecc;  e  viceversa,  nel  senso  sopra  spiegato. 

29)  Ora  si  ricordi  che  la  relazione  (a)  trae  con  se  la  (/?),  se  o,  6, ...  , 
a',  b'  indicano  i  lati  AB,  BC,...,  A'B',  B'C',...  dei  due  n.goni  (n.°  37, 
es.  16)).  Segue  l'importante  teorema  di  Poncelet  ('):  «  Se  due  coniche  sono 
cosi  situate,  che  esista  un  n.gono  semplice  iscritto  nella  prima  e  circoscritto 
alla  seconda,  esisteranno  allora  infiniti  n.goni  iscritti  nella  prima  conica  e 
circoscritti  alla  seconda»,  ogni  punto  della  prima  potendosi  assumere  come 
primo  vertice  A'  di  un  cosiffatto  n.gono. 

IV.  —  30)  I  due  teoremi  dell' es.  27)  possono  riunirsi  dicendo  che 
«  un  triangolo  iscritto  in  una  conica,  ed  il  triangolo  circoscritto  formato 
dalle  tangenti  nei  vertici  del  primo,  sono  omologici,  ed  il  centro  di  omologia 
è  polo  dell'asse  di  omologia».  Ora  questo  teoi-ema  si  dimostra  facilmente 
per  via  analitica,  adoperando  la  equazione  della  conica  in  coordinate  proiet- 
tive, rispetto  al  triangolo  iscritto  scelto  come  fondamentale  (n.°  196,  es.  12)). 

31)  Il  teorema  precedente  è  caso  particolare  di  questo:  «Due  trian- 
goli polari  l'uno  dell'altro  rispetto  ad  una  conica  sono  omologici;  il  centro 
e  l'asse  di  omologia  sono  mutuamente  polari»  (Chasles);  si  intende  che 
si  corrispondono  nella  omologia  due  vertici,  dei  quali  ciascuno  abbia  come 
lato  opposto  la  retta  polare  dell'  altro.  Viceversa  :  «  se  due  triangoli  sono 
omologici,  esiste  una  conica  rispetto  alla  quale  i  triangoli  sono  polari  l' uno 
dell'altro».  (Anche  qui  si  assuma  uno  dei  triangoli  come  fondamentale  di 
un  sistema  di  coordinate  proiettive). 


(1)  La  dimostrazione  qui  accennata  è  dovuta  a  P.  Skreet. 
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32)  Dal  teorema  dell' es.  31)  segue  direttamente  che  «se  due  coppie 
di  lati  opposti  di  un  quadrangolo  completo  si  compongono  di  rette  coniu- 
gate rispetto  ad  una  conica,  anche  la  terza  coppia  si  comporrà  di  rette 
coniugate  rispetto  a  quella  curva»  (Staudt,  Hesse).  Ora  questo  teorema 
può  anche  dimostrarsi  direttamente  per  via  sintetica  (considerando  la  po- 
lare di  un  vertice  e  le  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  . .  .  )  ;  e  dal 
teorema  stesso  si  può  risalire  a  quello  dell' es.  31).  Teorema  duale  sul  qua- 
drilatero. Queste  proposizioni  fanno  vedere  che,  in  casi  particolari,  tre  coppie 
di  punti,  0  di  rette,  coniugati  rispetto  ad  una  conica,  luogo  od  inviluppo, 
possono  imporre  alla  conica  due  sole  condizioni  indipendenti. 

33)  Assunto  un  triangolo  X  YZ  come  fondamentale  per  un  sistema 
di  coordinate  proiettive,  si  esprimano  le  condizioni  :  a)  perchè  un  secondo 
triangolo  P\PìPì{ì  cui  vertici  abbiano  date  coordinate)  sia  iscritto  in 
una  conica  passante  per  XYZ  [n°  196,  es.  12j);  b)  perchè  Pi  Pi  P 3  sia 
autopolare  rispetto  ad  una  conica  avente  come  autopolare  anche  XYZ 
(n.°  207).  Dal  paragone   delle  due  condizioni  risiilta  il  teorema: 

34)  «  Due  triangoli  antopolari  rispetto  ad  una  stessa  conica,  sono 
iscritti  in  una  seconda  conica,  e  (per  dualità)  circoscritti  ad  una  terza  ». 
E  viceversa:  «  due  triangoli  che  siano  iscritti  in  (o  circoscritti  ad)  una 
conica,  sono  autopolari  rispetto  ad  un'altra  conica».  (Steiner). 

35)  Segue  che  «  date  due  coniche,  non  esiste  in  generale  nessun  trian- 
golo che  sia  iscritto  nella  (o  circoscritto  alla)  prima  e  autopolare  rispetto 
alla  seconda;  ma  se,  per  posizioni  particolari  delle  due  curve,  esiste  un 
triangolo  siffatto,  ne  esistono  infiniti  altri  godenti  la  stessa  proprietà  ». 

36)  Segue  inolti-e  :  «  due  triangoli  iscritti  in  una  stessa  conica  sono 
circoscritti  ad  un'altra,  e  viceversa  »  (Brianchon).  «  Date  due  coniche, 
non  esiste  in  generale  un  triangolo  che  sia  iscritto  nell'una  e  circoscrìtto 
all'altra;  ma  se,  per  una  particolare  posizione  delle  due  coniche,  esiste  un 
triangolo  siffatto,  ne  esistono  infiniti  altri  »  (caso  particolare  del  teorema 
di  PoNCELET,  contenuto  nell'es.  29)). 


Capitolo  II. 

Costruzione  di  coniche. 
Teoremi  di  Pascal,  Brianchon,  Desargues. 

216.  Generazione  di  una  conica  mediante  fasci  proiettivi. 

—  Abbiamo  visto  al  n.°  194  che  una  conica  è  pienamente  de- 
terminata quando  si  conoscano  cinque  dei  suoi  punti,  purché 
quattro  di  essi  non  siano  allineati.  Si  presenta  ora  il  problema 
grafico  di  costruire  tanti  altri  punti,  quanti  si  vogliano,  della 
detta  curva  ;  in  breve  :  costruire  per  punti  una  conica  di  cui  si 
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conoscano  cinque  punti  A,  B,  C,  D,  E.  Supporremo  che  si  tratti 
di  punti  reali,  e  che  mai  tre  di  essi  siano  allineati,  per  evitare 
casi  di  degenerazione.  Serve  allo  scopo  il  teorema  (n."  148)  il 
quale  afferma  che  il  luogo  delle  intersezioni  di  rette  corrispon- 
denti in  due  fasci  proiettivi,  giacenti  in  un  piano,  è  una  conica 
passante  per  i  centri  dei  fasci;  infatti  i  due  fasci  si  possono 
sempre  disporre  in  guisa  che  la  conica  passi  per  i  punti  dati. 
Perciò  da  due  dei  cinque  punti,  ad  es.  da  J.  e  -B,  proiet- 
tiamo gli  altri  tre  C,  D,  E,  mediante  le  due  terne  di  rette  e,  ^,  e, 
e',  d,  'e';  e  riferiamo  proiettivamente  i  due  fasci  J.,  B  in  guisa 
che  queste  terne  si  corrispondano  (n."  68).  Il  luogo  della  in- 
tersezione F  di  rette  corrispondenti  f,  f  '  dei  due  fasci  è  una  conica 

che  (venendo  a  passare  per 
i  cinque  punti  dati)  risolve 
il  problema. 

Facendo  variare  le  rette 
corrispondenti  /",  /"',  si  ot- 
tengono quanti  punti  si  vo- 
gliono della  nostra  curva. 
La  costruzione  di  ciascun 
punto  F  porta  dunque  a 
determinare  la  ulteriore  in- 
tersezione della  curva  con 
una  retta  f  uscente  da  uno,  A  ad  es.,  dei  cinque  punti  dati; 
un  siffatto  problema  si  risolve  colla  sola  riga. 

La  seconda   intersezione  F  della  retta  f  colla  curva  è,  in 
generale,  distinta  dalla  prima  intersezione  A.  Ma  se  la  retta  /", 
descrivendo  il  fascio  A,  assume  quella  posizione  a  che  corrisponde 
alla  retta  BA^^a'  del  fascio  B^  le  sue  intersezioni  colla  curva 
vengono  a  coincidere   in  A  ;    dunque  a  è  tangente   alla   conica 
in  A.  Se  una  conica  è  generata  mediante  fasci  proiettivi^  alla  con- 
giungente i  centri  dei  due  fasci,  considerata  in  uno  di  essi,  corri- 
sponde nelV  altro  fascio  la  tangente  alla  conica  nel  centro  di  questo. 
Segue  di  qua  il  modo  di  costruire  la  tangente  in  uno.  A, 
dei  punti   dati.    Ma   segue  pure  che  :  una  conica  è  pienamente 
determinata,  e  può  costruirsi   mediante   fasci  proiettivi,  quando 
di   essa  si   conoscano   quattro  punti   e   la  tangente    in    uno    di 
essi,   0    tre  punti   e   le    tangenti  in   due  di   essi.  Infatti,  dette 
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a,  6'  le  tangenti  in  A  e  B,  e  detta  a'  =  6  la  retta  AB  conside- 
rata rispettivamente  nei  fasci  B,  A,  ricorreremo,   per  il  primo 
problema,  alla  proietti  vita  ("J,^,),  e,  per  il  secondo,  alla  proietti- 
vita  („",^,J,)  tra  i  fasci  nominati  (^). 

217.  (xenerazioue  di  ima  conica  mediante  punteggiato 
proiettive.  —  I  risultati  precedenti  possono  trasformarsi  per 
dualità  piana.  Anzitutto  si  osservi  che  un  inviluppo  di  seconda 
classe  è  individuato  da  cinque  delle  sue  rette,  eccettuato  il  caso 
che  quattro  almeno  di  queste  passino  per  uno  stesso  punto 
(teorema  duale  del  n.°  194);  in  altri  termini  (n.°  205):  una  co- 
nica è  pienamente  determinata  quando  si  conoscano  cinque  delle 
sue  tangenti. 

Si  osservi  in  secondo  luogo  che  le  rette  congiungenti  punti 
omologhi  di  due  punteggiate  proiettive,  situate  in  un  piano,  ina 
non  sovrapposte,  formano  un  inviluppo  di  seconda  classe,  a  cui 
appartengono  i  sostegni  delle  due  punteggiate,  vale  a  dire  (esclu- 
dendo il  caso  di  punteggiate  prospettive):  quelle  congiungenti 
toccano  una  determinata  conica,  che  riesce  pure  tangente  ai  detti 
sostegni;  teorema  duale  del  n.°  148. 

Ciò  premesso,  proponiamoci  il  problema:  date  cinque  tan- 
genti di  una  conica,  costruire  quante  altre  tangenti  si  vogliano 
alla  curva;  brevemente,  costruire  la  conica  per  tangenti. 

Siano  a,  b,  e,  d,  e  le  cinque  rette  date  (proprie  o  improprie, 
ma  reali),  di  cui  supporremo  che  mai  tre  passino  per  uno  stesso 
punto.  Assunte  due  tra  quelle,  ad  es.  a  e  ò  come  sostegni  di 
punteggiate,  si  seghino  con  esse  le  tre  rette  e,  d,  e;  si  otter- 
ranno le  terne  di  punti  CD  E,  CD' E'.  Si  costruisca  ora  la 
proietti  vita  (f.,^,;,;,)  tra  le  due  punteggiate:  ogni  nuova  coppia 
di  punti  F,  F'  corrispondenti  in  essa,  darà  una  nuova  tangente 
f  =  FF'  alla  conica  richiesta.  Ciascuna  costruzione  porta  dun- 
que a  condurre,  per  un  punto  F  di  una  tangente  a  assegnata, 
l'ulteriore  tangente  f  alla  conica;  la  costruzione  si  eseguisce 
colla  sola  riga. 

Quella  tangente  f  differisce,  in  generale,  dalla  tangente  data 
a  uscente   dallo   stesso  punto  F;  lo.  f  viene  però  a  coincidere 


0)  In  quest'ultima  costruzione  si  osservi  che  la  intersezione  a6' delle 
due  tangenti  è  il  centro  di  proiettività  dei  due  fasci  (n."  70). 


i 
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colla  «,  se  il  punto  jP,  descrivendo  a,  si  porta  in  quel  punto  J., 
che   ha   per  corrispondente  su  6  la  intersezione  J.'  =  aò   dei 
due   sostegni.  Dunque  J.  è  il  punto   di  contatto   della  conica 

con  a.  Simil- 
mente al  punto 
jB  =  ab^  consi- 
derato in  a,  cor- 
risponde su  b  il 
punto  di  con- 
tatto £\  Segue 
di  qua  che  una 
conica  è  deter- 
minata, e  può  co- 
struirsi per  tan- 
genti, quando  di 
essa  siano  date  quattro  tangenti  e  il  punto  di  contatto  sopra  una 
di  esse,  o  tre  tangenti  e  i  punti  di  contatto  sopra  due  di  esse; 
basta  infatti  valersi  delle  proiettività  (^,e,/>,)  o  (^,5,^,),  rispet- 
tivamente. 

Osservazione.  —  Riassumendo  i  risultati  dell'ultimo  n.°  e 
del  precedente,  possiamo  dire  di  saper  costruire  una  conica,  di 
cui  si  conoscano  cinque  elementi  fra  punti  e  tangenti,  purché 
ciascuna  tangente  data  passi  per  uno  dei  punti  dati,  se  pre- 
vale il  numero  di  questi,  o  dualmente  ;  nel  primo  caso  la  conica 
si  costruirà  per  punti,  valendosi  di  due  fasci  proiettivi,  nel  caso 
duale  si  costruirà  per  tangenti,  valendosi  di  due  punteggiate 
proiettive. 

218.  Corollari  della  generazione  mediante  forme  proiet- 
tive. —  Poiché  una  conica  è  definita  da  cinque  qualisivogliano 
dei  suoi  punti,  e,  dati  questi,  la  curva  può  costruirsi  mediante 
fasci  proiettivi,  si  conclude  col  teorema  di  sinistra  : 


Una  curva  di  secondo  or- 
dine (reale)  può  sempre  riguar- 
darsi come  luogo  delle  interse- 
zioni di  rette  corrispondenti  in 
due  fasci  proiettivi,  i  cui  centri 
siano  due  punti  generici  della 
curva. 


Un  inviluppo  di  seconda 
classe  (reale) può  sempre  riguar- 
darsi come  invilu])po  delle  con- 
giungenti punti  corrispondenti 
in  due  punteggiate  proiettive,  i 
cui  sostegni  siano  due  rette  ge- 
neriche deW  inviluppo. 


—  369  — 

Queste  proposizioni,  di  cui  sono  pur  vere  le  inverse  (v. 
n."  148),  possono  fornire  una  definizione  sintetica  delle  coniche 
(reali)  luoghi  ed  inviluppi,  come  fu  già  accennato  al  n.°  191. 

Giova  talora  enunciare  gli  ultimi  teoremi  sotto  la  forma 
seguente  : 


Le  rette  che  proiettano  un 
punto  mobile  lungo  una  conica 
da  due  punti  fissi  di  questa,  de- 
scrivono due  fasci  proiettivi. 


I  punti  in  cui  una  tangente 
mobile  di  una  conica  sega  due 
tangenti  fisse  di  questa,  descri- 
vono due  punteggiate  proiettive. 


Ora  il  teorema  di  sinistra  fu  già  dimostrato  per  il  cerchio 
(n.*'  76),  che  è  una  conica  particolare.  Le  conseguenze  che  ne 
deducemmo  allora  (indipendenti,  come  fu  notato,  dal  fatto  che 
i  due  fasci  risultavano  non  solo  proiettivi,  ma  uguali),  si  pos- 
sono trasportare  senz'  altro  alle  coniche.  Colle  stesse  parole 
ivi  adoperate  si  possono  dunque  definire  il  doppio  rapporto 
di  quattro  punti  di  una  conica,  la  proiettività  fra  una  punteg- 
giata tracciata  sopra  una  conica  ed  una  forma  di  prima  spe- 
cie, o  tra  due  punteggiate  sopra  una  stessa  conica,  e  la  in- 
voluzione sulla  conica.  E  nella  costruzione  di  Steiner  (n.°  77) 
degli  elementi  uniti  di  due  forme  proiettive  sovrapposte,  si  può 
servirsi  di  una  conica,  in  luogo  di  un  cercliio,  senza  modificare 
il  procedimento  ivi  indicato. 

Ma  ora  possiamo,  valendoci  del  teorema  di  destra,  enun- 
ciare tutte  le  proposizioni  duali.  Intenderemo,  ad  es.,  per  doppio 
rapporto  di  quattro  tangenti  a,  b,  e,  d  di  una  conica,  il  doppio 
rapporto  dei  punti  in  cui  queste  segano  una  quinta  tangente 
arbitraria  alla  curva.  Potremo  poi  estendere  la  definizione 
di  proiettività  tra  due  forme  di  prima  specie  al  caso  che,  in 
luogo  di  una  delle  forme  (od  anche  di  tutte  due),  si  abbia  un 
sistema  di  tangenti  ad  una  conica;  e  potremo  finalmente,  va- 
lendoci delle  tangenti  ad  una  conica,  assegnare  una  costruzione 
duale  di  quella  di  Steiner  per  gli  elementi  uniti  di  una  proiet- 
tività tra  forme  sovrapposte  di  prima  specie. 

Lo  stretto  legame  che  passa  fra  i  due  concetti  duali,  è 
messo  in  rilievo  dal  fatto  che  :  uti  gruppo  di  quantisivogliano 
punti  di  una  conica  è  proiettivo  al  gruppo  delle  relative  tangenti. 
Siano  infatti  A^  B,  C,  D  .  .  .  più  punti  di  una  conica,  a,  b,  e,  d  .  . . 
le  relative  tangenti.  Fissato  un  punto  S  arbitrario  della  curva, 

'24 
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e  detta  s  la  tangente  ivi,  ricordiamo  che  il  gruppo  di  punti 
A,  B,C,D...è  proiettivo,  per  definizione,  al  fascio  S(Aj  B,  (7,  i> ...); 
mentre  il  gruppo  di  tangenti  a,  6,  e,  d  .  .  .è  similmente  proiet- 
tivo alla  punteggiata  s{a,  b,  e,  d .  .  .).  Ora  quel  fascio  e  questa 
punteggiata  sono  proiettivi,  tra  loro,  perchè  la  polarità  determi- 
nata dalla  conica  muta  ogni  retta  (ad  es.  SA)  del  fascio  nel 
punto  corrispondente  (sa)  della  punteggiata;  quindi,  ecc. 

219.  Teoremi  di  Pascal  e  Bbianchon.  —  Dalla  generazione 
del  cerchio  mediante  due  fasci  proiettivi  (uguali)  abbiamo 
dedotto  (n.*'  78)  il  teorema  di  Pascal  sull'esagono  iscritto  in 
un  cerchio.  Lo  stesso  teorema  e  la  stessa  dimostrazione  si 
trasportano  alle  coniche.  Ma  per  queste  curve  il  teorema  è  inver- 
tibile, e  dà  quindi  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
sei  punti  appartengano  ad  una  conica.  Per  metter  ciò  in  luce 
riproduciamo  qui  la  dimostrazione.  Trasformando  poi  questa 
per  dualità  piana,  si  perviene  al  teorema  di  destra,  che  il  Bkian- 
CHON  dedusse  dal  teorema  di  Pascal,  mutando  V  esagono  iscritto 
in  un  seilatero  circoscritto  mediante  la  polarità  determinata 
dalla  conica. 


Teorema  di  Pascal  (1640): 
-S'è  un  esagono  semplice  è 
iscritto  in  una  conica,  le  inter- 
sezioni delle  tre  coppie  di  lati 
opposti  stanno  sopra  una  stessa 
retta  (detta  di  Pascal);  e  vice- 
versa, se  in  un  esagono  sem- 
plice si  verifica  V ultima  proprietà, 
i  vertici  di  esso  appartengono 
ad  una  stessa  conica,  che  può 
anche  degenerare  in  due  rette 
(n.^  70). 


Teorema  diBRiANCHON(1806): 
8e  un  seilatero  semplice  è 
circoscritto  ad  una  conica,  le  con- 
giungenti le  tre  coppie  di  vertici 
opposti  passano  per  uno  stesso 
punto  (detto  di  Brianchon);  e 
viceversa^  se  in  uìi  seilatero  sem- 
plice si  verifica  V  ultima  proprietà, 
i  lati  di  esso  toccano  una  stessa 
conica  (inviluppo),  che  può  an- 
che degenerare  in  due  punti 
(n.°  70). 


Dimostreremo  il  teorema  di  sinistra.  Consideriamo  sei  punti 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  dei  quali  supporremo  (lasciando  da  parte  i 
casi  di  degenerazione)  che  mai  tre  siano  allineati.  Da  due  di 
questi,  A,  E,  proiettianio  gii  altri  quattro  ;  sappiamo  che  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  affinchè  i  sei  punti  appartengano 
ad  una  conica,  è 
1)  A{CBDF)  A  E{CBDF). 
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Segando  il  primo  fascio  colla  retta  CD,  il  secondo  colla  CB, 
la  condizione  si  traduce  nell'altra 


2) 


CRDM  TV   CBKN, 


EF,     M  =  CD  •  FA 


dove  S,  M,  K,  N  indicano  punti  sezioni  delle  rette  cui  corri- 
spondono. Le  due  punteggiate 
riescono  anzi  prospettive,  perchè 
G  è  punto  unito;  quindi  la  con- 
dizione 2)  esprime  che  le  con- 
giungenti punti  omologhi  HB^ 
DK,  MN  passano  per  uno  stesso 
punto  P;  od  in  altre  parole,  che 
il  punto  P,  intersezione  delle  due 
prime  rette,  si  trova  allineato  coi 
punti  M  ed  N.   Ora  i  punti 

P  ^  AB  ■  DE,     N  =  BC 

sono  le  intersezioni  delle  coppie  di  lati  opposti  (1"  e  4°,  2"  e  5", 
3"  e  6°)  dell'esagono  semplice  AB  ODE F.  Si  conclude  che  la 
condizione  primitiva  equivale  a  quella  espressa  dal  verificarsi 
del  teorema  di  Pascal. 

220.  Corollari  dei  teoremi  di  Pascal  e  Bbiakchon.    —   La 

dimostrazione  del  teorema  di  Pascal  continua  a  sussistere  se 
il  vertice  B  coincide  con  J.,  purché  per  retta  AB  si  intenda 
la  tangente  in  A  alla  conica  ;  ed  anche  se  inoltre  il  vertice  D 
coincide  con  E,  facendo  un'analoga  convenzione  per  la  retta 
DE.  L'esagono  si  riduce  allora  ad  un  pentagono,  o  quadrangolo 
semplice,  di  cui  si  considerano  i  lati  e  certe  tangenti  nei  ver- 
tici. Si  hanno  cosi  i  seguenti  corollari: 

Se  un  pentagono  semplice  è  iscritto  in  una  conica,  la  inter- 
sezione di  due  lati  non  consecutivi,  la  intersezione  di  altri  due 
lati  non  consecutivi,  e  la  intersezione  del  quinto  lato  colla  tangente 
nel  vertice  opposto,  stanno  sopra  una  stessa  retta. 

Se  un  quadrangolo  semplice  è  iscritto  in  una  conica,  le  inter- 
sezioni delle  due  coppie  di  lati  opposti,  e  le  intersezioni  delle  due 
coppie  di  tangenti  nei  vertici  opposti,  stanno  sopra  una  stessa 
retta.  (Si  osservi  che  questo  è  contenuto  nell'ultimo  teorema  del 
n.**  209). 
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L' analogia  porta  finalmente  a  supporre  che,  dei  sei  vertici 
dell'esagono,  A  coincida  con  B^  C  con  D,  E  con  F.  Si  giunge 
con  questa  ipotesi  ad  un  teorema  pur  vero,  la  cui  dimostrazione 
però  non  si  riconduce  immediatamente  alla  dimostrazione  del 
teorema  generale,  ma  sarà  dedotta  presto  da  altri  risultati: 

Se  un  triangolo  è  iscritto  in  una  conica,  le  tangenti  nei  vertici 
di  esso  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  di  una  retta. 

Tutti  i  corollari  qui  esposti  possono  esser  tradotti  per  dua- 
lità; ad  es,  l'ultimo  dà: 

Se  un  trilatero  è  circoscritto  ad  una  conica,  i  punti  di  con- 
tatto dei  suoi  lati,  congiunti  coi  vertici  opposti,  danno  tre  rette 
passanti  per  un  punto  (^). 

Avvertiamo  però  che,  nelle  applicazioni,  è  inutile  tener  pre- 
senti questi  corollari  ;  giova  meglio  ricorrere  sempre  al  teorema 
generale  di  Pascal  (o  Brianchon),  supponendo,  ove  occorra, 
che  siano  verificate  una  o  più  coincidenze  di  coppie  di  vertici 
(o  lati)  consecutivi,  ed  intendendo  per  congiungente  due  tali 
vertici  (od  intersezione  di  due  tali  lati)  la  tangente  (o  il  punto 
di  contatto)  in  uno  di  essi.  Ciò  risulterà  chiaro  dalla  seconda 
costruzione  del  n.°  seguente. 

221.  Costruzioni  di  coniche  mediante  i  teoremi  di  Pascal 
e  Brianchon.  —  I  teoremi  di  Pascal  e  Brianchon  offrono  un'  altra 
via  per  risolvere  gli  stessi  problemi,  che  abbiamo  trattato  nei 
n.'  216,  217  col  mezzo  dei  fasci  o,  rispettivamente,  delle  punteg- 
giate proiettive.  Portiamo  qualche  esempio. 

1)  Costruire  per  punti  una  conica  di  cui  son  dati  cinque 
punti  A,B,C,D,E.  —  Si  conduca  per  uno  A  di  questi  una  retta  x 
ad  arbitrio,  di  cui  si  cerca  la  ulteriore  intersezione  X  colla  conica. 
Questo  punto,  coi  primi  cinque,  fornisce  un  esagono  di  Pascal 
ABCDEX,  vale  a  dire  un  esagono  in  cui  le  tre  intersezioni 
di  lati  opposti 

AB  •  DE  =  M,     BC  ■  EX  =  N,     CD  •  XA  =  P 
stanno  sopra  una  stessa  retta  r;  questa  può  tracciarsi,  essen- 


(^)  Il  teorema  diretto  e  il  duale  possono  riunirsi  nel  seguente  enun- 
ciato :  un  triangolo  iscritto  in  una  conica,  ed  il  triangolo  circoscritto  formato 
dalle  tangenti  nei  vertici  del  primo,  sono  omologici. 
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done  noti  due  punti:  M  e  P=  CD  ■  x.  Risulta  dunque  determi- 
nato il  punto  rimanente  N^  BC  ■  r,  quindi  la  retta  UX  =  EN, 
e  finalmente  il  punto 
X,  intersezione  del- 
l'ultima  retta  colla 
X.  Facendo  ruotare 
la  X  intorno  ad  A, 
si  ottengono  quanti 
si  vogliano  punti 
della  curva  (^). 

2)  Determinata 
una  conica  mediante 
cinque  punti  A,  B, 

C,  D,  E,    costruire  la  tangente  in  uno    A  di   questi.    Si  consi- 
deri   l'esagono    di    Pascal     A  AB  ODE,   di    cui    due    vertici 
coincidono   in  J^  ;  la  loro  congiungente    A  A   sarà   la  tangente 
richiesta.      Per    co- 
struirla   si   traccerà 
la  retta   di    Pascal 
congiungente    i   tre 
punti 

M  =  AA  ■  CD, 
N  =  AB  ■  DE, 
P  =  BC  ■  EA, 

di  cui  gli  ultimi  due 
son  noti  ;  sarà  quin- 
di determinato  il 
primo,  che,  congiunto  con  A,  fornirà  la  tangente  richiesta. 

222.  Costruzione  delle  intersezioni  di  una  conica  con  una 
retta.  —  Il  problema  di  costruire  le  intersezioni  di  una  conica 
con  una  retta  è  lineare,  quando  questa  passi  per  un  punto  già 


(^)  Dalle  posizioni  che  assume  la  r  intorno  ad  if,  è  facile  dedurre  che 
la  nuova  costruzione  della  conica  differisce  solo  in  apparenza  da  quella 
del  n."  216, 
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noto  della  curva  (n.*'  216);  è  invece  di  secondo  grado  nel  caso 
generale  seguente: 


Determinata  una  conica  me- 
diante cinque  punti  (^),  costruire 
le  sue  intersezioni  con  una  retta 
generica  del  piano. 


Determinata  una  conica  me- 
diante cinque  tangenti,  condurre 
ad  essa  le  tangenti  da  un  punto 
generico  del  piano. 


Limitandoci  al  problema  di  sinistra,  da  due  A,  B  dei  punti 
dati    si   proiettino    i   rimanenti   tre    C,  D,  E  sulla    retta   data 

r  ;    si    otterranno    due 
terne  di  punti  C'D'E\ 
C"D"E",  le  quali  de- 
terminano una  proiet- 
tività;  siano    U  q  V  ì 
punti  uniti  di  questa, 
se   esistono.  Allora   le 
rette  JL  Z7,  BTJ,  e  così 
pure  le  due  AV,  B  V 
saranno   omologhe  nei 
due  fasci  proiettivi 
A(CDE...)   A  B{CDE...\ 
e  quindi  i  punti  Z7,  V  apparterranno  alla  nostra  conica.  Il  pro- 
blema ammette  due  soluzioni,  una  o  nessuna  (reale). 

Come  caso  particolare  metrico  del  problema  a  sinistra, 
quando  r  è  all'  infinito,  abbiamo  : 

Verificare  se  la  curva  di  secondo  ordine,  determinata  da  cin- 
que punti  dati,  è  una  ellisse,  una  parahola  o  una  iperbole. 

Esercizi  (^)  I.  —  1)  Corollari  della  costruzione  delle  coniche  mediante 
fasci  proiettivi  sono  i  seguenti  : 

a)  è  costante  l'area  del  parallelogramma  die  ha  due  lati  sopra  gli 
asintoti  di  una  iperbole  ed  un  vertice  variabile  sulla  curva; 

h)  se  da  due  punti  fìssi  di  una  iperbole  si  proietta  sopra  un  asintoto 
un  punto  mobile  lungo  la  curva,  la  distanza  delle  due  proiezioni  è  costante; 

e)  una  iperbole  ed  i  suoi  asintoti  determinano  sopra  ogni  trasversale 
due  segmenti  aventi  Jo  stesso  punto  medio;  in  particolare,  il  tratto  di  tan- 


{})  Con  una  costruzione  analoga  si  tratta  il  caso  che  la  conica  sia 
determinata  mediante  quattro  punti  e  la  tangente  in  uno  di  essi,  o  tre 
punti  e  le  tangenti  in  due  di  essi.  Dualmente  per  il  problema  di  destra. 

('■^)  Per  le  costruzioni  di  coniche  definite  da  cinque  elementi,  v.  gli  esercizi  in  fine 
di  questo  Capitolo. 
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gente  ad  una  iperbole  compreso  fra  gli  asintoti  è  diviso  per  metà  dal  punto 
di  contatto. 

2)  Corollari  della  costruzione  delle  coniche  mediante  punteggiate  pro- 
iettive sono  i  seguenti  : 

a)  una  tangente  variabile  ad  una  parabola  sega  sopra  due  tangenti 
fisse  punteggiate  simili  ; 

h)  è  costante  V  area  del  triangolo  formato  dagli  asintoti  di  una  iper- 
bole con  una  tangente  variabile. 

3)  Mentre  due  fasci  direttamente  uguali  (né  sovrapposti,  uè  prospet- 
tivi) generano  un  cerchio,  due  fasci  inversamente  uguali  (soddisfacenti  alle 
stesse  condizioni)  generano  una  iperbole  equilatera,  le  cui  tangenti  nei 
centri  dei  fasci  sono  parallele  tra  loro.  Viceversa,  i  punti  di  una  iperbole 
equilatera  sono  proiettati  da  due  suoi  punti,  le  cui  tangenti  siano  parallele, 
mediante  due  fasci  inversamente  uguali. 

4)  Il  luogo  di  un  punto,  da  cui  le  due  coppie  di  vertici  opposti  di  un 
parallelogramma  sono  proiettate  mediante  coppie  di  rette  appartenenti  ad 
una  involuzione  simmetrica,  è  una  iperbole  equilatera  circoscritta  al  paral- 
lelogramma. 

5)  Se  un  angolo  di  data  grandezza  si  muove  in  un  piano  in  guisa  che 
il  vertice  descriva  una  retta  fìssa  ed  un  lato  passi  per  un  punto  fisso,  l' altro 
lato  inviluppa  una  parabola  che  tocca  pure  la  retta  fissa. 

6)  Se  due  angoli  ab,  a'h'  di  data  grandezza  ruotano  intorno  ai  loro 
vertici  fissi  S,  S',  in  modo  che  il  punto  aa'  percorra  una  retta,  il  punto  bb' 
descriverà  una  conica  passante  per  S,  S';  {descrizione  organica  delle  coni- 
che di  Ne'wton). 

7)  Il  luogo  dì  un  punto  dal  quale  i  vertici  di  un  quadrangolo  vengono 
proiettati  mediante  quattro  rette  formanti  un  doppio  rapporto  assegnato,  è 
una  conica  circoscritta  al  quadrangolo  ;  come  si  costruisce  la  tangente  in 
un  vertice  di  questo,  ed  in  conseguenza  la  curva? 

8)  Questione  duale.  In  particolare:  le  rette  sulle  quali  due  angoli  di 
un  triangolo  determinano  due  segmenti  di  dato  rapporto,  inviluppano  una 
parabola  iscritta  nel  triangolo  ;  per  un  punto  del  piano  passano  dunque  al 
più  due  rette  siffatte,  ed  una  sola  se  il  punto  è  improprio. 

9)  Dato  un  triangolo,  condurre  una  retta  sulla  quale  due  angoli  di 
quello  intercettino  due  segmenti  di  lunghezza  assegnata  (n.°  70,  es.  9)  ). 

10)  Due  triangoli  iscritti  in  una  conica  sono  circoscritti  ad  un'altra; 
e  viceversa  (cfr.  n.°  215,  es.  36));  (detti  ABC,  DEF  i  due  triangoli,  si 
considerino  i  due  fasci  proiettanti  da  ^  e  jD  gli  altri  quattro  punti,  e  si 
seghino  con  BC,  EF,  rispettiv.;  ecc.). 

11)  Due  triangoli  autopolari  rispetto  ad  una  conica  sono  iscritti  in  una 
seconda  conica,  e  circoscritti  ad  una  terza  (cfr.  n.°  215,  es.  34));  (si  consideri 
il  fascio  A{BCEF)  e  la  punteggiata  dei  poli,...). 

II-  —  12)  Le  coppie  di  punti  segate  sopra  una  conica  dalle  coppie  di 
una  involuzione  in  un  fascio  avente  il  vertice  sulla  curva,  stanno  su  rette 
passanti  per  uno  stesso  plinto,  polo  della  involuzione  (cfr.  n°  87,  Oss.). 
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13)  In  particolare  :  le  corde  di  una  conica  che  sono  viste  da  un  punto 
fisso  della  curva  sotto  un  angolo  retto,  passano  per  uno  stesso  punto  (detto 
punto  di  Frégiee)  situato  sulla  normale  alla  curva  nel  punto  primitivo.  Se 
la  conica  è  una  iperbole  equilatera,  il  punto  di  Frégier  è  improprio,  e 
tutte  quelle  corde  sono  parallele  alla  normale. 

14)  Si  trasformi  per  dualità  l' es.  12).  Si  deduca,  in  particolare,  che 
«  il  luogo  di  un  punto  dal  quale  si  possono  condurre  tangenti  perpendico- 
lari fra  loro  ad  una  parabola,  è  una  retta  {direttrice)  ». 

223.  Teorema  di  Desargues  sulle  coniche.  —  Per  costruirò 
una  conica  determinata  da  cinque  condizioni,  conviene  spesso 
ricorrere  al  seguente  teorema,  dovuto  a  Desargues  (1639),  di 
cui  sussiste  pure  il  teorema  duale: 

Una  trasversale  sega  una  conica  e  le  coppie  di  lati  opposti 
di  un  quadrangolo  iscritto,  in  coppie  di  una  stessa  involuzione. 
Sia  AB  CD  il  quadrangolo  iscritto,  ed  r  una  trasversale 
che  seghi  la  curva  nei  punti  Q,  Q'  reali  e  distinti,  e  le  tre 
coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  {AB,  CD),  {AC,  BD), 
{AD,  BC)  nelle  tre  coppie  di  punti  MM',  NN',  PP'.  Da  due 
vertici  del  quadrangolo,  ad  es.  da  A  e  B,  proiettiamo  gli  altri 
due  vertici  ed  i  punti  Q^  Q';  otterremo 

A{CDQQ')  K  BiCDQQ'), 
e,  segando  con  r, 

NPQQ'  X  P'N'QQ', 
donde  (n.°  46,  I) 

NPQQ'  A  N'P'Q'Q. 
Questa  ci  dice  che   NN',  PP',  QQ'  sono   tre  coppie  di  una 
80).   Alla   quale    appartiene    pure    la    coppia 

MM',  come  risulta, 
sia  dal  teorema  del 
n.°  84,  sia  dal  ragio- 
namento ora  fatto 
applicato  ad  altri  dne 
centri  di  proiezione, 
J.  e  (7,  ad  es. 

Per  i  quattro  punti 
A,  B,  C,  D  passano 
infinite  coniche,  cia- 
scuna delle  quali  sega  sulla  retta  r  (ove  la  incontri)  una  cop- 
pia della  involuzione  determinata  dalle  coppie  MM',  iViV', 
PP'.  Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema  di  sinistra: 


involuzione   (n.^ 
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Le  infinite  coniche  circo- 
scritte ad  un  quadrangolo  sega- 
no sopra  una  trasversale  coppie 
di  una  involuzione^  a  cui  appar- 
tengono le  coppie  segate  sulla 
trasversale  dalle  tre  coppie  di 
lati  opposti  del  quadrangolo  (le 
quali  sono  coniche  degeneri  cir- 
coscritte al  quadrangolo). 


Le  coppie  di  tangenti  che 
da  un  punto  si  possono  con- 
durre alle  infinite  coniche  iscritte 
in  un  quadrilatero  (^),  formano 
una  involuzione^  a  cui  appar- 
tengono le  coppie  proiettanti  dal 
punto  le  tre  coppie  di  vertici 
opposti  del  quadrilatero  (le  quali 
sono    coniche  -  inviluppi    dege- 


neri iscritte  nel  quadrilatero). 
I  teoremi  di  Desargues  sulla  involuzione   (n.°   84)   sono 
evidentemente  inclusi  in  questi. 

221.  Costruzione  di  uii.a  conica  che  passi  per  quattro  punti 
e  tocchi  una  retta;  problema  duale.  —  La  involuzione  sopra 
la  trasversale  r,  di  cui  parla  il  teorema  di  sinistra,  può  essere 
iperbolica,  od  ellittica  (parabolica,  solo  nel  caso  che  la  trasver- 
sale passi  per  un  vertice  del  quadrangolo).  Supposta  iperbolica,  e 
detti  X,  Yì  punti  doppi 
reali,  la  conica  determi- 
nata dai  cinque  punti 
J.,  B^  C,  D  ed  X,  sega 
la  trasversale  r  in  un 
secondo  punto,  che  non 
può  differire  dal  primo 
X;  dunque,  tra  le  co- 
niche passanti  per  A^  5,  C,  i),  ve  n'  è  una  tangente  alla  r  in  X, 
ed  una  seconda  tangente  in  Y.  Si  ha  così  il  modo  di  risol- 
vere il  problema  di  sinistra,  determinando  i  punti  doppi  X,  Y 
di  una  certa  involuzione  (problema  questo  di  secondo  grado), 
e  poi  riducendosi  a  costruzioni  note,  (n.°  216): 


Costruire  una  conica  che 
passi  per  quattro  punti,  e  tocchi 
una  retta  non  contenente  alcuno 
di  quelli. 


Costruire  una  conica  che 
tocchi  quattro  rette,  e  passi  per 
un  punto  non  appartenente  ad 
alcuna  di  quelle. 


Il  problema  ammette  due  soluzioni,  o  nessuna. 


(^)  Una  conica  dicesi  iscritta  in  un  n.latero  quando  ne  tocca  i  lati. 
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Caso  particolare  metrico  del  problema  di  sinistra  (suppo- 
nendo la  retta  all'infinito)  è  il  seguente:  costruire  una  parabola 
che  pasd  per  quattro  punti  assegnati. 

225.  Corollari  del  teorema  di  Desargues.  —  La  dimostra- 
zione del  teorema  di  Desargues,  e  le  conseguenze  che  ne  abbiamo 
dedotte,  continuano  a  sussistere  se  il  vertice  C  del  quadrangolo 
viene  a  coincidere  con  A,  purché  per  retta  ^.0  si  intenda  la 
tangente  alla  conica  in  A]  si  può  inoltre  far  coincidere  D  con 
i?,  intendendo  per  retta  BD  lo,  tangente  in  B.  In  quest'ultimo 
caso,  invece  di  infinite  coniche  circoscritte  ad  un  quadrangolo, 
avremo  infinite  coniche  tangenti  a  due  rette  fìsse  AS,B8  in 
due  punti  fissi  A,  B]  e  la  involuzione  segata  da  quelle  sopra 
una  trasversale  r,  sarà  determinata  dalla  coppia  NN\  traccia 
delle  tangenti  fisse  A 8^  B8  (costituenti  una  prima  conica  dege- 
nere), e  dal  punto  doppio  M  =  M\  traccia  della  retta  AB^^  CD 
(la  quale,  contata  due  volte,  dà  una  seconda  conica  degenere). 
Abbiamo  cosi  il  teorema  di  sinistra: 


Le  infinite  coniche  che  toc- 
cano due  lati  di  un  triangolo 
nei  vertici  situati  sopra  il  terzo 
lato,  segano  sopra  una  trasver- 
sale coppie  di  una  involuzione^ 
cui  appartengono  la  coppia  segata 
dai  primi  due  lati  del  triangolo^ 
ed  un  punto  dopjno  segato  dal 
terzo  lato. 


Le  coppie  di  tangenti  con- 
dotte da  un  punto  alle  infinite 
coniche  che  toccano  due  lati  di 
un  triangolo  nei  vertici  situati 
sul  terzo  lato^  formano  una  invo- 
luzione, cui  appartengono  la  cop- 
pia di  rette  proiettanti  quei  due 
vertici,  ed  una  retta  doppia  pro- 


iettante il  terzo  vertice. 
Fra  le  coniche  nominate  nel  teorema  di  sinistra  ve  n'  è  una 

sola  (  oltre  alla  retta 
doppia  AB)  che  tocchi 
la  trasversale  r.  Il  pun- 
to di  contatto  X,  dop- 
pio per  la  involuzione, 
è  coniugato  armonico 
dell'altro  punto  doppio 
M,  rispetto  alla  coppia 
2ViV';  esso  dunque  si 
costruisce  tirando  le  rette  AN',  BN,  e  congiungendone  la  in- 
tersezione ad    8  mediante  la  retta   8X.   Segue  di  qua  che,  se 
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una  conica  è  iscritta  nel  triangolo  SNN',  le  congiungenti  i 
vertici  coi  punti  di  contatto  dei  lati  opposti  concorrono  in  un 
punto.  Con  ciò  rimane  giustificato  l'ultimo  corollario  del  teo- 
rema di  Brianchon  (insieme  al  duale)  (n.°  220),  che  non  ave- 
vamo sinora  dimostrato. 

226.  Intersezioni  di  due  coniche.  —  I  risultati  degli  ultimi 
numeri  (n.'  223-225)  possono  confermarsi  ed  estendersi  per  via 
analitica.  A  tal  fine  conviene  premettere  alcune  considerazioni 
sul  sistema  di  due  coniche. 

Date  le  equazioni  di  due  coniche 

(1.)  f(x,y)^anx''-\-2ai.xy  -f  «22y7^  +  2ai3:c4-2a,3?/4'«33  =^  0, 

proponiamoci  di  determinare  i  punti  ad  esse  comuni. 

Dovremo  risolvere  il  sistema  delle  due  equazioni  nello  in- 
cognite a;,  y]  perciò  immaginiamole  ordinate  rispetto  ad  una 
delle  incognite,  ad  es.  rispetto  ad  y,  ed  eliminiamo  //  tra  quelle. 
Otterremo  una  equazione  risultante  contenente  la  sola  .r,  la  quale 
vi  comparirà  a  grado  2  •  2  =  4,  in  virtù  del  teorema  di 
Bézout  (^).  L' equazione  risolta  fornirà  dunque  quattro  valori  per 
lax;  siano  x^,  Xo,  x.^,  x^.  Sostituendo  nelle  (1),  (2),  al  posto 
di  X,  uno  di  questi  valori,  ad  es.  a?,,  si  ottengono  due  equazioni 
quadratiche  nella  sola  v/,  le  quali  hanno  una  radice  comune  y^ 
(e  in  generale  una  sola),  che  si  determina  razionalmente  (ad  es. 
con  una  operazione  di  massimo  comun  divisore  tra  i  due  primi 
membri).  Cosi  si  sarà  ottenuta  una  prima  intersezione  (xi,yi) 
delle  due  coniche;  e  similmente  si  troveranno  altre  tre  inter- 
sezioni {x.2,  y.i),  (xs^  ^3),  (a;4,  y^).  Concludiamo  che  due  coniche 
si  segano  in  quattro  punti]  a  meno  che  le  coniche  non  coinci- 
dano, o  non  si  spezzino  in  due  coppie  di  rette  aventi  una  retta 
comune. 


(^)  In  generale,  quel  teoroma  dice  che,  se  le  due  equazioni  primitive 
sono  dei  gradi  w,  n,  l'equazione  risultante  sarà  di  grado  mn;  donde  segue 
che  due  curve  algebriche  di  ordini  m,  n,  hanno  mn  intersezioni.  V.  a  questo 
proposito  Capelli,  Istituzioni  di  Analisi  algebrica  (1902),  pag.  573,  dove  il 
caso  che  a  noi  interessa  è  trattato  in  tutti  i  particolari. 
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La  determinazione  analitica  dei  quattro  punti  dipende  dun- 
que dalla  risoluzione  di  una  equazione  di  quarto  grado  ad  una 
incognita,  equazione  i  cui  coefficienti  sono  reali,  se  tali  sono, 
come  supporremo,  i  coefficienti  della  (1)  e  (2).  Le  particolarità 
che  possono  presentare  le  radici  di  una  siffatta  equazione  (ra- 
dici reali,  o  immaginarie  coniugate,  distinte  o  coincidenti),  si 
traducono  in  particolarità  relative  ai  quattro  punti  nominati. 
Ci  limitiamo  ad  enumerarle  qui,  riservandoci  di  esaminar  più 
accuratamente  qualche  caso  nel  seguito. 

a)  Le  quattro  intersezioni  A,  B,  C,  D  di  due  coniche  pos- 
sono esser  tutte  distinte  (caso  generale),  e  precisamente: 

1)  tutte  reali;  è  il  caso  di  due  coniche  circoscritte  ad  un 
quadrangolo  ; 

2)  due  A,  B  reali,  e  duo  C,  D  immaginarie  coniugate;  tale 
caso  si  presenta  ad  es.  per  due  cerchi  intersecantisi  in  due 
punti  J.,  B  (allora  C,  D  cadono  nei  punti  ciclici); 

3)  tutte  immaginario,  A  ad  es.  coniugata  con  B,  e  C  con  i>; 
si  considerino  ad  es.  due  cerchi  non  secantisi. 

b)  Delle  quattro  intersezioni  alcune  possono  coincidere. 
Se  due  o  più  coincidono  in    A,    si  dice  che  le  due  coniche  si 

toccano  in  A,  e  si  dimostra  che 
hanno  ivi  la  stessa  tangente; 
vanno  qui  distinti  i  casi  se- 
guenti : 

4)  due  intersezioni  J.  =  jB 
coincidono  in  un  punto  reale, 
dove  si  ha  un  contatto  semplice 
(o  del  primo  ordine^  o  bipunto)^ 
e  le  altre  due  intersezioni  C, 
D  sono  reali  e  distinte,  come 
nella  fig.  qui  tracciata; 

5)  oppure,  oltre  al  contatto  semplice  J.  =  5,  si  hanno  due 
intersezioni  immaginarie  coniugate,  come  ad  es.  nel  caso  di 
due  cerchi  tangenti; 

6)  tre  intersezioni  A  ^  B  =  C  coincidono  in  un  punto 
reale,  dove  le  coniche  hanno  un  contatto  del  secondo  ordine  (o 
tripunto,  o  punto  di  osculazione),  e  la  quarta  intersezione  D  è 
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reale  e  distinta  da  quelle;  si  dimostra  poi  che  nel  punto  A  le 
coniche,  oltre  a  toccarsi,  si  attraversano,  come  nella  figura  qui 
accanto  ; 

7)  le   quattro    intersezioni 
^  ^  B  ^  C  ^i  D  coincidono 
in  un  punto  reale,  dove  si  ha 
un  contatto  del  terzo  ordine  (o        X-n-ri 
quadripunto)\ 

8)  possono  finalmente  due 
intersezioni  A  ^  B  coincidere 
in  un  primo  punto,  e  le  altre  due 
C'  =  D  in  un  secondo  punto, 
nel  qual  caso  le  coniche  diconsi  bitangenti-  ma  i  due  punti  di 
contatto  A  e  C  possono  essere  :  o  reali  e  distinti,  come  nelle  co- 
niche di  cui  parla  il  teorema  del  n.°  225; 

9)  oppure  immaginari  e  coniugati,  come  ad  es.  accade  per 
due  cerchi  concentrici,  i  quali  si  toccano  nei  punti  ciclici  (n."  156). 

227.  Fascio  di  coniche.  —  Qualunque  sia  il  caso  in  cui  si 
trovino  le  due  coniche  (1)  e  (2),  è  facile  scrivere  la  equazione 
di  ogni  altra  conica  passante  per  le  loro  intersezioni.  Si  formi 
infatti  una  combinazione  lineare  delle  (1)  e  (2),  adoperando  due 
parametri  À,  fi,  non  entrambi  nulli.  Si  otterrà  una  equazione 

<^^)  ^f(^,  y)  +  -"9'(^,  y)   =   0, 

di  secondo  grado  in  x,  y,  la  quale  rappresenta  dunque  una  co- 
nica. Al  variare  di  .1  e  ^,  o  meglio  del  rapporto  ^^,  si  hanno 
infinite  coniche,  tra  le  quali  la  (1)  (;i  =i=  0,  ^  =^0)  e  la  (2) 
{A  =  0^  ^  ^  0);  esse  formano  un  sistema  detto  fascio  di  co- 
niche (cfr.  n.°  144)  (i). 

Proprietà  fondamentali  del  fascio  sono  le  seguenti: 

a)  Ogni  punto   (reale  o  immaginario)  comune  alle  coniche 
(1)  e  (2),  appartiene  pure  a  tutte  le  coniche  del  fascio; 

b)  Per  ogni  altro  punto  del  piano  passa  una,  ed  una  sola 
conica  del  fascio. 

Infatti,  se  le  coordinate  (x',  y')  di  un  punto  P  annullano 
insieme  i  polinomi  (1)  e  (2),  esse  annuUeranno  pure  il  polino- 

(1)  Il  caso  particolare  del  fascio  di  cerchi  fu  già  studiato  al  n."  158. 
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mio  (3),  donde  il  teorema  a).  Se  invece  i  valori  f(x',  y'\ 
g>{x',  y')  non  sono  entrambi  nulli,  allora  dalla  relazione 

Af(x',  y')  +  f.q>{x',  y')   =   0 
si   potrà   ricavare,  in  modo  perfettamente  determinato,  il  rap- 
porto —  (^"'yli  sostituendo  il  valore  trovato  nella  (3),  divisa 
per  (W  (o  per  À),  si  avrà  l'equazione  di  quella  conica  del  fascio 
che  passa  per  P;  donde  segue  il  teorema  6). 

I  quattro  punti  comuni  alle  curve  (1),  (2),  e  quindi  alle 
infinite  coniche  del  fascio,  si  chiamano  punti  base  del  fascio. 
Se  questi  sono  reali  e  distinti,  vertici  di  un  quadrangolo,  il 
fascio  è  costituito  da  tutte  le  coniche  circoscritte  al  quadran- 
golo. 

Le  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  retta  del  piano 
infinite  coppie  di  punti.  Se  tale  retta  è,  ad  es.,  l'asse  delle  x 
(come  può  sempre  supporsi,  eseguendo,  ove  occorra,  una  trasfor- 
mazione di  coordinate,  che  muta  la  (3)  in  una  equazione  dello 
stesso  tipo),  la  coppia  segata  dalla  (3)  sarà  data  (per  y  ■=  0)  da, 

Àf(x,  0)  +  fi<p(x,  0)   =   0, 
ossia 

Jl{anX-  -{-  2a,3X  +  «33)  +  /^(hnX^  -f  2613^?  -f  633)  =  0. 

À 

Ma,  al  variare  di  -  -  ,  questa  coppia  di  punti  descrive  suU'  asse  x 

una  involuzione  (n.**  83).  Concludiamo  dunque  col  seguente 
enunciato,  che  presenta  sotto  la  forma  ])iù  generale  (dovuta  a 
Sturm)  il  teorema  di  Desargues  (n.°  223): 

Le  infinite  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  trasver- 
sale le  coppie  di  una  involuzione. 

228.  Coniche  degeneri  in  un  fascio.  —  La  conica 
(3')  f{x,  y)  +  k<p{x,  y)  =  0 

(dove  k  =  ~-\  è  degenere  se  si  annulla  il  suo  discriminante, 
se  è  dunque 

«n    +    ^&n,         C^i2   +    ^^12,         «13   +    ^613 

(4)  «21     +      ^^21,  0,22     +      ^^22,  «23     "f"      ^  ^  23  =     0. 

«31  -\-  khsi,       tts-i  -\-  A;Ò32,       «33  -jr  kb^s 

Ora  questa  è  una  equazione  di  terzo  grado  in  k,  la  quale  for- 
nisce per  k  tre  valori.  Perciò  in  un  fascio  di  coniche  si  trovano 
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tre  coniche  degenen  (a  meno  che  tutte  le  coniche  del  fascio  non 
siano  degeneri). 

Se  i  punii  base  del  fascio   A,  B,  C,  D  sono  tutti  distinti, 
vertici   di   un   quadrangolo,   le   tre   coniche    degeneri   son   date 
dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo 
(5)  AB,   CD  ■  AC,  BD  ■  AD,  BC. 

E  sono  tutte  reali,  se  quei  punti  sono  reali;  oppure  una  sola 
reale  (ad  es.  la  prima),  e  le  altre  due  immaginarie,  se  due  soli 
di  quei  punti  (ad  es.  A,  B)  sono  reali,  o  se  sono  tutti  imma- 
ginari (ad  es.  A  coniugato  con  B,  e  C  con  D);  nell'ultimo 
caso  però  sono  reali  i  tre  punti  doppi  delle  coniche  degeneri 

M  =  AB  ■  CD,  y  =  AC  ■  BD,  F  =  AD  ■  BC, 
mentre  nel  penultimo  caso  è  reale  solo  il  punto  M.  Il  triangolo 
diagonale  MNP  del  quadrangolo  AB  CD,  iscritto  in  tutte  le 
coniche  del  fascio,  è  autopolare  (n."  209)  rispetto  alle  dette 
coniche;  e  si  dimostra,  nel  caso  di  punti  base  distinti,  che  è 
l'unico  triangolo  godente  siffatta  proprietà. 

Nel  caso  di  punti  base  non  tutti  distinti,  le  tre  coniche 
degeneri  del  fascio  vengono  in  parte,  o  tutte,  a  coincidere.  Qui 
basterà  notare  (v.  n°  229)  che  le  dette  coniche  sono  ancora 
fornite  dallo  schema  (5),  purché  si  intenda,  al  solito,  por  retta 
congiungente  due  punti  base  coincidenti,  la  tangente  comune 
ivi  alle  coniche  del  fascio;  (sicché,  ad  es.,  se  A  ^  B,  delle  tre 
coniche  degeneri  una  è  formata  dalla  tangente  in  A  presa  colla 
retta  CD,  e  le  altre  due  coincidono  nella  coppia  AC  •  BD  ^ 
AD  '  BC).  lì  triangolo  autopolare  comune  degenera,  o  diviene 
indeterminato;  quest'ultimo  caso  si  presenta,  ad  es.,  se  le  co- 
niche del  fascio  si  toccano  in  due  punti  J.  =  j5,  C  =  D; 
perché  allora  il  punto  if  =  AB  ■  CD,  insieme  con  due  punti 
qualisivogliano  di  AC  che  siano  coniugati  armonici  rispetto  ad 
A  e  C,  fornisce  un  siffatto  triangolo. 

*  OsserTazione  I.  —  Se  si  indicano  con  -P,  Q  le  polarità  definite  da 
due  coniche  f  =  0,  (p  =  0,  \a  collineazione  P  ■  Q  (n.°  166)  ha  come  unito 
un  triangolo,  che  è  autopolare  rispetto  alle  due  coniche,  e  quindi  (come  si 
dimostra  facilmente)  rispetto  ad  ogni  conica  del  fascio  /"  -(-  A;y  =  0.  La 
ricerca  di  un  siffatto  triangolo  non  differisce  dunque,  in  generale,  dalla 
ricerca  degli  elementi  uniti  di  una  collineazione  tra  piani  sovrapposti.  Se 
questa  è  una  omologia,  vi  sono  infiniti  di  quei  triangoli,  che  possono  però 
esser  degeneri. 
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*  OsserTazione  II.  —  Per  determinare  i  punti  A^  B,  C,  D  comuni  alle 
due  coniche  /"  =  0,  q>  =^0,si  può  (anziché  seguire  la  via  indicata  al  n."  226) 
risolvere  l' equazione  cubica  (4),  sostituirne  una  radice  ki  nella  (3'),  e  scrivere 
le  equazioni  staccate  delle  due  rette,  ad  es.  A  B,  CD,  componenti  la  corrispon- 
dente conica  degenere  del  fascio,  il  che  si  ottiene  risolvendo  una  equazione 
di  secondo  grado  ad  una  incognita  (n.°  212).  Le  intersezioni  A,  B  e  C,  D 
di  quelle  rette  colla  conica  f  z=  0  {o  9  =  0),  le  cui  coordinate  si  ricavano 
risolvendo  altre  due  equazioni  quadratiche  ad  una  incognita,  sono  1  punti 
cercati.  Oppure  possiamo  valerci  di  due  radici  distinte  ^•l,  A- 2  (se  esistono) 
della  (4),  scrivere  le  equazioni  staccate  delle  rette  AB,  CD  e  AC,  BD 
componenti  le  relative  coniche  degeneri  (per  il  che  basta  risolvere  due 
equazioni  quadratiche),  e  determinare  le  intersezioni  delle  rette  di  una  cop- 
pia colle  rette  dell'altra.  In  ogni  caso:  la  risoluzione  della  equazione  di  4" 
grado  a  cui  conduce  il  detto  problema  trattato  direttamente  {n.°  226),  può  farsi 
dipendere  dalla  risoluzione  di  una  equazione  di  3°  grado  e  di  due  0  tre  equa- 
zioni quadratiche;  ciò  d'accordo  colla  teoria  delle  equazioni  di  quarto  grado 
ad  una  incognita. 

*  229.  Contatti  di  due  coniche.  —  Per  giustificare  alcune 
affermazioni  contenute  negli  ultimi  numeri,  esaminiamo  i  vari 
contatti  che  due  coniche  possono  avere  in  un  punto.  Assu- 
miamo il  punto,  supposto  reale,  come  origine,  e  la  tangente 
alla  prima  conica  in  esso  come  asse  y.  Allora  risulta  facilmente 
che  l'equazione  di  questa  conica  è  del  tipo 

(1)  anx^  -\-  2a\%xy  -[-  a^ty^  -\-  2anx  =  0, 

dove  si  suppone  «22  =1=  0,  an  =*=  0,  per  evitare  casi  di  spezzamen- 
to. Si  abbia  poi  una  seconda  conica,  la  quale  passi  per  l'origine, 

(2)  hnx-  -\-  2bi2xy  +  b-z^y^  +  2hnx  +  2623^  =  0. 

Per  trovare  le  tre  rimanenti  intersezioni  delle  due  curve,  qui 
conviene  ridurre  omogenee  le  equazioni  (1),  (2);  fatto  ciò,  la 
terza  coordinata  z  comparirà  come  fattore  nell'ultimo  termine 
della  (1)  e  negli  ultimi  due  termini  della  (2).  Eliminiamo  poi  z 
fra  le  due  equazioni;  troveremo  come  risultante 

(3)  {bisx  -\-  b2sy){anx^  +  2ai2xy  -f  «222/^) 
—  anx  (biix^  +  2bi2xy  +  b-iìy^)  =  0. 

Questa  equazione,  omogenea  e  di  terzo  grado  in  a;,  y,  fornisce 
per  il  rapporto  —  tre  valori  A:i,  k2,  A^s,  e  quindi  rappresenta 
tre  rette  ---  =  A:i,  ^2,  fes,  uscenti  dall'origine  e  passanti  per 
le  tre  intersezioni  richieste  J.,  B,  C.  Queste  si  otterranno  dun- 
que determinando  i  punti  in  cui  quelle  tre  rette  segano  (oltre 
che  in  0)  una  delle  due  coniche  date,  ad  es.  la  (1). 
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Se  ora  si  suppone  che  delle  tre  intersezioni  A,  B,  C  una, 
ad  es.  J.,  coincida  con  0,  vuol  dire  che  una  OA  delle  tre  rette 
nominate  non  incontra  la  (1)  fuori  di  0,  e  viene  quindi  a  coin- 
cidere coir  asse  y,  tangente  alla  (1)  in  0.  Allora  la  (3)  deve 
esser  soddisfatta  ponendo  :r  =  0,  ^  qualsiasi;  deve  esser  cioè 
623 «22  =  0;  e  siccome  è  per  ipotesi  «22  *  0,  dobbiamo  rite- 
nere 623  =  0.  Questa  ci  dice  che  la  seconda  conica,  la  cui  equa- 
zione diviene 

(2')  hnx'-  +  2hx2xy  +  622?/'  +  26i3X  =  0, 

(con  622  =1=  0,  h\o  d^  0,  per  evitare  casi  di  spezzamento)  ha  in  0 
la  stessa  tangente  x  ■=■  0  della  prima  conica:  la  riunione  in  0 
di  due  intersezioni  delle  due  curve  (contatto  di  1°  ordine)  porta 
dunque,  come  si  era  affermato  (n."^  226,  ò)),  che  queste  abbiano 
ivi  la  stessa  tangente. 

Riprendiamo  la  (3)  che,  nella  ipotesi  623  =  0,  sopprimendo 
il  fattor  comune  a?,  assume  la  forma 

(3')         (aiièis  —  anhn)x'^  -f-  2(ai26i3  —  avòh\-i.)xy 

-\-  {a-ithn  —  anb22)y^  =  0, 

e  rappresenta   due   rette  OB,   OC,   congiungenti  0  colle   altre 

due  intersezioni    delle  due  curve.   Se  una    B   di  queste   viene 

ancora   a    coincidere   con    0,  la  (3')   deve  fornire    una   radice 

=  0;  donde  segue  «22613  —  «13622  =  0,    ossia 

/4N  «22  «13 

^^  ^22^     ""        613     ' 

Se  finalmente  anche  l'ultima  intersezione  C  viene  a  coin- 
cidere con  0,  i  due  valori  di  ''  forniti  dalla  (3')  saranno 
nulli,  e  si  verificherà,  oltre  la  condizione  già  scritta,  anche  la 
«12613  —  «13612  =  0;  si  avranno  insomma  le  due  condizioni 

/prx  <*12       *22       ^13 

612  0.2-2  613 

(dove  «12,  612  devono  ritenersi  o  entrambi  diversi  da  zero,  o 
entrambi  nulli).  La  (4)  e  le  (5)  danno  le  condizioni  affinchè 
le  due  coniche  (non  degeneri)  (1)  e  (2')  abbiano  in  0  un  con- 
tatto di  secondo  ordine  {punto  d"  osculazione),  0  di  terzo  ordine, 
rispet  tivamen  te . 

Se  moltiplichiamo  i  due  membri  della  (2')  per  il  fattore 
non  nullo,  ne  infinito,  y"'  ,  possiamo  anche  presentare  i   risul- 

25 
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tati  ottenuti  dicendo  che:  la  equazione  di  una  conica  non  de- 
genere avente  nelV  origine  un  contatto  di  primo,  secondo,  o  terzo 
ordine  colla  (1),  si  imo  scrivere  sotto  la  prima,  la  seconda,  o  la 
terza  forma,  rispettivamente: 

(6)  a'nx'^   -|-  2a\2xy   -f-  «'22^^  +  2anx  =  0, 

(7)  a'nx'^   -f  2a\2xy   -j-  «22^^  +  2anx  =  0, 

(8)  a'nx^  -f-  2anxy   -\-  a^-zy^  +  2anx  =  0, 
dove  le  a'  hanno  valori  arbitrari. 

Se  formiamo  una  combinazione  lineare,  mediante  un  para- 
metro le,  della  (1)  colla  (6),  o  colla  (7),  o  colla  (8),  riconosciamo 
anzitutto  che  due  coniche  generiche  del  fascio  hanno  tra  loro 
un  contatto  del  1°,  2°  o  3°  ordine,  rispettivamente.  Uguagliando 
poi  a  zero  il  discriminante  della  combinazione  lineare,  troviamo, 
nel  primo  caso,  la  relazione 

(1  -f  ky{a2-z  +  ka'22)  =  0, 
e,  negli  altri  due, 

(1    +    fc)^   =:.   0. 

Ricaviamo  di  qua  che,  nel  fascio  delle  coniche  aventi  un  sem- 
plice contatto  in  0,  e  secantisi  ulteriormente  in  B,  C,  due  delle 
tre  coniche  degeneri  coincidono  nella  coppia  di  rette  OB,  OC 
(corrispondente  alla  radice  doppia  A:  =  —  1),  e  la  terza  è  for- 
mata dalla  tangente  in  0  e  dalla  retta  BC  (e  corrisponde  a 
^  =  —  av,  )•  Iiivece  nel  fascio  delle  coniche  che  hanno  in  0 
un  contatto  del  secondo,  o  del  terzo  ordine,  le  tre  coniche  dege- 
neri (k  =2  —  1)  coincidono  nella  coppia  formata  dalla  tangente 
in  0  e  dalla  retta  congiungente  0  colla  ulteriore  intersezione 
C,  distinta  o  coincidente  con  0.  Tutto  ciò  è  d'accordo  colle 
affermazioni  fatte  nel  n.°  228. 

Osservazione.  —  Per  fare  un'  applicazione  metrica  delle 
cose  dette,  notiamo  che,  tra  le  coniche  osculatrici  alla  (1)  in  un 
punto  0  di  essa,  vi  è  un  cerchio,  cerchio  osculatore.  L'equazione 
di  questo  si  ottiene,  nella  ipotesi  di  coordinate  ortogonali,  po- 
nendo nella  (7)  a'n  =  «22,  a '12  =  0,  e  può  scriversi  sotto 
la  forma 

(7')  x^  4-  2/2  +  2''^'x  =  0, 

la  quale  mostra  che  il  cerchio  osculatore  ha  il  centro  nel  punto 
( —  "^)  0)  dell'asse  x,  normale  alla  curva  in  0  (cioè  perpendi- 
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colare  alla  tangente),  ed  ha  il  raggio  uguale  al  valore  assoluto 
di   "''-■ 

«22 

230.  Equazione  di  una  conica  soggetta  a  date  condizioni.  — 

La  considerazione  dei  fasci  di  coniche  permette  spesso  di  scri- 
vere, nel  modo  più  rapido,  l' equazione  di  una  conica  che  debba 
soddisfare  a  cinque  condizioni  assegnate.  Se  infatti  quattro  di 
queste  son  tali,  che  le  infinite  coniche  soddisfacenti  ad  esse 
formino  un  fascio  (il  che  accade  quando  le  condizioni  siano 
lineari,  cioè  traducentisi  in  equazioni  lineari  tra  i  coefficienti 
della  conica  richiesta),  si  scriverà  l'equazione  della  conica  gene- 
rica del  fascio,  valendosi  ad  es.  delle  equazioni  di  due  coniche 
degeneri  di  esso,  e  poi  si  calcolerà  il  parametro  ancora  dispo- 
nibile, in  guisa  da  soddisfare  alla  quinta  condizione. 

Cosi,  se  le  prime  quattro  condizioni  importano  il  passaggio 
della  conica  per  quattro  punti  dati  A,  B,  C,  D,  si  potranno 
scrivere  anzitutto  le  equazioni  delle  rette  ^5,  CD,  AC,  BD; 
siano,  in  forma  abbreviata,  Z  =  0,  Z'  =  0,  w  =  0,  m'  =  0, 
ordinatamente.  Allora  ogni  conica  passante  per  i  detti  punti 
avrà  una  equazione  del  tipo 

IV  -\-  ^mm'  =  0, 
dove  ^  è  un  parametro  di  cui  si  dispone. 

Similmente,  una  conica  che  debba  toccare  i  lati  l  =  0, 
r  =  0  di  un  triangolo  nei  vertici  situati  sul  terzo  lato  m  ■==  0, 
ha  un'equazione  del  tipo 

IV  -f-  firn"  =  0. 

231.  Schiera  di  coniche.  —  Le  considerazioni  degli  ultimi 
numeri  (n.' 226-230)  si  traducono  subito  per  dualità.  Limitia- 
moci qui  a  rilevare  che  due  coniche  (inviluppi),  rappresentata 
dalle  equazioni  in  coordinate  di  rette 

f(u,  v)  =  0,     (p(u,  v)  ~  0, 
hanno  quattro  tangenti  comuni  (fra  reali,  immaginarie,  distinte 
e  coincidenti);  queste  son  pure   tangenti   alle   infinite   coniche 
date  dall'equazione 

Xf{u,  v)  +  /^(p(u,  v)  =  0, 
al  variare  dei  parametri  Jl,  fi,.  Le  coniche  che  cosi  si  ottengono 
formano  una  schiera  (sistema  duale  del  fascio),  di  cui  le  quattro 
tangenti  nominate  si  chiamano   rette  basi.  Ogni  altra  retta  del 
piano   è    tangente   ad   una,  e  ad  una  sola  conica  della  schiera; 
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(mentre   per  un  punto   del   piano   passano   due  coniche  della 
schiera,  reali  od  immaginarie).  Una  schiera  è  costituita,  ad  es., 
da  tutte  le  coniche  iscritte  in  un  quadrilatero  (n.°  223). 

Le  coppie  di  tangenti  condotte  da  un  punto  del  piano  alle  in- 
finite coniche  di  una  schiera,  formano  una  involuzione.  Questo 
teorema  corrisponde  per  dualità  a  quello  di  Desakgues,  sotto 
la  forma  generale  del  n°  227. 

Osservazione.  —  Le  coniche  di  un  fascio  generalmente  non 
formano  una  schiera,  giacché,  tra  quelle,  due  toccano  in  generale 
una  stessa  retta  del  piano.  Però  è  fascio  e  schiera  ad  un  tempo 
il  sistema  delle  coniche  che  hanno  due  contatti  semplici  in  due 
punti  fissi  (^fascio- schiera  delle  coniche  bitangenti,  cfr.  n.°  225), 
ed  il  sistema  delle  coniche  che  hanno  un  contatto  quadripunto 
in  un  punto  fìsso. 

Esercizi.  I.  —  1)  Costruire  mediante  fasci  proiettivi,  o  mediante  il 
teorema  di  Pascal: 

a)  una  parabola,  dati  tre  punti  propri  e  il  punto  all'  infinito  ; 

b)  una  iperbole,  dati  tre  punti  propri  e  le  direzioni  degli  asintoti  (co- 
stniendo  in  particolare  gli  asintoti); 

e)  una  iperbole,  di  cui  siano  dati  tre  punti  propri  ed  un  asintoto 
(cfr.  n.°  222,  es.  1,  ò)  ),  od  un  punto  proprio  e  i  due  asintoti  (cfr.  n."  222, 
es.  1,  e)  ). 

2)  Costruire  mediante  punteggiate  proiettive,  o  mediante  il  teorema 
di  Beianchon: 

a)  una  parabola,  di  cui  siano  date  quattro  tangenti  (costruendo  in  par- 
ticolare il  punto  all'infinito  della  curva,  la  tangente  parallela  ad  una  retta 
assegnata  . .  .  )  ; 

b)  una  iperbole,  di  cui  siano  date  tre  tangenti  ed  un  asintoto,  od  una 
tangente  e  i  due  asintoti. 

3)  Costruire  una  conica  essendo  dati  tre  punti  di  essa,  e  di  un  punto 
del  piano  conoscendosi  la  polare;  (ciascuno  dei  punti  dati  quanti  altri  punti 
fornisce?  è  sempre  determinato  il  problema?).  Problema  duale. 

4)  Costruire  una  conica  conoscendone  un  triangolo  autopolare,  ed  inoltre 
due  punti  di  essa,  o  due  tangenti,  od  un  punto  colla  relativa  tangente; 
(quanti  altri  elementi  della  curva  possono  subito  costruirsi?  in  qual  caso 
il  problema  è  indeterminato?). 

5)  Determinata  una  conica  mediante  cinque  punti  (o  4,  3  punti  e  le 
tangenti  in  1,  2  di  essi),  costruire  linearmente  di  un  punto  arbitrario  la  po- 
lare rispetto  alla  curva.  Problema  duale. 

6)  Rispetto  alla  conica  dell'  es.  precedente  costruire  il  polo  di  una  retta 
data;  (si  costruiranno  le  polari  di  due  punti  scelti  convenientemente  sulla 
retta).  Problema  duale. 
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7)  Determinata  una  conica  mediante  cinque  tangenti,  costruire  le  tan- 
genti parallele  ad  una  retta  assegnata. 

8)  Come  applicazione  del  teorema  di  Desargues,  o  del  duale,  costruire  : 

a)  una  parabola,  di  cui  sono  dati  quattro  punti  propri,  o  tre  punti 
propri  e  la  tangente  in  uno  di  essi  ; 

b)  una  iperbole,  di  cui  son  dati  due  punti  propri,  un  asintoto  e  una 
tangente  ; 

e)  una  parabola,  di  cui  son  date  tre  tangenti  ed  un  punto. 

9)  Costruire  una  conica  che  passi  per  tre  punti  A,  B,  C,  e  tocchi  due 
rette  r,  s  non  appartenenti  ad  alcuno  di  quelli.  Il  problema  ammette  quat- 
tro soluzioni  reali,  o  nessuna,  secondo  che  A,  B,  C  appartengono,  o  no,  ad 
uno  stesso  dei  due  angoli  completi  rs.  (Detti  jR,  S  i  punti  di  contatto  in- 
cogniti con  r,  j5,  si  osservi  che  le  infinite  coniche  tangenti  a  queste  rette 
in  quei  punti  segano  sopra  AB  una  involuzione  nota  {n.°  225),  di  cui  la 
retta  BS  contiene  un  punto  doppio  .  .  .  Ragionando  analogamente  sopra  AC, 
si  riesce  a  costruire  RS  in  quatti'O  modi  diversi). 

10)  Problema  duale  del  precedente. 

II.  —  11)  Parecchi  dei  problemi  grafici  risolti  nel  testo,  o  in  qualcuno 
dei  precedenti  esercizi,  possono  pure  risolversi  senza  difficoltà  anche  quando, 
in  luogo  di  una  o  più  coppie  di  punti  (o  rette)  reali,  si  assegnino  una  o  più 
coppie  di  punti  (o  rette)  immaginari,  (sottinteso  coniugati,  in  senso  alge- 
brico), ciascuna  coppia  essendo  definita  mediante  una  involuzione  ellittica 
sopra  una  retta  (o  in  un  fascio)  reale,  come  al  n.°  94.  Cosi  si  può  «  co- 
struire la  conica  che  passa  per  tre  punti  reali  A,  B,  C,  e  per  due  punti 
immaginari  appartenenti  ad  una  retta  r  ».  (Dei  punti  AB  ■  r,  AC  ■  r  si 
costruiscano  le  polari  rispetto  alla  curva;  poi  es.  3);  la  costruzione  cade 
in  difetto  Be  A  e  B  coincidono,  ed  è  AC  la  polare  di  AB  ■  r,  ma  allora  serve 
il  teorema  del  n."  210).  Caso  particolare:  «  costruire  colla  sola  riga,  dato 
un  quadrato,  quanti  punti  si  vogliano  del  cerchio  determinato  da  tre  punti 
A,  B,  C»  (cfr.  n.°  89,  es.  29)). 

12)  Problema  duale.  In  particolare  :  costruire  la  conica  che  tocca  tre 
rette  reali  a,  6,  e,  e  tocca  inoltre  le  direzioni  assolute  uscenti  da  un  punto  F; 
vale  a  dire  :  «  costruire  la  conica  dato  un  fuoco  F  e  tre  tangenti  »  ('). 

13)  Costruire  la  conica  che  passa  per  un  punto  reale  A  e  per  due  coppie 
di  punti  immaginari  appartenenti  a  due  rette  reali  r,  s.  (Del  punto  P=rs 
si  conosce  intanto  la  polare  p,  e  quindi  dal  punto  reale  A  si  ri(;ava  un  se- 
condo punto  reale  B  della  conica;  per  determinare  le  intersezioni  reali  X,  Y 
di  p  colla  curva  —  problema  di  2"  grado  —  si  applichi  al  triangolo  AXY 
ed  alle  trasversali  r,  s  il  teorema  del  n.°  210;  oppure,  senza  costruire 
X,  Y,  si  determini  la  involuzione  che  ha  per  punti  doppi  X,   Y  —  problema 

{*)  Dicesi  fuoco  di  una  conica,  come  vedremo  nel  Cap.  V,  un  punto  F  tale,  che  le 
tangenti  da  esso  condotte  alla  curva  passino  per  i  punti  ciclici.  Sebbene  alcuni  di  questi 
problemi  sui  fuochi  vengano  riproposti  in  quel  Cap.  e  risolti  con  mezzi  speciali,  stimia- 
mo utile  far  vedere  qui  come  essi  rientrino,  quali  casi  particolari  metrici,  in  problemi 
proiettivi. 
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di  1"  grado;  n.°  95  es.  3)  —  ed  a  questa  ed  ai  punti  A,  B  si  applichi  nuo- 
vamente il  teorema  del  n.°  210.  Un'altra  costruzione  di  secondo  grado 
consiste  nel  determinare  il  triangolo  diagonale,  reale,  del  quadrangolo  avente 
per  vertici  i  quattro  punti  immaginari  dati  (n.°  95,  es.  2));  poi  es.  4)  del 
presente  n.°). 

14)  Casi  particolari  metrici  del  problema  precedente  e  del  duale  sono: 
«  costruire  il  cerchio  passante  per  un  punto  reale  e  per  una  coppia  -di  punti 
immaginari  »;  «  costruire  la  conica  dati  i  due  fuochi  ed  una  tangente  reale  ». 

15)  Costruire  una  conica  che  tocchi  una  retta  t,  e  passi  per  due  punti 
reali  e  per  una  coppia  di  punti  immaginari,  o  per  due  coppie  di  punti  im- 
maginari. Si  troveranno  due  soluzioni  al  più  (cfr.  n."  224).  (Si  determini  la 
involuzione  che  sopra  t  segano  le  coniche  per  i  quattro  punti  dati,  delle 
quali  coniche  una  degenere  è  già  nota,  ed  un'  altra  può  costruirsi  mediante 
l'es.  11)  o  13),  prendendo  ad  arbitrio  un  punto  su  t\  ecc.). 

16)  In  pai-ticolare:  «  costruire  un  cerchio  che  passi  per  due  punti  (reali) 
e  tocchi  una  retta  (reale)»:  «costruire  una  conica  conoscendone  un  fuoco, 
un  pianto  (reale)  e  due  tangenti  (reali)  »;  ecc. 

17)  Costruire  una  conica  che  passi  per  tre  punti  reali,  e  tocchi  una 
coppia  di  rette  immaginarie  ;  quattro  soluzioni  ;  (  si  applichi  il  procedimento 
dell' es.  9);  poi  es.  11)). 

18)  In  particolare:  «  costruire  una  conica  dato  un  fuoco  e  tre  punti 
(reali)  »;  «  costruire  un  cerchio  tangente  a  tre  rette  (reali)  assegnate  (cerchio 
iscritto  od  ex-iscritto  a  un  triangolo)  ». 

19)  Costruire  una  conica  che  passi  ])er  un  punto  reale,  per  una  coppia 
di  punti  immaginari,  e  tocclii  due  rette  reali;  quattro  soluzioni.  (Della  corda 
di  contatto  si  determina  facilmente  un  punto  reale  e  la  polare  di  esso 
rispetto  alla  conica,  della  quale  si  costruirà  quindi  un  secondo  punto  reale, 
es.  3)  ;  poi  es.  15)  ). 

20)  In  particolare  :  «  costruire  un  cerchio  che  passi  per  un  punto  (reale) 
e  tocchi  due  rette  (reali)  »  ;  «  costruire  una  conica  che  abbia  un  dato  fuoco, 
una  data  tangente  (reale),  e  passi  per  due  dati  punti  (reali)  ». 

21)  Costruire  una  conica  che  passi  per  tre  punti  (ad  es.  reali),  e  riesca 
bitangente  ad  una  conica  data;  quattro  soluzioni  (Il  ragionamento  dall'es.  9) 
si  applica  anche  a  questo  caso).  Problema  duale. 

Ili-  —  22)  I  problemi  precedenti  si  risolvono  pure  per  via  analitica, 
facendo  uso  ad  es.  del  procedimento  indicato  al  n."  230;  dati  numerici 
potranno  trovarsi  negli  es.  1),  4),  7),  8)  -del  n.°  196. 

In  particolare:  «  si  scriva  la  equazione  di  una  conica  che  passi  per 
tre  punti  e  tocchi  due  rette  date».  (Supposto  anzitutto  che  le  due  rette 
siano  gli  assi  coordinati,  e  che  ax  -\-  ^y  +  y  =  0  sia  la  con  giungente  i 
punti  di  contatto,  si  osserverà  che  l'equazione  della  conica  può  scriversi 
sotto  la  forma  (n.°  230):  db  Y xy  t=  ax  -{-  ^y  -\-  y^  nella  quale  i  coefficienti 
a,  /?,  7  si  calcoleranno  tenendo  conto  dei  tre  punti  Pì{xì,  y ì)  per  cui  la 
curva  deve  passare.  In  generale,  se  le  due  tangenti  date,  reali  o  immaginarie, 
hanno  le  equazioni  i  =  0,  »w  =  0,  sotto  al  radicale  comparirà  il  prodótto 
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Im-  sicché  ±  Vx^  -\-  y^  :=  ax  -\-  Py  -{-  y  rappresenterà,  in  assi  ortogo- 
nali, una  conica  avente  il  fuoco  nell'origine,  ecc.  Si  dimostri  che  tutti  questi 
problemi  hanno  quattro  soluzioni). 

23)  Equazione  della  conica  che  passa  per  tre  punti  dati,  ed  è  bitan- 
gente  ad  una  conica  data  f{x,  y)  rr  0.  (L'equazione  sarà  del  tipo 
+    Vf{x,y)  =  ax  +  ^y  +  y). 

IV.  —  24)  Due  coniche  ABC  DE,  ABCHK,  determinate  ciascuna 
mediante  cinque  punti,  di  cui  tre  comuni,  si  segano  in  un  quarto  punto; 
costruirlo  linearmente.  (Si  consideri  la  involuzione  che  le  due  coniche  deter- 
minano sulla  retta  D  H,  ecc.).  Problema  duale. 

25)  Il  problema  si  risolve  in  modo  analogo  (tenendo  presente  l'es.  11)  ) 
anche  se  i  due  punti  B,  C  sono  immaginari  ;  in  particolare  :  «  costruire  linear- 
mente (dato  un  quadrato)  la  seconda  intersezione  dei  due  cerchi  ADE, 
AHK^. 

26)  Come  applicazione  dell' es.  24):  dati  cinque  punti  MNPQR,  di  cui 
mai  tre  allineati,  costruire  il  punto  dal  quale  essi  vengono  proiettati 
mediante  un  gruppo  di  rette  proiettivo  ad  un  gruppo  di  cinque  elementi 
assegnati  di  una  forma  di  prima  specie  (cfr.  n"  222,  es.  7)  ).  In  particolare, 
se  Q,  K  cadono  nei  punti  ciclici  :  <  costruire  linearmente  (dato  un  quadrato) 
il  punto  da  cui  due  segmenti  MN,  MP,  aventi  un  estremo  comune,  sono 
visti  sotto  angoli  assegnati  (in  valore  e  segno)  ». 

27)  Date  quattro  rette  mnpq,  lati  di  un  quadrilatero,  costruire  linear- 
mente una  retta,  sopra  cui  quelle  seghino  una  quaterna  di  punti  simile  ad 
una  quaterna  di  punti  assegnata. 

28)  Due  coniche  ABC  DE,  ABHKL,  determinate  ciascuna  mediante 
cinque  punti,  di  cui  due  comuni,  si  segano  in  altri  due  punti  X,  Y; 
costruire  linearmente  la  retta  X  Y,  e  poi  (risolvendo  un  problema  di  secondo 
grado)  i  punti  stessi.  (Si  costruisca  l'involuzione  determinata  dalle  due 
coniche  sulla  retta  CH,  ecc.)  In  particolare  :  «  costruire  linearmente,  dato  un 
quadrato,  l'asse  radicale  di  due  cerchi  CD  E,  HKL».  La  risoluzione  del 
problema  generale  può  anche  fondarsi  sul  teorema  seguente. 

29)  Le  coniche  di  un  fascio  segano  sopra  una  conica  fissa,  passante 
per  due  punti  base  del  fascio,  coppie  di  punti  le  cui  congiungenti  concor- 
rono in  uno  stesso  punto,  allineato  cogli  altri  due  punti  base.  Od  anche  : 
«  se  tre  coniche  hanno  due  punti  comuni,  le  tre  coppie  di  intersezioni 
residue  delle  curve  a  due  a  due,  stanno  su  rette  passanti  per  uno  stesso 
punto  ».  Il  teorema  sussiste  anche  se  le  intersezioni  delle  coniche  sono  in 
parte,  o  tutte,  coincidenti,  o  immaginarie,  come  si  dimostra,  ad  es.,  per  via 
analitica.  Come  si  enuncia  il  teorema  se  i  due  punti  comuni  alle  tre  coniche 
sono  i  punti  ciclici?  (cfr.  n.''  IGO). 

30)  Il  problema  di  determinare  le  quattro  intersezioni  di  due  coniche 
K,  K'  può  risolversi  con  riga  e  compasso  nei  seguenti  due  casi: 

a)  Se  è  dato  il  triangolo  autopolare  comune  alle  due  curve  (n.°  228), 
ciascuna  conica  essendo  ulteriormente  determinata  mediante  due  punti  o 
tangenti;  (si  osservi  infatti  che  una  conica  degenere  del  fascio  KK'  sega 
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sopra  ogni  trasversale  una  coppia  che,  oltre  ad  appartenere  alla  involu- 
zione segata  dal  fas(do,  è  divisa  armonicamente  da  due  lati  del  triangolo 
dato  . .  .)• 

b)  Quando  siano  note  due  tangenti  comuni  alle  due  coniche,  ciascuna 
di  queste  essendo  inoltre  determinata,  ad  es.,  mediante  la  polare  del  punto 
comune  alle  tangenti  ed  un  punto  ulteriore;  (si  ossei-vi  infatti  che  una 
conica  degenere  del  fascio  K  K  '  si  compone  di  due  rette,  le  quali  dividono 
armonicamente  le  dette  polari,  e  segano  sopra  una  trasversale  qualsiasi 
una  coppia  appartenente  ad  una  involuzione  nota). 

Si  trattino  questi  due  casi  anche  per  via  analitica  (con  una  opportuna 
scelta  del  sistema  di  coordinate),  dimostrando  che  le  coordinate  delle  quattro 
intersezioni  possono  calcolarsi,  partendo  dai  coefficienti  delle  equazioni  delle 
coniche,  mediante  operazioni  razionali  ed  estrazioni  di  radici  quadrate. 

Caso  particolai-e  del  problema  b)  è  il  seguente  :  «  costruire  le  intersezioni 
di  due  coniche  aventi  un  fuoco  comune,  di  ciascuna  curva  essendo  data 
inoltre  la  polare  del  fuoco  (direttrice)  ed  un  punto  ».  Caso  particolare  del 
problema  duale:  «  determinare  le  tangenti  comuni  a  due  cerchi  (ed  i  centri 
di  similitudine  per  cui  quelle  passano)  ». 

V.  —  31)  Le  tangenti  condotte  ad  una  parabola  dall'ortocentro  di 
un  triangolo  ad  essa  circoscritto,  sono  perpendicolari  tra  loro  (n."  223).  Di 
qua  e  dall'  es.  14)  del  n.°  222  segue  che  «  gli  ortocentri  degli  infiniti  trian- 
goli circoscritti  ad  una  parabola  stanno  sopra  una  stessa  retta  (direttrice)  », 
ed  in  particolare  «  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  formati  coi  lati  di 
un  quadrilatero  presi  tre  a  tre,  sono  per  diritto»  (Steiner;  v.  anche  n."  70 
es.  5)). 

32)  Del  teorema  di  Desargues  (n.°  223)  sussiste  pure  l'inverso,  che 
può  enunciarsi  cosi  :  «  le  coniche  condotte  per  tre  punti  fissi  e  per  le  coppie 
di  una  involuzione  giacente  sopra  una  retta,  passano  per  un  quarto  punto 
fisso,  che  si  può  costruire  linearmente  ».  Il  teorema  serve  a  costruire  una 
conica  determinata  mediante  quattro  o  ti-e  dei  suoi  punti,  ed  una  o  due 
coppie  di  punti  coniugati  rispetto  ad  essa.  Proposizioni  duali. 

33)  Corollario  del  teorema  precedente:  «  le  iperboli  equilatere  circo- 
scritte ad  un  triangolo,  passano  per  l'ortocentro  di  questo»  (Brianchon  e 
Poncelet);  e  viceversa,  ogni  conica  passante  per  i  vertici  e  per  l' ortocentro 
di  un  triangolo  è  una  iperbole  equilatera. 

34)  La  proposizione  precedente  si  dimostra  facilmente  per  via  anali- 
tica, ricordando  la  condizione  perchè  una  iperbole  di  data  equazione  sia 
equilatera  (n."  215,  es.  10)),  e  dimostrando  in  conseguenza  che  in  un 
fascio  di  coniche  vi  è,  generalmente,  una  sola  iperbole  equilatera;  ma  se 
ve  ne  sono  due,  ogni  conica  del  fascio  è  una  iperbole  equilatera,  ed  allora 
le  coniche  degeneri  si  compongono  di  rette  ortogonali,  ecc. 

VI.  —  35)  Se  ABC...,  A'B'C  ...  sono  due  punteggiate  proiettive 
situate  sopra  una  conica  K,  le  rette  A  A',  BB\  CC  . . .  inviluppano  una  se- 
conda conica  jfiCo,  bitangente  alla  data  nelle  intersezioni  di  questa  coli' asse 
di  proiettività  (od  avente  con  K  un  contatto  quadripunto,  se  il  detto  asse 
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è  tangente  a  K)  i}).  (Infatti  le  punteggiate  segate  da  BB\  CC  ...  su  A  A', 
e  da  AB'.  AC  . . .  sull'asse  di  proiettività  risultano  proiettive  ...  ;  dove  sta 
il  punto  di  contatto  ài  Kq  con  AA'?).  Teorema  duale. 

36)  Viceversa:  se  due  coniche  K,  Kq  sono  bitangenti  (od  hanno  un 
contatto  quadripunto),  le  tangenti  a  Kq  determinano  su  K,  ove  la  incon- 
trino, coppie  A  A',  B  B' .  .  .  ài  punti  corrispondentisi  in  una  proiettività. 
Teorema  duale. 

37)  Dall' es.  35)  seguono  i  corollari:  «Le  corde  di  una  conica,  che  sono 
viste  da  un  punto  0  ài  questa  sotto  angolo  costante,  inviluppano  una  se- 
conda conica  bitangente  alla  data  in  due  punti  (immaginari),  le  cui  tan- 
genti si  segano  nel  punto  di  Frégier  relativo  ad  0»  (n.°  222,  es.  13)). 
«  Il  luogo  del  vertice  di  un  angolo  di  grandezza  costante  circoscritto  ad 
una  parabola  è  una  conica,  e  precisamente  una  iperbole,  i  cui  asintoti 
formano  un  angolo  doppio  del  dato»  (Poncelet);  si  dimostra  poi  che  il 
fuoco  e  la  direttrice  (polare  di  esso)  relativi  alla  parabola,  sono  pure  fuoco 
e  direttrice  della  iperbole. 

38)  Le  corde  di  una  conica  K,  i  cui  estremi  sono  proiettati  da  un 
punto  0,  non  appartenente  a  K,  mediante  coppie  di  una  involuzione,  invi- 
luppano una  seconda  conica  Kq,  la  quale  tocca  le  rette  doppie  della  invo- 
luzione nei  punti  ove  queste  segano  la  polare  di  0  rispetto  a  K.  (Siano 
infatti  OMN,  OM'N'  due  secanti  di  K  coniugate  nella  involuzione;  una 
retta  t,  che  seghi  K  in  due  punti  proiettati  da  0  mediante  una  seconda 
coppia  della  involuzione,  incontra  pure  le  rette  MM',  NJV'  in  due  punti 
godenti  la  stessa  proprietà  (n.*^223),  i  quali  al  variare  di  t  descrivono  due 
punteggiate  proiettive,  ecc.). 

39)  Segue  il  corollario:  «Le  corde  di  una  conica  K  che  sono  viste 
sotto  angolo  retto  da  un  punto  0,  non  appartenente  a  quella,  inviluppano 
una  seconda  conica  Kq,  che  ha  un  fuoco  in  0,  e  come  polare  di  0  (diret- 
trice) la  polare  di  0  rispetto  a  K>^.  La  conica  Kq  è  un  cerchio  col  centro 
in  0,  se  0  è  centro  (polo  della  retta  all'infinito)  per  la  prima  conica;  è 
una  parabola,  se  la  prima  conica  è  una  iperbole  equilatera  ;  degenera,  se  i 
due  casi  si  presentano  insieme. 

40)  Dal  duale  del  teorema  38)  si  deduca:  «il  luogo  del  vertice  di  un 
angolo  retto  circoscritto  ad  una  ellisse,  od  iperbole,  è  un  cerchio  (concen- 
trico alla  curva),  detto  cerchio  principale»  (De  La  Hire).  Per  la  parabola 
il  luogo  è  una  retta  (n.°  222,  es.  14)). 

VII.  —  41)  «  Le  polari  di  un  punto  P  rispetto  alle  coniche  di  un  fascio 
formano  un  fascio  intorno  ad  un  punto  P'  {polo  coniugato  di  P)  (cfr.  n.**  89, 
es.  9));  e  le  polari  di  P'  passano  per  P»,  sicché  tra  i  punti  P  e  P' 
viene  a  stabilirsi  una  corrispondenza  (non  proiettiva)  biunivoca  e  involu- 
toria  (^).  Le  coniche  del  fascio  che  passano  per  P,  o  P',  toccano  ivi  la  retta  PP'. 
Fa  eccezione  solo  il  caso  che  il  punto  P  sia  vertice  del  triangolo  autopolare 


(')  L'inviluppo  si  riduce    ad    un  fascio,  se    la   proiettività  è  involutoria    (n."  222, 
es.  12)). 

O  Come  degenera  la  corrispondenza  se  si  tratta  di  un  fascio-schiera  (  n.°  231)  ? 
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comune  a  due,  e  quindi  a  tutte  le  coniche  del  fascio  (n."  228),  che  allora 
tutte  le  polari  di  P  coincidono  col  lato  opposto  del  detto  triangolo.  Dual- 
mente: «i  poli  di  una  retta  rispetto  alle  coniche  di  una  schiera  apparten- 
gono ad  una  retta  »  ;  ecc.  (  Poncelet  ). 

42)  Se  il  punto  P  varia,  il  fascio  delle  polari  varia,  mantenendosi  però 
proiettivo  a  sé  stesso.  Segue  che  «il  luogo  dei  poli  di  una  retta  rispetto 
alle  coniche  di  un  fascio  è  una  conica,  la  quale  passa  per  i  tre  punti  dia- 
gonali del  quadrangolo  base,  e  per  i  sei  poli  della  retta  rispetto  alle  coppie 
di  vertici  del  detto  quadrangolo  ».  La  conica  sega  la  retta  nei  punti  ove 
questa  è  toccata  da  una  curva  del  fascio.  Teorema  duale. 

43)  In  altre  parole:  «la  corrispondenza  (quadratica)  fra  P  e  P'  è  tale 
che,  se  P  descrive  una  retta,  P'  descrive  una  conica;  alle  infinite  rette 
corrispondono  le  infinite  coniche  circoscritte  ad  un  triangolo  (autopolare 
del  fascio),  ed  alla  intersezione  P  di  due  rette,  corrisponde  la  ulteriore  inter- 
sezione P'  delle  due  coniche  corrispondenti».  Se  il  triangolo  autopolare  ha 
un  vertice  proprio,  e  gli  altri  due  nei  punti  ciclici  del  piano  (  come  accade 
quando  il  fascio  si  compone  di  iperboli  equilatere  concentriche),  la  corrispon- 
denza quadratica  rientra  nelle  affinità  circolari  considerate  al  n.°  185,  es.  29). 

4J:)  L'equazione  All'  -\-  umm'  =  0  di  ogni  conica  circoscritta  al  qua- 
drangolo avente  per  lati  le  rette  l  =  0,  ecc.  (n."  230),  interpretata  geo- 
metricamente, conduce  al  teorema  (di  Pappo):  «  se  una  conica  è  circoscritta 
ad  un  quadrangolo  semplice,  il  prodotto  delle  distanze  di  un  punto  varia- 
bile sulla  curva  da  due  lati  opposti  di  quello,  serba  un  rapporto  costante 
al  prodotto  delle  distanze  dagli  altri  due  lati».  E  dualmente.  Caso  parti- 
colare che    m   =   0  ed  m'  =:   0    coincidano. 

45)  Nella  ipotesi  che  l  =  0, . . .  siano  equazioni  normali,  si  cerchi  la 
condizione  perchè  al  quadrangolo  si  possa  circoscrivere  un  cerchio;  si  de- 
duca che:  «se  un  quadrangolo  completo  è  iscritto  in  un  cerchio,  le  bi- 
settrici dell'  angolo  formato  da  due  lati  opposti,  sono  parallele  alle  bisettrici 
relative  alle  altre  due  coppie  di  lati  opposti». 

46)  Scritte  le  equazioni  dei  lati  di  due  trilateri  omologici  sotto  la 
forma  adottata  nel  n."  131,  si  vedrà  che  la  equazione 

(r  -\-  ^l){r  -\-  i.im){r  -f"  vn)  -\-  Qlmn  =  0 

rappresenta,  per  ogni  valore  del  parametro  q,  una  curva  (del  3°  ordine) 
passante  per  le  nove  intersezioni  dei  due  trilateri.  Ora  se  (>  =  —  Àfiv^ 
quella  curva  si  spezza  nella  retta  r,  asse  di  omologia,  ed  in  una  conica; 
donde  il  teorema  :  «  se  due  triangoli  sono  omologici,  le  sei  intersezioni  delle 
coppie  di  lati  non  omologhi  appartengono  ad  una  conica,  e  (dualmente) 
le  sei  congiungenti  delle  coppie  di  vertici  non  omologhi  toccano  una  co- 
nica». Questo  riassume  gli  inversi  dei  teoremi  di  Pascal  e  Briaxchon;  da 
esso  i  teoremi  diretti  seguono  per  assurdo. 

Vili.  —  47)  Se  f{x,  y)  =  0,  (p{x,  y)  =  0,  ip{x,  y)  =  0  sono 
tre  coniche  non  appartenenti  ad  un  fascio,  le  infinite  coniche  rappresentate 
dall'  equazione 

■     Àf  +  f.iq>  -\-  vtf>   =  0,       •    . 
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dove  À,  fi.  V  sono  parametri,  formano  un  sistema  (co^)  detto  rete.  Per  nn 
punto  generico  del  piano  passano  infinite  coniche  della  rete,  costituenti  un 
fascio  che  ha  come  base  quel  punto  ed  altri  tre;  per  due  punti  generici 
del  piano  passa  una  conica  della  rete.  Procedendo  dualmente,  si  definisce 
un  sistema  di  coniche- inviluppi  detto  rete  tangenziale  o  falange. 

48)  Se  un  punto  è  comune  alle  tre  coniche  f  =  0,  qj  =z  0,  ^  =^  0, 
esso  è  comune  a  tutte  le  coniche  della  rete.  Una  particolare  rete  è  costi- 
tuita dalle  coniche  circoscritte  ad  un  triangolo.  Se  ^  =  0,  w  =  0,  n  ^=  0 
sono  le  equazioni  dei  lati  di  questo,  la  rete  può  rappresentarsi  mediante 
r  equazione 

Àmn  +  /.mi  +  vlm  =   0. 
Quali  sono  le  coniche  degeneri  di  questa  rete  ? 

49)  Supposto  che  /  =  0,  m  =  0.  n  =  0  siano  equazioni  nor- 
mali (in  coordinate  ortogonali),  si  determinino  /l,  fi,  v  in  guisa  che  la  conica 
precedente  sia  un  cerchio.  L'equazione  cui  si  arriva,  interpretata  geome- 
tricamente, conduce  al  teorema  di  Simsox  sul  cerchio  circoscritto  al  trian- 
golo (cfr.  n.°  151,  es.  15)). 

50)  Un'altra  rete  particolare  {puntuale  e  tangenziale  ad  un  tempo)  è 
costituita  dalle  coniche  che  hanno  un  dato  triangolo  come  autopolare.  Se 
i  =z  0,  w  =  0,  n  =  0  sono  i  lati  del  triangolo,  la  rete  è  rappresen- 
tata dall'equazione  (n."  207) 

M^  +  lim-  -f  rn2  =  0. 
Quali  sono  le  coniche,  luoghi  od  inviluppi,  degeneri  della  rete? 

51)  Le  coniche  dell'  ultima  rete  che  passano  per  un  punto  generico  P 
del  piano,  passano  per  gli  altri  tre  vertici  del  quadrangolo,  che  ha  un  ver- 
tice in  P  e  il  triangolo  dato  come  diagonale;  e  se  P  appartiene  ad  un 
lato  del  detto  ti-iangolo?  Teorema  duale. 

52)  Segue:  «se  due  quadrangoli  (o  quadi'ilateri )  completi  hanno  lo 
stesso  triangolo  diagonale,  i  loro  otto  vertici  (,o  lati)  appartengono  ad  (o 
toccano)  una  stessa  conica». 

53)  E  come  corollario:  «gli  otto  punti  di  contatto  delle  quattro  tan- 
genti comuni  a  due  coniche,  appartengono  ad  una  stessa  conica  »  ;  «  le  otto 
tangenti  nei  punti  comuni  a  due  coniche,  toccano  una  stessa  conica» 
(  Staudt  ). 

54)  In  particolare  :  due  rette  secanti  di  una  conica  e  le  quattro  tan- 
genti nelle  intersezioni  colla  curva,  toccano  una  stessa  conica;  e  dualmente. 

55)  Nella  rete  delle  coniche  aventi  uno  stesso  triangolo  autopolare,  vi 
è  generalmente  un  solo  cerchio;  quale  ne  è  il  centro,  quale  il  raggio? 
Quale  la  equazione  (in  assi  ortogonali),  supposto  che  l  =  0, . .  .  siano 
equazioni  normali?  Quando  è  reale?  Quale  particolarità  deve  presentare  il 
triangolo,  perchè  esistano  infiniti  cerchi  siffatti? 

56)  Nella  detta  rete  esistono  infinite  parabole  formanti  una  schiera; 
quali  ne  sono  le  rette  basi  ?  Si  deduca  che  «  1  punti  medi  dei  lati  di  un 
triangolo  autopolare  rispetto  ad  una  parabola,  sono  vertici  di  un  triangolo 
circoscritto  alla  curva  * . 
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57)  Nella  rete  stessa  esistono  infinite  iperboli  equilatere  formanti  un 
fascio,  che  ha  per  punti  base  i  centri  dei  cerchi  iscritto  ed  ex -iscritti  nel 
triangolo  primitivo  ;  segue  che  «  i  centri  dei  cerchi  iscritto  ed  ex  -  iscritti  in 
un  triangolo  autopolare  di  una  iperbole  equilatera  stanno  sulla  curva  ». 


Capitolo  III. 


Proprietà  diametrali. 

232.  Diametri  di  una  conica.  —  Dalle  proprietà  proiettive 
delle  coniche  che  abbiamo  studiato  sinora,  possiamo  dedurre 
facilmente  proprietà  metriche,   attribuendo  agli  elementi  delle 

nostre    figure    relazioni 
p^  speciali  colla  retta  all'in- 

finito. Applichiamo  que- 
sta considerazione  alla 
teoria  della  polarità. 

Scelto  nel  piano  di 
una  conica  un  punto  al- 
l'infinito Pan,  la  polare 
jp  di  esso  rispetto  alla 
curva  conterrà  tutti  i 
punti  medi  delle  corde 
LL',  MM\  NN' ,... 
appartenenti  alle  rette 
parallele  uscenti  da  P^,  e  segherà  la  curva  (ove  la  incontri)  nei 
punti   IT,  V  dì  contatto  delle  tangenti  condotte  da  P^.  Dunque: 

I  punti  medi  delle 
corde  di  una  conica  a- 
venti  una  stessa  dire- 
zione stanno  sopra 
una  retta;  questa  dicesi 
diametro  della  conica,  e 
precisamente  diametro 
coniugato  con  ciascuna 
di  quelle  corde,  d'ac- 
cordo col  n.°  205.  La  costruzione  di  un  diametro  risulta  sen- 
z'altro dalla  definizione. 
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Partendo  dall'  equazione  della  curva  in  coordinate  cartesiane 
omogenee 

(1)  f(x,  ìj,  z)  =  anX^  -\-  a^.y^  -f  a^^z^^  -j-  2a^^xy 

-{-  2ai:fXZ  -]-  2aì3yz  =   0, 

ossia,  in  coordinate  cartesiane  ordinarie, 

(!')      anX-  +  2a^^xy  -|-  a.,.,y'^  +  la.^x  +  ^a^^^y  -[-  «33   m   0, 

e  dette  (w,  w,  0)  le  coordinate  di  P^^,  punto  all'infinito  della 
retta 

(2)  _^  =  ^ 

y  n 

e  delle  parallele  (n.''  124),  l'equazione  del  diametro  coniugato 
con  queste  è  (n.^  201) 


.(^,  y, 


ossia 

(3)      (ttnx -\^  a^y -\- ai3z)m -}- (aoiX -\- a^-^y -^  a.3z)n   =   0. 

Per  enunciare  il  risultato,  si  osservi  che,  in  coordinate  car- 
tesiane ordinarie  (cioè  per  z  ^  1),  i  diametri  coniugati  colVasse  x 
(m  =»=  0,  n  =  0),  0  colVasse  y  (m  =  0,  n  =1-  0),  hanno  rispet- 
tivamente le  equazioni 

dnX  +   «122/  +   «13    ==    0, 


^   '  \     a^ix  -\-  a..y  -j-  «,,3   =   0, 

ottenute  annullando  le  semiderivate  parziali,  rispetto  ad  ^  e  ri- 
spetto ad  y,  del  primo  membro  dell'equazione  della  conica;  mentre 
l'equazione  di  ogni  altro  diametro  è  una  combinazione  lineare  di 
quelle  due. 

233.  Centro.  —  Dall'ultima  osservazione  risulta  che  e:li 
infiniti  diametri  formano  un  fascio  ;  ed  anzi,  notando  che  i  loro 
poli  appartengono  alla  retta  all'infinito,  si  conclude:  tutti  i  dia- 
metri di  una  conica  passano  per  uno  stesso  punto,  che  è  il  polo 
della  retta  all'infinito.  Questo  punto  C  è  improprio  per  la  pa- 
rabola che  tocca  la  retta  all'infinito,  e  coincide  col  punto  di 
contatto;  i  diametri  di  mia  parabola  sono  tutti  paralleli  tra  loro. 
H  punto  C  è  invece  proprio  per  la  ellisse  e  per  la  iperbole, 
interno  alla  prima  curva,  esterno  alla  seconda  (n.**  204).  Ogni 
retta    condotta   per  C  sega   una   di  queste  due  curve    in  due 
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punti,  ad  es.  Jf,  if ',  che  separano  armonicamente  C  dal  punto 
all'infinito  della  retta,  e  sono  adunque  simmetrici  rispetto  a  C. 
Il  punto  C  è  centro  di  simmetria  per  la  ellisse  e  per  la  iperbole,  e 

dicesi  centro  della  curva  (^). 
La  parabola  non  ha  centro 
di  simmetria,  tuttavia,  per 
estensione  di  linguaggio,  si 
chiama  talvolta  centro  della 
C  parabola  il  punto  all'infini- 
to Cao  della  curva. 

Il  centro  di  una  conica  si 
costruisce  conducendo  due 
diametri.  E  le  coordinate  di 
esso  si  ottengono  risolven- 
do le  equazioni  di  due  dia- 
metri, ad  es.  le  (4)  del  n.**  232  (o  scrivendo  le  coordinate  del 
polo  della  retta  all'infinito  secondo  le  formole  del  n.°  202).  Cosi 
troviamo  l'ascissa  e  l'ordinata  del  centro 

/C\  _  -^13  -4-23 

(5)  a?o  =  -^— ,      ?/o  =  "r~' 

-^33  -A  33 

dove  le  Aik  sono  i  soliti  minori  del  discriminante.  Il  cen- 
tro è  improprio  quando  A^^  =  ^11^22  —  ^12^  ^^=  ^^  quando 
cioè  (n.**  196)  la  conica  è  una  parabola,  ed  allora  ha  le  co- 
ordinate omogenee  (^13,  A.^^,  0).  È  indeterminato  quando 
J[j3  =  J.23  =  J.33  =  0,  nel  qual  caso  risulta  pure  J.  =  0,  e 
la  conica  si  scinde  in  due  rette  aventi  un  unico  punto  all'in- 
finito, cioè  in  due  rette  parallele;  una  tal  figura  ha  effettiva- 
mente infiniti  centri  di  simmetria. 

234-.  Asintoti.  —  Limitiamoci  pel  momento  alle  coniche  a 
centro,  che  sono  ellissi  od  iperboli.  Fra  le  rette  passanti  per  il 
centro  (diametri),  ve  ne  sono  due  che  toccano  la  conica,  ed 
hanno  i  punti  di  contatto  sulla  polare  del  centro,  cioè  nei  punti 
all'infinito  della  curva.  Queste  tangenti  diconsi  asintoti  (^).  L'i- 
perbole ha  due  asintoti  reali,  V  ellisse  due  asintoti  immaginari. 


(^)  Che  una  ellisse  ed  una  iperbole  abbiano  un  unico  centro  di  simmetria, 
risulta  dal  fatto  che  un  tal  centro  deve  aver  come  polare  la  retta  all'infinito. 

(^)  In  generale,  dicesi  asintoto  ad  una  curva  qualsiasi  una  retta  che 
tocchi  la  curva  in  un  punto  all'infinito. 
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La  costruzione  degli  asintoti  si  riduce  alla  determinazione 
dei  punti  all'infinito  della  conica  (n.°  222),  e  al  tracciamento 
della  tangente  ad  una  conica  in  un  punto  noto. 

Volendo  poi  l'equazione 
complessiva  degli  asintoti  per 
la  curva  (1')  del  n.'^  232,  ba- 
sta ricordare  che  la  coppia  di 
rette  proiettanti  dall'origine  i 
punti  all'infinito  della  curva  è 
rappresentata  dall'  equazione 


ricavata  dalla  (1)  col  porre 
0  =  0  (n.°  196)  ;  sicché  la 
coppia  degli  asintoti,  paralle- 
le condotte  dal  centro  (xq,  y^) 
alle  rette  nominate,  sarà  data  (n.*'  213)  da 

(6)    a,,(x  —  Xo)^  +  2a,,(x  —  Xo)(y  —  y^)  -f  a,,{y  —  y^y  =  0. 

Osserrazìoue.  —  Un  altro  procedimento  per  ottenere  (sotto  una  forma 
diversa)  l'equazione  complessiva  degli  asintoti,  consiste  neU' osservare  che 
le  infinite  coniche  rappresentate  dall'  equazione 

f(x,  y,  z)  +  A- ,-2  :=  0, 
dove  k  è  un  parametro  variabile,  hanno  tutte  le  stesse  tangenti  nei  punti 
situati  sulla  retta  alF  infinito  2:  =  0,  hanno  dunque  gli  stessi  asintoti 
(n.°  228).  Ora  in  quel  fascio  si  trovano  due  coniche  degeneri,  una  (cor- 
rispondente a  A-  =  dr  co)  formata  dalla  retta  all'infinito  contata  due 
volte,  z'^  =  0,  l'altra  composta  degli  asintoti.  Quest'ultima  corrisponde 
al  valore  di  k  che  annulla  il  discriminante  della  equazione  scritta,  valore 

che  si  riconosce  esser    A;   = j— .  Sostituendo  a  k  questo  valore,  o,  ciò 

che  fa  lo  stesso,  aggiungendo  al  termine  noto  (a  33)  dell'equazione  cartesiana  {V)  di 
una  conica  la  quantità ^^ — ,  si  ottiene  la  equazione  complessiva  degli  asintoti. 

235.  Diametri  coniugati.  —  Due  diametri  p,  q  di  una  conica 
a  centro  diconsi  coniugati  (n.°  205),  se  uno,  e  quindi  ciascuno, 
contiene  il  polo  dell'altro  (che  sarà  il  punto  all'infinito  di  quello); 
od  anche  se  ciascuno  biseca  le  corde  parallele  all'altro.  Le  tan- 
genti negli  estremi  di  un  diametro  (punti  d'incontro  colla  curva) 
•  sono  parallele  al  diametro  coniugato;  (v.  fig.  di  pag.  396). 

Una  conica  a  centro  possiede  infinite  coppie  di  diametri 
coniugati  formanti  una  involuzione^  le  cui  rette  doppie  sono  gli 
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asintoti;  la  involuzione  è  ellittica  od  iperbolica,  secondo  che  la 
conica  è  una  ellisse  od  una  iperbole  (^).  Tutto  ciò  segue  subito 
da  un  teorema  del  n.°  205,  applicato  al  centro  della  curva. 

Due  diametri  coniugati  e  la  retta  alF  infinito,  polare  del 
centro,  formano  un  triangolo  autopolare  rispetto  alla  conica;  e 
viceversa,  se  un  triangolo  autopolare  ha  un  lato  all'infinito,  gli 
altri  due  sono  diametri  coniugati.  Di  qua,  e  da  un  teorema  del 
n.°  206,  segue  che  due  diametri  coniugati  di  una  ellisse  reale 
sono  entrambi  secanti  (com'è  del  resto  ogni  diametro  della 
ellisse),  mentre  di  due  diametri  coniugati  distinti  di  una  iperbole, 
uno  è  ■  secante  (  o  trasverso  ),  e  l' altro  non  secante  (  o  non 
trasverso). 

Sotto  l' aspetto  analitico  si  osservi  che  i  due  diametri 

m{a^^x  +  a^^y  +  a^^z)  -f-   n  (a^^x  +  a^y  +  a^^z)  =  0, 
m'{a^^x  -\-  a^^y  -\-  a^^z)  -\-  n'{a^^x  -\-  a^^y  -\-  a^^z)  ■=  0, 
della  conica  (1)  (n,°  232)  sono  coniugati,  se  il  polo  (wz,  n,  0) 
del  primo  appartiene  al  secondo,  cioè  se 

a^^mm'  -j-  a^^{mn'  -\-  m'n)  ~\-  a^-^nn'  =  0, 
od  anche 

m     m'      .  f  m      .      m'  \     .  _ 

"  n      n  \  n  n    J 

donde  si  ricava  nuovamente  (n.*'  81)  che  i  diametri  coniugati 
formano  una  involuzione,  le  cui  rette  doppie  (asintoti)  si  otten- 
gono ponendo  ^  =  -^  .  Di  qui  sarebbe  facile  ritrovare  l' equa- 
zione complessiva  (6)  degli  asintoti. 

La  definizione  permette,  dato  un  diametro,  di  costruire  il 
coniugato.  D' altra  parte,  nella  costruzione  di  coppie  di  diametri 
coniugati,  giovano  talora  le  seguenti  proposizioni,  che  discendono 
dai  teoremi  del  n°  209  sul  quadrangolo  iscritto  o  sul  quadrilatero 
circoscritto  ad  una  conica,  quando  si  introduca  la  ipotesi  che 
un  lato  del  triangolo,  o  trilatero  diagonale  sia  all'infinito: 

Le  linee  mediane  di  un  parallelogramma  iscritto  in  una 
conica  sono  diametri  coniugati.  Le  diagonali  dì  un  parallelogramma 
circoscritto  sono  pure  diametri  coniugati. 


Q)  Si  ha  qui  la  ragione  dell'aggettivo  ellittica   o  iperbolica^  attribuito 
ad  una  involuzione. 
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La  prima  proposizione  si  enuncia  pure  cosi: 
Le  corde  congiungenti  un  punto  di  una  conica  cogli  estremi 
di  un  diametro  (corde  supplementari)  sono  parallele  a  due  dia- 
metri coniugati. 

236.  Assi  di  una  conica.  —  Riprendiamo  le  tre  specie  di 
coniche.  Sappiamo  che  un  diametro  qualsiasi  biseca  un  sistema 
di  corde  parallele  tra  loro,  le  quali,  generalmente,  riusciranno 
oblique  rispetto  al  diametro.  Sorge  ora  la  questione  se  vi  sia 
qualche  diametro  particolare,  il  quale  bisechi  le  corde  perpendi- 
colari ad  esso.  Un  tal  diametro  (se  esiste)  è  asse  di  simmetria 
ortogonale  per  la  curva,  e  dicesi  asse  (o  diametro  principale) 
della  conica;  i  punti  in  cui  esso  incontra  la  curva,  chiamansi 
vertici.  La  tangente  in  un  vertice  è  perpendicolare  al  relativo 
asse. 

Nella  ricerca  degli  assi  per  via  sintetica,  conviene  trattare 
separatamente  le  coniche  a  centro  e  la  parabola. 

Per  le  prime  si  osservi  che,  se  la  retta  a  è  un  asse,  il  dia- 
metro ò,  perpendicolare  ad  a,  è  coniugato  con  a  (n.''  235);  quindi 
anche  6  biseca  le  corde  parallele  ad  a,  ossia  perpendicolari  a  &, 
anche  6  è  un  asse.   Viceversa,  se  a  e  h  sono  due  diametri  con- 
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iugati  e  perpendicolari,  ciascuno  di  essi  è  asse  della  conica. 
Sappiamo  d'altra  parte  che  in  una  involuzione  nel  fascio,  com'è 
quella  dei  diametri  coniugati,  esiste  sempre  una  coppia  reale,  e 
generalmente  una  sola  (n."  92),  di  rette  coniugate  e  perpen- 
dicolari; concludiamo  perciò  che: 

Una  conica  a  centro  possiede  sempre  due  assi,  e  generalmente 
due  soli.  Per  la  iperbole  questi  coincidono  colle  bisettrici  degli 
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angoli  degli  asintoti,  e  sono   l'uno   secante  (trasverso),  l'altro 
non  secante  (non  trasverso),  sicché  la  curva  ha  due  ve?'tici  reali 
e  due  immaginari'^  per  la   ellisse  i  due  assi   sono   secanti,  ed  i 
quattro  vertici  reali. 

Fa  eccezione  al  teorema  precedente  il  solo  caso,  in  cui  l' in- 
voluzione dei  diametri  coniugati  è  circolare,  che  allora  ogni 
diametro  è  asse  di  simmetria  della  curva,  la  quale  (come  ri- 
sulta da  semplici  considerazioni  geometriche,  e  come  presto 
dimostreremo  analiticamente)  è  un  cerchio. 

Quanto  alla  parabola,  se  ricor- 
diamo che  tutti  i  diametri  sono  pa- 
ralleli, per  determinare  un  asse  ba- 
sterà condurre  il  sistema  di  corde 
perpendicolari  agli  infiniti  diametri  ; 
i  punti  medi  di  queste  staranno  ap- 
punto sopra  un  asse,  a,  della  parabola. 
E  sarà  questo,  come  è  chiaro,  l'unico 
asse.  L'asse  sega  la  parabola  nel 
punto  all'infinito  della  curva  ed  in 
un  punto  proprio  V,  vertice  della  pa- 
rabola. La  parabola  ha  un  solo  asse  ed  un  sol  vertice. 

Osservazione.  —  Le  considerazioni  precedenti  permettono 
di  costruire  gli  assi  di  una  data  conica;  per  es.,  se  si  tratta  di 
una  conica  a  centro,  basterà  conoscere  due  coppie  di  diametri 
coniugati,  e  costruire,  nella  involuzione  determinata  da  queste, 
la  coppia  di  rette  coniugate  e  ortogonali  (n.°  92). 

Ma  se  la  conica  è  interamente  descritta,  si  può  anche  trac- 
ciare il  cerchio  che  ha  per  diametro  un  diametro  della  curva; 
esso  sega  ancora  la  curva  negli  estremi  di  un  secondo  diame- 
tro, simmetrico  del  primo  rispetto  agli  assi  ;  questi  saranno  dun- 
que le  mediane  del  rettangolo  avente  per  diagonali  i  due  dia- 
metri nominati. 

237.  Determinazione  analitica  degli  assi.  —  Data  l'equa- 
zione di  una  conica  qualsiasi 

(1')     a^jX^^- 2ai2a:i/  + a22y2_^  20i3a7  + 2«232/+ «33   =   0, 

in  coordinate  cartesiane  che,  per  semplicità,  supporremo  orto- 
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gonali^  proponiamoci  di  scrivere  le  equazioni  degli  assi.  Ricor- 
diamo a  tal  fine  che  il  diametro  coniugato  alla  retta 

(2)  y  =  kx, 

ed  alle  parallele,  ha  l'equazione  (n.*^  232,  ponendovi  k  =   "-) 

(3)  (a,^x  +  «12^  +  ftj,)  4-  k{a,^x  +  a.^^jj  -f  a^g)  =  0, 
ossia 

(3')    (a,,  -f-  ka.^^)x  +  (a,,  -f-  ka.^)y  +  («j,  +  Ara,^)  —  0. 
Il  diametro  è  un  asse,   se  riesce  perpendicolare  alla  retta  (2), 
se  è  verificata  dunque  la  condizione 

ossia 

(4)  a,.,k^  +  («ij  —  a^.,)k  —  a,,  =   0. 

Questa  equazione  di  secondo  grado  ha  sempre  due  radici  reali  e 
distinte,  ki,  k.,,  perchè  il  prodotto  kik.^  =  —  le  negativo.  So- 
stituendo nella  (3),  o  (3'),  a  A- i  valori  A:  1,  k,,  successivamente, 
si  ottengono  le  equazioni  dei  due  assi  della  conica,  i  quali  dun- 
que risultano  sempre  reali. 

Va  notato  però  che,  se  la  (1')  rappresenta  una  parabola, 
avendosi  allora  ""  =  "'; ,  una  radice  della  (4)  è,  come  si 
verifica,  /e  ==  —  ^^|^  :=  —'^.  In  corrispondenza  a  questa 
radice  si  annullano  i  coefficienti  di  x  ed  y  nella  (3'),  la  quale 
(ridotta  omogenea)  rappresenta  la  retta  all'infinito  del  piano. 
Lasciando  da  parte  questa  soluzione,  che  non  soddisfa  piena- 
mente al  problema,  rimane  per  la  parabola  un  solo  asse,  la  cui 
equazione  è  data  dalla  (3'),  quando  per  k  si  ponga  la  seconda 
radice  della  (4),  k  =  -"^-  =  "^  ;  con  facili  calcoli  si  può  porre 
tale  equazione,  ad  es.,  sotto  la  forma  seguente: 

anx  +  a,,y  +  ^n^.  ±^^^0,^  ^  ^ 
«11  +  a,. 
Se  invece  la  (1')  è  una  conica  a  centro,  osserveremo  che  le 
due  rette  y  =  k^x,  y  =  k^x,  perpendicolari  rispettivamente  ai 
due  assi  dalla  conica,  sono  inoltre  perpendicolari  tra  loro,  es- 
sendo k^k^  =  —  1.  Dunque  ciascuna  di  quelle  rette  è  paral- 
lela ad  uno  degli  assi;  e  le  equazioni  di  questi  possono  scri- 
versi anche  sotto  la  forma 


SO  ^  0 
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dove   (a^o,  y^)   sono  le  coordinate  del  centro,  e  A:  =  Atj,  fca  è 
una  radice  della  (4).  Sostituendo  nella  (4),  al  posto  di  k,  la  fra- 
zione,  e  mandando  via  i   denominatori,  otteniamo  l'equazione 
complessiva  degli  assi: 

a,2(x  — Xo)2  —  («n  —  «^22)(a?  —  a^oX?/— 2/o)  —  «12(2/  — 2/o)^  =  0. 
238.  Caso  particolare  del  cerchio.  —  Va  considerata  a  parte 
la  ipotesi  che  siano  nulli  coefficienti  e  termine  noto  della  (4), 
che  sia  dunque 

(l\\     fl^22)  OjIì     U5 

allora  la  (4)  è  soddisfatta  da  ogni  valore  di  k.  Ed  ogni  dia- 
metro della  conica  è  un  asse.  D'altronde  la  curva  in  tal  caso 
è  un  cerchio,  giacché  le  condizioni  scritte  sono  precisamente 
quelle  che  distinguono  il  cerchio  dalle  altre  coniche  (n."  143). 
Concludiamo  che  jper  il  cerchio  {e  per  questa  sola  conica)  ogni  dia- 
metro è  asse,  è  dunque  perpendicolare  al  diametro  coniugato; 
la  involuzione  dei  diametri  coniugati  è  circolare;  e  gli  asintoti 
di  un  cerchio  (rette  doppie  di  tale  involuzione,  n."*  234)  sono 
le  direzioni  assolute  uscenti  dal  centro  (n.°  89).  Ritroviamo 
cosi  il  risultato  già  noto:  tutti  i  cerchi  segano  la  retta  alV in- 
finito nei  punti  ciclici  del  piano  (n.°  155).  E  vediamo  inoltre, 
ad  es.,  che  due  cerchi  concentrici  hanno  gli  stessi  asintoti,  cioè 
si  toccano  nei  punti  ciclici. 

Esercizi  I  —  1)  Determinare  le  coordinate  del  centro,  e  le  equazioni 
staccate  degli  asintoti  e  degli  assi  per  le  coniche  (in  coordinate  ortogonali) 
2a;2  +  4:xy  -^  òy^  —  6x  —  3  =  0, 
x^  —  Axy  —  2i/2  -|-  3a;  —  3?/  +  5  =0. 

2)  Determinare  l' equazione  dell'  asse  e  le  coordinate  del  vertice  della 
parabola  (in  coordinate  ortogonali) 

4a;2  -\-  4,xy  +  2/^  —  2a;  —  4«/  =  0. 

3)  Costruire  il  centro,  la  involuzione  dei  diametri  coniugati,  gli  asin- 
toti e  gli  assi  di  una  conica  data  mediante  cinque  punti  4ì?C'DjB;  (si  co- 
struiscano ad  es.  le  corde  DF,  DG  parallele  alle  corde  AB,  AC,  ecc.; 
cfr.  n."  281,  es.  6)). 

4)  Lo  stesso  problema,  quando  la  conica  è  definita  mediante  cinque 
delle  sue  tangenti.  (Si  costruiscano  due  parallelogrammi  circoscritti  alla 
curva,  n.°  235). 

5)  Nelle  coniche  degli  es.  3),  4)  si  cerchi  una  coppia  di  diametri  for- 
manti un  angolo  assegnato. 

6)  Costruire  V  asse  e  il  vertice  di  una  parabola  determinata  da  quattro 
tangenti,  o  da  tre  punti  propri  e  dal  punto  improprio. 


I 
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7)  Dati  in  grandezza  e  posizione  due  diametri  coniugati  di  una  conica 
a  centro,  costruire  gli  asintoti  e  gli  assi  (n.°  235). 

8)  Le  rette  che  proiettano  dagli  estremi  A,  A'  di  un  diametro  tras- 
verso di  una  conica  a  centro,  un  punto  variabile  lungo  la  curva,  segano 
sopra  il  diametro  coniugato  BB'  una  involuzione,  che  ha  per  centro  il 
centro  della  curva,  e  per  punti  doppi  (nella  ellisse),  o  punti  coniugati  (nella 
iperbole)  gli  estremi  di  questo  diametro.  Ed  una  tangente  variabile  alla 
curva  sega  sopra  le  due  tangenti  in  A,  A'  una  coppia  di  punti  proiettati 
dal  centro  mediante  due  diametri  coniugati  della  curva  (n.°  210). 

9)  L'esercizio  precedente  permette  di  costruire  per  punti  e  tangenti 
una  conica  a  centro,  di  cui  siano  noti  in  grandezza  e  direzione  due  diametri 
coniugati.  (Infatti  ogni  coppia  MM'  della  involuzione  nominata  sul  dia- 
metro BB'  fornisce  due  punti  della  curva,  le  cui  tangenti  sono  le  diago- 
nali del  parallelogramma  formato  dalle  parallele  a  BB'  condotte  per  A,  A', 
e  dalle  parallele  ad  A  A'  condotte  per  M,  M'). 

10)  Costruire  una  conica  di  cui  siano  dati  il  centro,  le  direzioni  di 
due  diametri  coniugati,  ed  inoltre  due  punti  o  due  tangenti  (cfr.  n."  231, 
es.  4);  oppure  si  determinino  le  lunghezze  dei  due  diametri,  cercando  una 
coppia  di  punti  coniugati  su  ciascuno  di  essi  ;  poi  es.  9  )  ). 

11)  Costruire  una  conica  conoscendone  in  posizione  due  coppie  di 
diametri  coniugati  ed  un  punto;  (del  diametro  che  passa  per  il  punto  si 
determini  ad  es.  il  coniugato  in  posizione  e  grandezza;  poi  es.  9)). 

12)  In  un  triangolo  iscritto  in  una  conica,  dì  cui  ciascun  lato  sia 
parallelo  alla  tangente  nel  vertice  opposto,  il  baricentro  coincide  col  centro 
della  curva  ;  e  viceversa.  Segue  l' esistenza  di  infiniti  triangoli  siffatti  nella 
ellisse,  potendosi  un  vertice  assumere  ad  arbitrio  sulla  curva,  con  che  il 
triangolo  è  determinato  ;  invece  ogni  triangolo  di  tal  natura  è  parzialmente 
immaginario  nella  iperbole,  o  degenere  nella  parabola. 

IL  —  13)  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  una  schiera  è  una  retta, 
la  quale  biseca  le  tre  diagonali  del  quadrilatero  base,  e  passa  per  il  punto 
all'infinito  dell'unica  parabola  appartenente  alla  schiera  (Newton)  (cfr. 
n.°  231,  es.  41)).  Segue  che  i  punti  medi  delle  tre  diagonali  suddette  appar- 
tengono ad  una  retta,  mediana  del  quadrilatero  (  cfr.  n.°  89,  es.  10)  ),  e  che 
le  cinque  mediane  relative  ai  quadrilateri  determinati  da  cinque  rette,  prese 
a  quattro  a  quattro,  concorrono  in  un  punto.  Si  ha  qui  un  nuovo  modo  per 
costruire  il  centro  di  una  conica  determinata  da  cinque  tangenti. 

14)  Il  luogo  dei  centri  delle  coniche  di  un  fascio  è  una  conica  (detta 
dei  nove  punti)  (cfr.  n.°  231,  es.  42)),  la  quale  passa  per  i  punti  diagonali 
del  quadrangolo  base  e  per  i  punti  medi  dei  sei  lati  del  detto  quadrangolo  ; 
i  punti  all'  infinito  di  questa  conica  sono  i  centri  delle  due  parabole  appar- 
tenenti al  fascio,  ed  il  suo  centro  cade  nel  baricentro  del  quadrangolo  base 
(Pfaff). 

15)  Cercando  la  condizione  perchè  la  conica  dei  nove  punti  sia  un 
cerchio  non  degenere,  si  vede  che  il  fascio  deve  comporsi  di  iperboli  equi- 
latere. Dunque  :  «  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  di  un  fascio 
è  un  cerchio  »  (BrianChox  e  Poncèlet).  Se  i  punti  base  del  fascio  sono  reali. 
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si  ricava  di  qua,  e  dall' es.  38)  del  n."  2:31.  che  «  in  un  triangolo  i  piedi  delle 
altezze,  i  punti  medi  dei  lati,  ed  i  punti  medi  dei  segmenti  compresi  fra 
i  vertici  e  F  ortocentro,  appartengono  ad  uno  stesso  cerchio  »  detto  cerchio 
dei  nove  punti,  o  cerchio  di  Feuerbach. 

16)  Segue  pure  che  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  aventi 
un  dato  triangolo  come  autopolare  (n.»  231,  es.  57)),  è  il  cerchio  circoscritto 
al  triangolo;  ossia:  «  il  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo  autopolare 
rispetto  ad  una  iperbole  equilatera  passa  per  il  centro  della  curva  ».  (Brianchon 
e  Poncelet). 

17)  La  conica  dei  nove  punti  è  una  iperbole  equilatera,  se  fra  le 
coniche  del  fascio  vi  è  un  cerchio,  e  viceversa. 

18)  Se  tra  le  coniche  di  un  fascio  vi  è  un  cerchio,  gli  assi  di  quelle 
hanno  direzioni  costanti  (De  la  Hire  e  Huygens),  e  sono  paralleli  alle  biset- 
trici delle  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  base  (Poncelet)  ed  agli 
asintoti  della  iperbole  equilatera  dell' es.  17) 

19)  Segue  una  costruzione  delle  direzioni  degli  assi  di  una  conica 
determinata  da  cinque  punti  ;  si  conduca  infatti  un  cerchio  per  tre  di  essi 
e  si  determini  (n.°  231,  es.  28))  la  quarta  intersezione  del  cerchio  colla 
conica,  ecc. 

20)  I  cerchi  passanti  per  due  punti  fissi  di  una  conica,  segano  ulterior- 
mente la  curva  in  due  punti,  la  cui  congiungente  ha  una  direzione  costante, 
che  si  costruisce  subito  quando  siano  noti  gli  assi. 

21)  Segue  che  i  cerchi  bitangenti  ad  una  conica  hanno  i  centri  sopra 
l'uno  o  l'altro  degli  assi;  e  se  un  cerchio  ha  un  contatto  quadripunto  colla 
curva,  il  punto  di  contatto  cade  in  un  vertice. 

22)  Segue  ancora  che  se  un  cerchio  oscula  una  conica  in  un  punto  P, 
e  la  sega  ulteriormente  in  Q,  la  tangente  in  P  e  la  retta  PQ  formano 
angoli  uguali,  ma  opposti,  con  ciascun  asse.  E  di  qua  si  deduce  una  costru- 
zione del  cerchio  osculatore  ad  una  conica  in  un  dato  punto.  La  costruzione 
cade  in  difetto  soltanto  se  P  sta  in  un  vertice,  e  quindi  il  cerchio  ha  un 
contatto  quadripunto;  questo  caso  sarà  trattato  in  seguito. 

23)  Se  PP'P"  è  un  triangolo  iscritto  in  una  ellisse,  avente  i  lati 
paralleli  alle  tangenti  nei  vertici  opposti  (es.  12)),  i  cerchi  osculatori  in 
P,  P',  P"  passano  per  uno  stesso  punto  Q  della  curva,  che  appartiene 
pure  al  cerchio  PP'P".  E  poiché  il  ragionamento  può  invertirsi,  si  conclude: 
«  Per  un  punto  di  una  ellisse  passano  tre  cerchi  che  osculano  altrove  la 
curva;  i  tre  punti  di  osculazione  stanno  in  un  cerchio  col  punto  primitivo, 
e  formano  un  triangolo  che  ha  per  baricentro  il  centro  della  curva  » 
(Steiner).  Per  la  iperbole,  o  parabola,  dei  tre  punti  di  osculazione  due  sono 
immaginari,  o  cadono  nel  centro  all'infinito  della  curva. 

24)  Il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in  un  triangolo 
è  il  cerchio  rispetto  a  cui  è  autopolare  il  triangolo  (  Seydewitz ).  (Infatti  la 
costruzione  dell' es.  10)  del  n.°  231,  applicata  ad  una  iperbole  di  cui  siano 
date  tre  tangenti  ed  i  due  punti  impropri  in  direzioni  ortogonali,  fa  vedere 
che  i  centri  delle  quattro  soluzioni  appartengono  ad  un  cerchio;  ecc.) 
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25)  Ad  una  schiera  di  coniche  appartengono  due  iperboli  equilatere; 
i  loro  centri  stanno  sui  quattro  cerchi,  rispetto  a  cui  sono  autopolari,  ordi- 
natamente, i  triangoli  formati  colle  quattro  rette  basi  prese  a  tre  a  tre, 
sul  cerchio  circoscritto  al  triangolo  diagonale  del  quadrilatero  base  (es.  16)) 
e  sulla  retta  mediana  del  quadrilatero  (es.  13)).  Segue  che  in  un  qualsiasi 
quadrilatero  i  cinque  cerchi  nominati  appartengono  ad  un  fascio,  di  cui 
Passe  radicale  è  la  retta  mediana,  e  l'asse  centrale  contiene  gli  ortocentri 
dei  quattro  triangoli  suddetti. 

Capitolo  IV. 
Forme  ridotte  delle  equazioni  delle  coniche. 

239.  Coniche  riferite  a  particolari  sistemi  cartesiani.  —  Ri- 
prendiamo la  equazione  cartesiana  di  una  conica 

(1)    anX^  -\-  2a,.xi/  +  a^^y^  +  2ai3:f  +  2a,3  7/  +  «33  ==  0. 

Sinora  gli  assi  coordinati  x^  y  potevano  esser  rette  arbitrarie 
del  piano.  Supporremo  in  questo  capitolo  che  essi  abbiano  spe- 
ciali relazioni  metriche  colla  curva,  ed  esamineremo  in  corri- 
spondenza come  l'equazione  di  questa  si  semplifichi.  A  tal  fine 
ci  converrà  tener  presenti  le  equazioni 

(      anX  +   «12//  +   «13    =    0, 

^     ^  I         a,iX     -j-     «22?/     +     «23      =      0, 

rappresentanti  i  diametri  della  conica  (1)  coniugati  coli' asse  x, 
e  coli' asse  y,  rispettivamente. 

a)  Esclusa  per  ora  la  parabola,  si  supponga  che  l'origine 
delle  coordinate  cada  nel  centro  della  conica  (1);  allora  i  due 
diametri  (2)  devono  passare  per  l' origine,  quindi  «13  =  ^23  =  0, 
e  la  (1)  si  riduce  al  tipo 

(a)  «uic^  -j-  la^^xy  -\-  «22?y^  -|-  «33   =   0. 

Viceversa  da  questa  forma  di  equazione  si  risale  alla  ipotesi, 
sicché  : 

Lì  equazione  di  una  conica,  riferita  ad  un  sistema  di  coor- 
dinate di  cui  V origine  cade  nel  centro^  manca  dei  termini  a  pruno 
grado  ;  e  viceversa. 

b)  Si  supponga  inoltre  che  x,  y  siano  diametri  coniugati 
della   conica;  allora  le  equazioni  (2)  devono  rappresentare,  ri- 
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spettivamente,  l'asse  y  e  l'asse  x^  quindi  alle  condizioni  sopra 
trovate  va  aggiunta  l'altra  a,,  =  0;  e  l'equazione  {a)  assume 
la  forma 

(è)  a^x^  +  «2,^2  _|-  «33   ^   0; 

e  viceversa  da  questa  si  risale  all'ipotesi. 

U  equazione  di  una  conica,  riferita  a  due  diametri  coniugati 
come  assi  coordinati,  contiene  solo  i  quadrati  delle  variabili  e  il 
termine  noto\  e  viceversa. 

In  particolare,  se  come  assi  coordinati  si  scelgono  gli  assi 
della  conica,  l'equazione  conserva  la  forma  (6),  ma  si  ha  il 
vantaggio  derivante  dall'ortogonalità  del  sistema  coordinato. 

L'equazione  di  ogni  conica  a  centro  può  sempre  ridursi 
alle  forme  {a)  e  (6). 

e)  Per  la  iperbole  si  può,  alla  ipotesi  a),  aggiungere  l'altra 
che  gli  assi  coordinati  coincidano  cogli  asintoti  (ciascuno  dei 
quali  è  diametro  coniugato  di  se  stesso).  Allora  le  equazioni  (2) 
devono  rappresentare,  rispettivamente,  l' asse  xqV  asse  y,  e  perciò 
si  deve  avere  «n  =  «13  =  a^y.,  =  a..,  =  0.  L'equazione  (1)  si 
riduce  alla  forma 

(e)  2ay,xy  -f  a^,   =z   0, 

ossia 

(e')  xy  =  k     (costante). 

L^  equazione  di  una  iperbole,  riferita  ai  suoi  asintoti  come 
assi  coordinati,  contiene  solo  il  prodotto  delle  variabili  e  il  termine 
noto;  e  viceversa. 

d)  Allo  scopo  di  procurarci  una  forma  ridotta  valida  per 
tutte  le  tre  specie  di  coniche,  ed  in  particolare  per  la  parabola, 
assumiamo  ora  come  origine  un  punto  (proprio)  0  qualsiasi 
della  conica,  come  asse  x  il  diametro  passante  per  0,  come 
asse  y  la  tangente  in  0.  Allora,  data  la  posizione  dell' origine, 
dovrà  porsi  nella  (1)  «33  :=  0;  e  pel  fatto  che  il  diametro  coniu- 
gato alla  retta  y,  rappresentato  dalla  seconda  delle  (2),  coincide 
coir  asse  x,  sarà  inoltre  a^^  =  «23  =  0.  In  conseguenza  la  (1) 
diviene 
(d)  a^ix'^  -f-  «22^^  +  2^130;  =  0. 

Se  poi  supponiamo  che  la  curva  sia  una  parabola,  e  che 
quindi  l'asse  x  seghi  quella  nell'origine  e  nel  punto  all'infinito, 
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dovrà   la  (d)  mancare    del   termine  in  a:^  (n.^  195)   e   ridursi 
quindi  al  tipo 

(e)  «22^^  +  2^133;  =  0, 

ossia 
(e')  y^  =^  2px         '  {p  costante). 

L''  equazione  di  una  parabola,  riferita  ad  un  diametro  come 
asse  X  e  alla  tangente  neW estremo  proprio  di  questo  come  asse  y, 
contiene  solo  il  quadrato  della  y  ed  un  termine  di  primo  grado 
in  x;  e  viceversa. 

La  stessa  equazione  {e')  vale  se  x  è  V asse  della  parabola, 
0  è  il  vertice^  y  la  tangente  nel  vertice;  allora  il  sistema  di 
coordinate  è  ortogonale. 

Osservazione.  —  La  equazione  {d),  risolta  rispetto  ad  ^-,  si  presenta 
sotto  la  forma 

{d')  y^  =   2i)x  +  w.x^, 

dove  p  =:  —  ^'—  è  una  quantità  (detta  parametro  relativo  al  diametro 
assunto  come  asse  x)  che  può  supporsi  positiva,  pur  di  fissare  opportuna- 
mente il  verso  positivo  sull'asse  a?;  ed  w  =  —  —  è  positivo,  nullo,  o 
negativo  secondo  che  si  tratta  di  una  iperbole,  parabola,  od  ellisse,  rispet- 
tivamente, come  risulta  applicando  alla  (d')  la  condizione  del  n.°  196. 
Ne  viene  che,  per  le  tre  specie  di  coniche,  il  quadrato  dell'ordinata  {y^) 
supera,  ugnaglia,  od  è  inferiore  al  rettangolo  dell'  ascissa  e  del  doppio  pa- 
rametro {2px),  ordinatamente.  Da  questa  proprietà,  nota  ai  greci,  proven- 
gono (secondo  Pappo)  i  nomi  di  iperbole^  -parabola,  ellisse. 

240.  Discussione  dell'equazione  normale  dì  una  conica  a 
centro.  —  Le  equazioni  ridotte  delle  coniche  si  prestano  allo 
studio  della  forma  e  delle  proprietà  metriche  di  quelle  curve. 

Volendoci  occupar  anzitutto  delle  coniche  a  centro,  partiamo 
dalla  equazione 

(1)  a^yx^  +  a.^^y^  -f  a^^  =^  0 

che  la  curva  assume  quando  venga  riferita  ai  due  assi  (o  in 
generale  a  due  diametri  coniugati),  equazione  detta  normale,  o 
canonica  (in  senso  metrico),  perchè  il  triangolo  fondamentale, 
costituito  dai  due  assi  coordinati  e  dalla  retta  all'infinito,  è 
autopolare  (cfr.  n."*  207). 

Possiamo  lasciar  da  parte  la  ipotesi  che  uno  (o  più)  tra 
i  coefficienti  della  (1)  sia  nullo,  giacche  si  cadrebbe  in  evidenti 
casi  di  degenerazione,  privi  di  interesse.  Dividendo  i  due  mem- 
bri della  (1)  per  —  «33,  l'equazione  assume  la  forma 

(2)  mx''^  -\-  ny^  =  1, 


mn  >  0. 
mn  •<  0. 


Ellisse. 
Iperbole. 


—  410  — 

dove  m,  n  sono  quantità  reali,  non  nulle.  Ora  sui  segni  di  queste 
si  possono  fare  le  seguenti  ipotesi: 
m  n 

I.  +  +     ( 

IL  -  -     \ 

ni.  +       -   ( 

iv._  .  -  .     +   * 

Le  prime  due  ipotesi  conducono  ad  una  ellisse,  le  ultime 
due  ad  una  iperbole  (n.**  196). 

24:L  Ellisse.  —  l)  Se  nella  (2)  si  suppongono  m  r>  0,  n  >►  0, 
la  curva  sega  l'asse  x  in  due  punti  reali  A,  A',  di  ascisse 

X  =  ±  ~\/-~-  =  ±  a, 
V     m 

e  Tasse  y  in  due  punti  reali  5,  B'^  di  ordinate 
y:=-Az  "1/J_  =   ±  6, 

y  n 
dove  a,  h  indicano  i  valori  assoluti  dei  radicali.  I  punti  A^  A\ 
B  Q  B'  sono,  se  xy  =  ,y,  vertici  della  ellisse,  ed  a  :=:  OJ., 
h  =z  OB  sono  le  lunghezze  dei  semiassi.  Esprimendo  m,  n  in 
funzione  di  a  e  6,  e  sostituendo  nella  (2),  si  ottiene  la  equazione 
della  ellisse  riferita  ai  2)ropri  assi,  di  lunghezze  2 a,  2ò: 


(I) 


4--^  ==  1 


(La  stessa  equazione,  se  xy  non  fosse  retto,  rappresenterebbe 
una  ellisse  riferita  a  due  diametri  coniugati  di  lunghezza  2 a,  2ò). 

Ora  la  (l),  nella  ipotesi 
xy  =  ,,  ,  fu  già  discussa  al 
n.^  161  ;  vedemmo  allora  che 
la  ellisse  è  una  curva  chiu- 
sa, contenuta  nel  rettangolo 
che  ha  per  mediane  i  seg- 
menti AA!,BB',  i  lati  del 
quale  toccano  la  curva  nei 
vertici, 
la  ellisse  si  riduce  ad  un  cerchio  con 


y 

;-■-::-— 

B 

^p   i 

\Y 

b 

\     ■ 

1 

a 

ì 

a\ 

0 

^   i 

Se  a  =  ò,  xy 


9  ' 


centro  nell'origine  e  raggio  a. 
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II)  Se  nella  (2)  facciamo  la  ipotesi  II  m  <i  0,  n  <.  0, 
il  primo  membro  della  (2)  ha  valor  negativo  per  ogni  coppia 
di  valori  reali  di  x,  y,  mentre  il  secondo  membro  è  positivo; 
la  conica,  la  cui  equazione  potrebbe  porsi  sotto  la  forma 

(II)  1^  +  i-  =  -  1, 

non  ha  punti  reali,  e  dicesi  ellisse  immaginaria. 

242.  Iperbole.  —  III)  Veniamo  alla  ipotesi  III:  m  >  0, 
n  <!  0.  Allora  la  curva  (2)  sega  l'asse  x  in  due  punti  reali 
4,  A\  di  ascisse 

0.  =   ±  ]/  i-    =    d:    a, 

r      m 
e  l'asse  y  in  due  punti  immaginari  di  ascisse 

y  =  ±.  ]/A_  =    ^fc  hi, 
f       n 

dove  si  è  posto  ò  :=  |/^-,  i  =  V —  1-  Griova  tuttavia  nelle 
costruzioni  portare  sopra  y  due  segmenti  OB,  OB'  uguali  a  ±  6. 
I  punti  A,  A'  diconsi,  se  xy  =  -,  estremi  dell'asse  trasverso, 
e  sono  effettivi  vertici  della  iperbole,  mentre  B,  B'  diconsi 
estremi  dell'  asse  non  trasverso,  sebbene  la  curva  non  passi  per 
essi.  Esprimendo  m  ed  n  mediante  a  e  b,  otteniamo  V  equazione 
di  una  iperbole  riferita  all'asse  trasverso  x  di  lunghezza  2 a,  e 
air  asse  non  trasverso  y  di  lunghezza  2ò: 

(IH)  ^  -  t-  =  '■ 

(La  stessa  equazione,  in  assi  obliqui,  rappresenterebbe  una 
iperbole  riferita  a  due  diametri  coniugati,  uno  x  trasverso  di 
lunghezza  2 a,  l'altro  y  non  trasverso  di  lunghezza  26,  esten- 
dendosi ai  diametri  definizioni  analoghe  a  quelle  date  sopra 
per  gli  assi). 

La  equazione  (III)  (nella  ipotesi  xy  =  ,,-)  fu  discussa  al 
n.°  161  ;  vedemmo  allora  che  la  iperbole  si  compone  di  due 
rami  staccati  prolungantisi  all'infinito,  ed  esterni  alla  striscia 
formata  dalle  parallele  ad  y  condotte  per  A,  A',  che  sono  tan- 
genti alla  iperbole  nei  vertici. 
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Gli  asintoti  della  iperbole  (III)  hanno  la  equazione  com- 
plessiva (n.°  234) 


X' 


-  r_  - 


e   quindi   le  equazioni  se- 
parate 

a      '       b  ' 


0. 


11  secondo  di  essi  passa  per 
i  vertici  (a,  6),  ( —  a,  —  b) 
del  parallelogramma  che  ha  per  mediane  A  A',  BE';  mentre 
il  primo  passa  per  gli  altri  due  vertici  (—  a,  b),  (a,  —  ò).  E 
poiché  questa  osservazione  vale  qualunque  sia  l'angolo  xy,  si 
conclude  : 

Gh  asintoti  di  una  iperbole  sono  le  diagonali  di  ogni  paral- 
lelogramma avente  come  mediane  {in  grandezza  e  posizione)  due 
diametri  coniugati^   uno  trasverso,  l'altro  non  trasverso. 

Resterebbe  ora  da  discutere  la  ipotesi  IV:  m  <  0,  n  >  0; 
ma  questa  evidentemente  conduce  ad  una  iperbole  avente  come 
asse  (o  diametro)  trasverso  la  retta  y,  e  come  asse  (o  diametro) 
non  trasverso  la  retta  ,x,  e  non  dà  quindi  nulla  di  nuovo. 

243.  Iperbole  equilatera.  —  Un  caso  particolare  noteVole 
d'iperbole  si  presenta  quando  gli  asintoti  sono  perpendicolari 
tra  loro;  la  iperbole  si  dice  allora  equilatera.  L'ultimo  teorema 
del  n.°  precedente  ci  dice  che,  in  tale  ipotesi,  il  parallelogramma 
avente  per  mediane  due  diametri  coniugati  (o  i  due  assi)  è 
equilatero  {a  =  6),  perchè  le  diagonali  sono  perpendicolari. 
Segue  dunque  che  in  una  iperbole  equilatera  ogni  diametro  è 
uguale  al  coniugato]  e  inoltre  che  la  equazione  di  una  iperbole 
equilatera  riferita  ai  due  assi,  o  a  due  diametri  coniugati,  si  pre- 
senta sotto  la  forma 

x^  —  2/^   =   «^• 

Si  riconosce  poi  facilmente  che  gli  asintoti  di  una  iperbole 
equilatera  bisecano  gli  angoli  formati  dalle  coppie  di  diametri 
coniugati  (n.°  235). 
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244.  Alcune  formole  relative  all'equazione  normale  di  una 
conica  a  centro.  —  Giova  ricordare  alcune  formole  relative  ad 
una  conica,  nel  caso  che  questa  sia  rappresentata  mediante  l'e- 
quazione normale. 

L'equazione 

w  ^,     __      ^2      —    ^ 

rappresenta  una  ellisse,  od  una  iperbole  riferita  agli  assi  ióc^y  =  ^-\ 
secondo  che  si  prende  il  segno  superiore,  o  l'inferiore.  Mante- 
nendo la  stessa  convenzione  per  le  formule  seguenti,  noteremo 
che  la  tangente  alla  curva  nel  punto  {x',  y')  ha  l'equazione 
(n.°  198) 

(2)  ^i-  ±  j^:-  -  1 

la  quale  rappresenta  pure  la  polare  di  un  punto  {x',  y')  qual- 
siasi del  piano. 

La  normale  alla  curva  in  {x\  y'),  cioè  la  perpendicolare 
alla  tangente  nel  punto  di  contatto,  è  rappresentata  dall'equa- 
zione 

(3)  ^'(^-  ^')    ^   +     b^y  -y')  _ 

yr  ' 

e  questa  rappresenta  pure  la  perpendicolare  condotta  da  un 
punto  qualsiasi  (x',  y')  alla  propria  polare. 

L'equazione  tangenziale  della  (1)  si  riconosce  essere  (n."  203) 

(4)  a^u^  ±  è^i;2   —   1^ 
o  in  coordinate  omogenee  di  rette 

(4')  a^u'  ±    b^v^  =   w;2. 

Questa  è  dunque  la  condizione  affinchè  la  retta  ux  -\-  vy  -|-  ty  =  0 
tocchi  la  (1).  Ora,  ricavando  dalla  (4:')  w  mediante  u,  v,  e  so- 
stituendo nell'equazione  della  retta,  risulta  che  l'equazione  car- 
tesiana di  una  tangente  alla  conica  (1)  può  porsi  sotto  la  forma 

(5)  ux  +  vy  =  V~a^u^  +  b^  v^ -, 

al  radicale  si  intende  premesso  il  doppio  segno,  qualunque  sia 
la  conica.  Le  quantità  m,  v  sono  costanti  arbitrarie;  se  si  consi- 
derano come  date,  la  (5)  (col  doppio  segno  premesso  al  ra- 
dicale) rappresenta  le  due  tangenti  alla  (1)  parallele  alla  retta 
ux  -\-  vy  ■=  0. 
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245.  Iperbole  riferita  agli  asintoti.  —  Alcune  proprietà 
dell'iperbole  scaturiscono  facilmente  dall'equazione  che  assume 
la  curva,  quando  si  prendano  come  assi  coordinati  gli  asintoti: 
(1)  xy  =  k, 

dove  k  è  una  costante,  che  può  ritenersi  positiva  pur  di  sce- 
gliere convenientemente  i  versi  positivi  sugli  assi.  In  tale  ipotesi, 

dei  due  rami  dell'iperbole,  uno 
cade  neir  angolo  delle  semirette 
positive  X,  y,  l'altro  nell'angolo 
opposto  al  vertice. 

La  (1)  riceve  una  immediata 
interpretazione  :  il  parallelogram- 
ma avente  due  lati  sugli  asin- 
toti di  una  iperbole,  ed  un  ver- 
tice mobile  lungo  la  curva,  ha 
r area  costante  (=  ksenxy). 

Se  nella  (1)  una  delle  coor- 
dinate, ad  es.  la  y,  va  crescendo 
senza  limite  in  valore  assoluto, 
r  altra  x  tende  a  zero  ;  segue  che 
un  punto,  il  quale  descriva  un  ramo  di  iperbole  allontanandosi 
da  un  vertice,  si  avvicina  sempre  più  ad  uno  degli  asintoti. 
La  tangente  alla  curva  (1)  nel  punto  (x',  y')  ha  l'equazione 
xy'  -\r  yx'  =  'ik, 
e  stacca  sugli  asintoti  i  segmenti  2/<::  7/'  =  2a:',  e2k:x'  =  2y'. 
Segue  facilmente  che  il  segmento  di  una  tangente  ad  una  iperbole 
compreso  fra  gli  asintoti  è  diviso  per  metà  dal  punto  di  contatto  ; 
ed  inoltre   che   una    tangente  variabile   all'iperbole   forma  cogli 
asintoti  un  triangolo  di  area  costante  (=  2k  sen  xy). 

Ciò  risulta  pure  dall'equazione  tangenziale  della  iperbole 

^^  =   Jk' 
246.  Parabola.  Proprietà  della  tangente  e  della  normale.  — 

Sappiamo  già  che  l'equazione  di  una  parabola,  riferita  all'asse 
e    alla  tangente   nel   vertice  come   rette   x,   y,  rispettivamente, 

I  a:?/  =  -^) ,  ha  la  forma 


(1) 


2/^  =  2pXj 


—  415  — 

dove  p  è  una  costante  detta  parametro  (^),  che  può  sempre 
riguardarsi  come  positiva,  pur  di  fissare  convenientemente  il 
verso  positivo  sull'asse  x. 

Lo   studio   dell'equazione  (1)  fatto  al  n,''  161,  ci  ha  già  in- 
dicato che  la  parabola  si  com- 


pone di  un  sol  ramo  estenden- 
tesi  all'  infinito,    e   giacente 
tutto  da  una  banda  dell'asse  y. 
La   tangente   alla  para- 
bola (1)  nel  punto  P{x\  ?/') 
ha  l'equazione 
(2)       yy'  —  p(x  -\-  x'\ 
che  rappresenta  pure  la  po- 
lare  di  un  punto    (x',    y') 
qualsiasi.  E  la  normale  alla  curva  in  P,  o,  in  generale,  la  per- 
pendicolare calata  dal  polo  sulla  polare,  è  data  da 
X  —  x'      ,      y  —  y' 


(3) 


+ 


0. 


p  ■  y 

La  tangente  e  la  normale  segano  l'asse  x  in  due  punti  T,  ISf, 
le  cui  ascisse  sono 

OT  =  —  x\     ON  =  x'  -f  p. 
Se  si  indica  con  M  la  proiezione  ortogonale  di  P  sopra  l' asse  x, 
queste  formule  ci  dicono  che 

OT  z=  —  OM,         MN  ^  p. 
Ora  i  due  segmenti  TM^  MN,  proiezioni  ortogonali  sull'asse  x 
dei  tratti  di  tangente  e  normale  compresi  fra   il   punto   della 
curva  a  cui   si  riferiscono   e  l'asse,    vengono  detti,  rispettiva- 
mente, sottotangente  e  sottonormale.  Concludiamo  che: 

In  una  parabola  la  sottotangente  di  un  punto  qualsiasi  è  di- 
visa per  metà  dal  vertice]  e  la  sottonormale  è  costante  ed  uguale 
al  parametro. 

Si  può  anche  dire  che  Za  tangente  in  un  punto  qualsiasi 
(cioè  il  tratto  PT  di  una  tangente  compreso  fra  il  punto  di 
contatto  e  l' asse  x)  è  divisa  per  metà  dalla  tangente  nel  vertice. 


(*)  Alcuni  autori  chiamano  (con  Desargues)  parametro  la  quantità  2p 
{latus  rectum  per  gli  antichi  geometri). 
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L' equazione  tangenziale  della  parabola  (1)  si  presenta  sotto 
la  forma 

(4)  v^  =  — -  M. 

p 

Rendendo  questa  omogenea  e  ricavando  il  valore  di  w^  si 
trova,  col  procedimento  indicato  nel  n.°  precedente,  che  l' equa- 
zione della  (unica)  tangente  alla  parabola  parallela  ad  uno.  retta, 
data  ux  -{-  vy  =:  0,  può  porsi  sotto  la  forma 

(5)  ux  -^  vy  -^  ^^  =  0. 

247.  Metodi  per  ridurre  a  forma  semplice  l'equazione  di 
una  conica.  —  Negli  ultimi  n.'  abbiamo  visto  quali  termini 
formino  parte  dell'  equazione  di  una  conica  riferita  a  particolari 
rette,  scelte  come  assi  cartesiani.  Se  però  si  suppone  data  ini- 
zialmente la  curva  mediante  una  equazione  generale 
(1)  anx^  -{-  2ai2xy  -j-  022?/^  +  2ai2X  -\-  2a2sy  -\-  «33  =  0, 
riferita  ad  assi  x,  y  comunque  fissati  nel  piano,  sorge  il  pro- 
blema di  calcolare  i  coefficienti  che  entreranno  nell'equazione 
ridotta  della  curva,  quando  questa  venga  riferita  a  particolari 
assi  X,  Y.  Si  tratta  insomma  di  applicare  realmente  al  polino- 
mio (1)  la  trasformazione  di  coordinate,  con  cui  si  passa  dagli 
assi  x^  y  agli  assi  X,    Y. 

Ragioniamo,  per  fissar  le  idee,  sopra  un  esempio  partico- 
lare. Supponiamo  che  la  (1)  sia  una  conica  a  centro,  riferita  ad 
assi  ortogonali  qualisivogliano  x,  y,  e  che  si  voglia  scrivere  la 
equazione  normale  della  conica  stessa,  riferita  ai  propri  assi  (di 
simmetria)  X,    Y. 

Trattandosi  di  passare  da  uno  ad  un  altro  sistema  ortogo- 
nale, le  formole  per  la  trasformazione  saranno  del  tipo  (n.*'  122) 

(      X   =    a  -{-  Xcosgp  —    T^sengp, 
^®)  I      y   =   /?  -f  Xsen^)  -f   rcos9>, 

dove  (a,  ^)   sono   le   coordinate   antiche   della   nuova   origine, 
ed  è  9)   =   xX. 

Ora  noi  sappiamo  calcolare,  mediante  i  coefficienti  della  (1), 
sia  a  e  |5  coordinate  del  centro  della  conica  (n."  233),  sia  <p 
angolo  che  uno  degli  assi  X  di  questa  forma  coli' asse  coordi- 
nato X  {n°  237).  Determinate  cosi  le  costanti  che  compariscono 
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nelle  (a),  basterà  far  le  sostituzioni  (a)  nella  (1),  ed  eseguire  i 
calcoli,  per  giungere  all'equazione  normale  richiesta. 

Si  può  anche,  senza  premettere  la  determinazione  di  a,  ^,  g), 
sostituire  subito  le  (a)  nella  (1),  considerando  queste  tre  quantità 
come  indeterminate  ;  si  ricorderà  poi  che  nella  equazione  finale 
in  X,  F,  devono  annullarsi  i  coefficienti  di  XY,  X,  Y  (n.'^  139); 
e  si  approfitterà  delle  tre  equazioni  di  condizione  esprimenti 
questo  fatto,  per  calcolare  effettivamente  a,  ^  e  cp. 

Comunque  si  proceda,  le  operazioni  qui  indicate,  semplici 
come  concetto,  conducono  a  calcoli  alquanto  lunghi;  questi  pos- 
sono evitarsi  seguendo  il  procedimento  indiretto  che  ora  passiamo 
ad  esporre.  Premetteremo  alcuni  lemmi  relativi  a  particolari 
trasformazioni  di  coordinate. 

24:8.  Modo  di  comportarsi  di  una  conica  rispetto  a  parti- 
colari trasformazioni  di  coordinate.  —  Ricordiamo  che  le  for- 
mole  per  la  trasformazione  di  coordinate  cartesiane  sono  del  tipo 
(2)  xz=  a-j-a'X-^a"Y,  /y  =  /?  + /?'X  + /5"  Y, 
dove  le  sei  quantità  a,  /?  .  .  .  sono  costanti  (n.*'  122);  se  muta 
l'origine  ma  non  le  direzioni  degli  assi,  quelle  formole  divengono 
(2')  X  ^   a  +  X,       y  =   ^  -i-   Y, 

essendo  (a,  /?)  le   coordinate   antiche    della   nuova  origine;   se 
invece  l' origine  rimane  fìssa,  si  ha 
(2")          X   =    a'X  +  a"  Y,       y    =    ^' X  +  ^"  Y. 

Ciò  posto,  dimostriamo  che: 

I.  Una  trasformazione  di  coordinate^  nella  quale  muti  V ori- 
gine ma  non  le  direzioni  degli  assi,  lascia  inalterati  i  coefficienti 
dei  termini  a  secondo  grado  nell'equazione  di  una  conica. 

Infatti  la 

(1)     anx^  -j-  2a,ixy  -f-  a^^y^  +  ^a.^x  -f  ^a-isV  +  «33  ^  0, 

mediante  le  formole  (2'),  diviene 

a,(X+a)2+2a,,(X+«)(F-f/9)-f  a,,(r-f^)2+...+a33  =  0, 

ossia 

(  anX2  +  2ai,Xr+a,,r2 

(l')|  +  2(aua-l-ai2/?  +  «i3)^+2(a,ia  +  a,,^  -f  a.^)  Y 

^  -|-(«ii«^  +  2ai2a/?-f  a22/5"'^+2fti3a +  2^231^  + «33)  =  0, 
dove   i   coefficienti  dei  termini   a  secondo  grado  sono   ancora 

«ij,    2 «12,    «aie 

27 


—  418  — 

II.  Una  trasformazione  di  coordinate,  che  lasci  ferma  l'ori- 
gine^ non  altera  il  termine  noto  deW  equazione  di  una  conica. 

Infatti  la  (1),  mediante  le  formole  (2"),  diviene 
«„(a'X-|-  a"F)2-|-  2a„(a'X+  a"F)(/?'X-[-  ^"Y)  +  . .. 
+  2a.3(«'X+  a"Y)  +...   +  «33    =    0, 
dalla   quale   apparisce   che  i  termini  a  secondo  e  primo  grado 
del  polinomio  (1)  danno,  rispettivamente,  termini  di  secondo  e 
primo  grado  del  polinomio  trasformato;  il  termine  noto  di  questo 
è  dunque  a^,  come  nel  polinomio  (1). 

Ci  servirà  pure  il  lemma  seguente  relativo  ad  un  partico- 
lare trinomio  di  secondo  grado  : 

III,  Una  trasformazione  di  coordinate^  che  lasci  ferma  l'origine^ 
muta  il  trinomio  di  secondo  grado  x'^  -\-  2xy  cos  xy  -\-  y'^  (formato 
colle  antiche  coordinate  di  un  punto  e  col  coseno  dell'angolo  degli 
antichi  assi)  nel  trinomio  analogo  X'^  -|-  2XY  co^XY  -\-  Y'^ 
(formato  colle  nuove  coordinate  dello  stesso  punto  e  col  coseno 
dell'angolo  dei  nuovi  assi). 

Infatti  entrambi  i  trinomi  esprimono  il  quadrato  della  di- 
stanza del  punto,  che  ha  le  antiche  coordinate  (x,  y)  e  le  nuove 
(X,  y),  dalla  origine  comune  dei  due  sistemi  (n.*'  112). 

249.  Invarianti  di  una  conica  relativamente  ad  una  tra- 
sformazione  di  coordinate.  —  Premessi  questi  lemmi,  ritorniamo 
al  nostro  problema.  E  data  l'equazione  di  una  conica  riferita 
a  certi  assi  x^  y^ 

(1)      «jja^^  -j-  2a^^xy  -j-  a.^^y^  -j-  2a^^x  -\-  2a^^y  -\-  a^^  =  0. 
Eseguiamo    una   trasformazione    di  coordinate,    adoperando    le 
formole  (2)  del  n.**  248;  giungeremo  così  ad  una  equazione 
(3)  a\,X'-^2a\,XY^a'^,Y'-^2a\,X-^2a',,Y+a\,  =  0, 
della  quale  ci  interessa  conoscere  i  coefficienti.  A  tal  fine  cer- 
chiamo di  stabilire  a  priori  qualche  relazione  tra  i  coefficienti 
della  (1)  e  della  (3). 

Supponiamo  perciò  di  eseguire  sui  coefficienti  della  (1)  una 
certa  serie  di  operazioni  algebriche,  il  cui  risultato  potrà  indi- 
carsi con  qp(ajj,...,  «33).  Se  le  stesse  operazioni,  nello  stesso 
ordine,  si  eseguiscono  sui  coefficienti  della  (3),  si  otterrà  un  nuovo 
risultato  qp(a'jj,  .  . .  ,  it'gg).  I  due  risultati  differiranno,  se  il  com- 
plesso  di  operazioni  indicato  simbolicamente  con  <p  è  scelto  a 
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caso.  Ma  si  può  chiedere  se  esista  qualche  funzione  gs  tale,  che 
risulti  sempre  (qualunque  sia  la  equazione  quadratica  (1)  e  la 
trasformazione  di  coordinate  (2)  adoperata) 

(4)  5p(aji,...,  «33)   =   9p(a'jj,...,  a'33). 

Se  la  (4)  è  soddisfatta,  si  dirà  che  T  espressione  90  è  un 
invariante  (^)  della  (1)  rispetto  alle  trasformazioni  di  coordinate, 
vale  a  dire  una  espressione  che  ha  lo  stesso  valore,  quando  essa 
venga  formata  coi  coefficienti  dell'equazione  primitiva,  o  con 
quelli  della  trasformata. 

La  esistenza  di  siffatti  invarianti  può  prevedersi  a  priori, 
poiché  tale  proprietà  gode  ogni  espressione  composta  coi  coeffi- 
cienti della  (1),  la  quale  ci  dia  il  valore  di  una  grandezza 
geometrica  appartenente  alla  curva  (1),  ma  indipendente  dal 
sistema  di  coordinate  a  cui  la  curva  vien  riferita  (ad  es.  la 
lunghezza  di  un  asse,  l'angolo  degli  asintoti,  ecc.).  Ora  si  tratta 
di  vedere  come  si  possano  formare  effettivamente  alcuni  di 
questi  invarianti.  Ma  è  chiaro  sin  d' ora  che,  ogniqualvolta  se 
ne  conoscerà  uno,  si  potrà  scrivere  una  relazione  del  tipo  (4), 
in  cui  il  primo  membro  sarà  noto,  poiché  formato  coi  coeffi- 
cienti della  (1),  mentre  il  secondo  membro  dipenderà  dai  coeffi- 
cienti incogniti  dell'equazione  (3).  Questi  potranno  calcolarsi, 
quando  si  abbia  un  numero  sufficiente  di  relazioni  analoghe 
alla  (4). 

Allo  scopo  di  procurarci  alcuni  invarianti,  supponiamo  anzi- 
tutto che  la  trasformazione  di  coordinate,  con  cui  si  passa 
dell'equazione  (1)  alla  (3),  lasci  ferma  l'origine,  e  sia  quindi  rap- 
presentate dalle  formole  (2")  (n.°  248).  Tenuto  conto  di  quelle 
formole  e  del  lemma  III  (n."  248),  possiamo  scrivere  le  seguenti 
identità  : 

(5)  anx^    +    ^av2xy    -f  «.,2?/^    -[-... -f  «33 
=  a\,X-'  4-  2aV,Xr-f-  a\,Y^ -^  .. . -}~  a\,, 

(6)  a;2-f  2x2/cosa:2/  +  2/-  =  X2  +  2XrcosXF+  F^ 


(})  La  nozione  di  invariante  è  sorta  dalla  considerazione  di  trasforma- 
zioni lineari  generali  di  variabili  -,  noi  dnnque  adottiamo  questo  nome  in  un 
senso  molto  particolare.  Il  lettore  potrà  vedere  i  fondamenti  della  teoria 
degli  invarianti  nei  trattati  di  Algebra  del  Capelli,  Cesabo,  . . . 
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nella  prima  delle  quali  è  anzi  a '33  =:  «33  (lemma  II,  n.°  248). 
Insieme  a  quelle  sussisterà  pure  la  identità  che  si  ottiene  ag- 
giungendo  ai   due   membri  della  (5),   i  due  membri  della   (6) 
moltiplicati  per  uno  stesso  parametro  arbitrario  À  : 

/         (flii  +  ^)^'^  +  2(ai2  -]-  À  cos  xy)xy  -f-  («,2  -]-  X)ìj^ 
/rrx    )         +  2a,3a:  -|-  ^a^^y  -\-  a,^ 


+  2a\,X  -i-  2a\,Y  +  «'33. 

I  due  membri  della  (7),  uguagliati  a  zero,  rappresentano 
una  stessa  conica  K^  riferita  una  prima  volta  agli  assi  antichi 
a;,  i/,  una  seconda  volta  agli  assi  nuovi  X,  Y.  La  conica  K 
varierà  però  al  variare  di  X^  descrivendo  un  fascio.  Ora  se 
vogliamo  determinare,  ad  es.,  i  valori  di  l  a  cui  corrispondono 
parabole^  possiamo  servirci,  sia  della  equazione  di  K  in  x,  y,  sia 
di  quella  in  X,  Y.  Dalla  prima  ricaviamo  che  il  parametro  X 
deve  soddisfare  alla  condizione  (n.**  196) 

(<Xjj  -{-  '^)(«22  ~h  ^)  "~  ('^12  ~\'  ^  ^^^  ^y)^  ^  0, 

ossia 

(8)  X"^  sen^xy-j-  X{a^^  -j-  a.-^^  —  2a^^  cos  xy)  -\-  a^^a^  —  a^^^  :=  0; 

mentre,  valendoci  della  equazione  di  K  in  X,  F,  troviamo  ana- 
logamente la  condizione 

(8')  X'^  &Qn^ XY -y  X{a\,  -f  a'^^  —  2a\,co&  XY) 

+  «'n«^'22  —  «'12^  =  0. 
Ora  le  due  equazioni  di  condizione  (8)  ed  (8')   devono  fornire 
per  X  gli  stessi  valori;  dunque  esse  avranno  i  coefficienti  pro- 
porzionali; sussisteranno  cioè  le  uguaglianze 

^11  ~i"  ^22  ^ — 2a^^Q,osxy  ^'11  ~f"  ^'22  —  'ìa'^^QO&XY 


^  sen'^xy  sen^XF 


sen^xy  sen^XF 

Queste  ci  dicono  che  le  espressioni  a  primo  membro  non 
mutano  valore  se  vengono  formate  (anziché  coi  coefficienti 
della  (1)  e  coli'  angolo  degli  antichi  assi)  coi  coefficienti  della  (3) 
e  coir  angolo  dei  nuovi  assi  ;  quelle  espressioni  sono  invarianti 
relativi  ad  una  trasformazione  di  coordinate  che  non  muti 
r  origine. 
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Un  terzo  invariante  si  ottiene  in  modo  analogo,  determi- 
nando À  in  guisa  che  la  conica  corrispondente  K  si  scinda  in 
due  rette.  Se  infatti  si  ricorre  all'equazione  di  K  in  x,  y,  si  trova 
la  condizione  (n.°  211) 

«21    +    ÀCOSXy      a22    -\-    ^  «23  =   0, 

dn  a32  «33 

ossia,  sviluppando  e  indicando  con  C  il  coefficiente  della  prima 
potenza  di  A  che  poco  interessa, 
(10)  «33  sen-xy  •  >l-  +   Cà  -f-  A  =   0, 

dove  J.  è  il  discriminante  della  (1).  Similmente,  partendo  dal- 
l'equazione di  K  in  X,  r,  si  ottiene 
(10')  «'33  sen^XF  •  r-  +   C'Jl   -f  ^'   =   0, 

dove  J.'  è  il  discriminante  della  (3).  Esprimendo  la  propor- 
zionalità tra  i  coefficienti  della  (10)  e  (10'),  ricordando  che 
«33  =  «'33,  e  notando  che  questa  quantità  può  sempre  sup- 
porsi  diversa  da  zero  (visto  che,  in  caso  opposto,  è  lecito  ag- 
giungere una  stessa  costante  non  nulla  ai  due  membri  della 
identità  (7)  ),  si  ottiene  un  terzo  invariante  (^) 

A  A' 


sen^xy         sen^XF 
Vediamo  cosi  che  le  tre  espressioni 

(^n  -\-  «22  —  2«i2  COSXy  «11  «22  —  CLiì^ 


\^nrt)  '  aa-n"^ 'Y'rii  '  oQ-n2, 


(11) 

(12) 

SQn^'xy  '         sen'^xy       '      sen'^xy 

non  variano  quando  mutano  gli  assi,  restando  ferma  F  origine. 
Vogliamo  ora  dimostrare  che  esse  rimangono  immutate  anche 
per  una  traslazione  di  assi.  Fatto  ciò,  la  stessa  conclusione 
varrà  per  ogni  trasformazione  di  coordinate  cartesiane,  la  quale 
può  sempre  decomporsi  in  una  trasformazione  coli'  origine  fìssa, 
seguita  da  una  traslazione.  Ora,  che  le  prime  due  espressioni  (12) 
non  si  alterino  per  una  traslazione  di  assi,  segue  dal  fatto  che  i 


(^)  Si  potrebbe  anche  scrivere  l' uguaglianza  5 —   =r  -— -  •    ma 

'■  00  sen^xy  sen^XF  ' 

questa  ha  poco  interesse,  giacché  l'espressione  a  primo  membro  si  altera 
per  una  traslazione  di  assi,  mentre,  come  vedremo,  le  tre  espressioni  (9) 
e  (11)  sono  invarianti  rispetto  alle  traBlazioni. 
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coefficienti  an,  «22,  «12,  mediante  cui  son  composte,  non  mutano 
nella  traslazione  (n."  248,  lemma  I),  ed  è  inoltre  xy  =  XY. 
Quanto  alla  terza  espressione,  si  osservi  che,  essendo  la  trasla- 
zione rappresentata  dalle  formole  (2')  del  n."  248,  il  discrimi- 
nante della  equazione  trasformata  (1')  del  n.*'  248,  è 

«u     0^12     a\s 

A'    :=         (221       0,22       tt'iS 

a'u    fl^'32    a '33 
dove 

a'n    =   Alia  -f-  an^  -\-  an,  «'23    =   a2ia  -\-  a22^  -\-  a2-i, 

tt'33    =    «ii«"  -]-  2ai2a/?  -f-  «22/?^  -{-  2aisa  -j-  2a23/?  -f-  «33 

=  a'na  -\-  a'23^  -\-  (ama  -\-  a32/?  -|-  <X33). 
Se  ora  dalla  terza  verticale  del  determinante  A'  sottragghiamo 
la  prima  moltiplicata  per  et  e  la  seconda  moltiplicata  per  |5,  e 
nel  determinante  così  ottenuto  ripetiamo  le  stesse  operazioni 
sulle  orizzontali,  anziché  sulle  verticali,  giungiamo  infine  alla 
uguaglianza  A'   ■=z   A^  che  volevamo  giustificare. 

Concludiamo  con  ciò  che 

Le  tre  espressioni  (12),  formate  coi  coefficienti  déW  equazione 
di  una  conica  (e  coW angolo  degli  assi  coordinati),  conservano  gli 
stessi  valori  quando  vengano  formate  coi  coefficienti  dell'equazione 
trasformata  (e  colV angolo  di  nuovi  assi),  qualunque  sia  la  tra- 
sformazione di  coordinate  che  l'equazione  primitiva  subisce. 
Quelle  tre  espressioni  sono  invarianti  rispetto  alla  detta  tras- 
formazione. 

Ponendo  per  brevità 

/  =   an  -h  «22  —  2ai2  cosxy, 
e  ricordando  che  J.33  =  «11^22  —  «12^  è  un  minore  del  discri- 
minante, i  tre  invarianti  possono  indicarsi  con 

(12')         -^,     -4^,     -^— 

sen'^xy  sen''xy  sew^xy 

Tenuto  conto  dei  gradi  con  cui  compariscono  in  essi  i  coeffi- 
cienti della  (1),  li  chiameremo  ordinatamente  :  invariante  lineare, 
quadratico,  cubico. 

E  utile  ricordare  che,  in  assi  ortogonali,  le  espressioni  degli 
invarianti  si  semplificano  e  divengono 
(12")  I  =   ai^  -\-  «22,       ^33,       A', 
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dunque:  nel  passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali^  ri- 
mangono inalterati  il  discriminante  deW  equazione  di  una  conica, 
il  complemento  algebrico  del  termine  noto,  e  la  somma  dei  coeffi- 
cienti dei  quadrati  delle  coordinate. 

Osservazione.  —  Occorre  tener  presente  che  le  uguaglianze 
(9)  ed  (11),  a  cui  gli  invarianti  danno  luogo,  sussistono  quando 
si  confrontano  due  equazioni,  come  la  (1)  e  la  (3),  una  delle 
quali  sia  ottenuta  dall'altra  colla  semplice  applicazione  delle 
formole  per  la  trasformazione  delle  coordinate,  avendo  cura  di 
non  introdurre  ne  togliere  fattori.  E  infatti  evidente  che,  se  tutti 
i  coefficienti  dell'equazione  di  una  conica  vengono  moltiplicati 
per  uno  stesso  fattore  t,  i  tre  invarianti,  lineare,  quadratico  e 
cubico,  non  rimangono  inalterati,  ma  vengono  moltiplicati  per 
t,  t^  e  t^,  rispettivamente. 

250.  Formazione  della  equazione  ridotta  di  una  conica  col 
mezzo  degli  invarianti.  —  Mostriamo,  sopra  alcuni  esempi,  l'ap- 
plicazione degli  invarianti  al  calcolo  effettivo  dei  coefficienti 
dell'equazione  ridotta  di  una  conica,  della  quale  si  conosce  l'e- 
quazione generale.  Sia  questa 

(1)  ai^x--]^2ai2xy-\-  a-^-zy^ -\-2aisX-\-  2a2sy-\-  as^  =  0, 

dove  le  a  a  sono  quantità  note,  e  le  x,  y  coordinate  cartesiane, 
che  per  semplicità  supporremo  ortogonali  (avvertendo  che,  ove 
all'incontro  fossero  oblique,  basterebbe  adoperare  le  espressioni 
(12')  del  n.°  249,  in  luogo  delle  (12")  qui  riportate).  Calcoliamo 
anzitutto  gli  invarianti  della  (1) 

1   z=    ffijj    -]-    «22,  -433    =    «11^22    —    «12^  -4, 

che  sono  quantità  note. 

Trattiamo  ora  i  seguenti  casi. 

a)  Riduzione  agli  assi  delV equazione  di  una  conica  a  centro.  — 
Qui  i  nuovi  assi  coordinati  X,  Y  (assi  di  simmetria  della  (1)) 
sono  pure  ortogonali;  rispetto  ad  essi  la  conica  ha  una  equa- 
zione del  tipo  (n.°  239,  6)) 

(2)  a\,X'  +  ci'^.y'  +  «'33  =0, 

i  cui  coefficienti  sono  incogniti.  Per  calcolarli,  formiamoci  gli 
invarianti  della  (2) 

T'     _  >  I         _  /  À>  n'      n'  A'     rt'       n'      n' 

j_       —    «  u     "t-    «  2-2)        ^33     ""  U^  225        ^      «  1^  «  22^  33" 
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Paragonandoli  cogli  invarianti  della  (1),  abbiamo  (n."  249)  le 

relazioni 

(3)     a\,  +  ft'22  =:  /,     a\,a\^,  =  A,,,     a\,a\^.^a'.^  —  A, 

le  quali  ci  dicono  che 

C-^)  «'33  =  -j-1 

e  che  a '11,  a '30  sono  le  radici  dell'equazione  quadratica 

(5)  r^  —  it  -\-  ^33  =  0. 

E  indifferente  assumere  per  coefficiente  di  X^(o  di  Y'^)  nella 
(2)  r  una  o  V  altra  delle  due  radici,  essendo  in  arbitrio  la 
scelta  dell'uno  0  dell'altro  asse  della  conica,  come  asse  delle  X 
(o  delle   y). 

/?)  Riduzione  dell'  equazione  di  una  conica  a  centro  a  due 
diametri  coniugati.  —  Se  come  nuovi  assi  coordinati  X,  Y  si 
assumono  due  diametri  coniugati,  si  dovrà  dare  1'  angolo  XY 
che  essi  formano,  per  distinguere  la  coppia  di  diametri  X,  Y 
dalle  infinite  altre  coppie  di  diametri  coniugati. 

L'equazione  ridotta  ha  ancora  il  tipo  (2);  ma  per  calcolarne 
i  coefficienti,  qui  bisogna  adoperare,  in  luogo  delle  (3),  le  equa- 
zioni (n.°  249) 

/Q/\  ^    11    ~T~    ^    2'-'      T  a    iitt    22  i  a    iitt   2^0'   33       i 

'^     ^  sen^^Xr    —  ^'    sen'^Xr  "~"  ^'''     sen-^XF    ~      ' 

a  cui  si  perviene  tenendo  conto  della  obliquità  dei  nuovi  assi. 
Queste  ci  danno  ancora 

(4')  a'33==-f-; 

ma  ora  «'„,  a'^a  sono  radici  della  equazione 

(5')  r2  _  Jsen^Xr  •  t  +  ^33sen2Xr=  0. 

y)  Riduzione  dell'equazione  di  una  iperbole  agli  asintoti.  — 
La  nostra  conica  (1),  supposta  iperbole,  quando  venga  riferita 
agli  asintoti,  assume  una  equazione  del  tipo  (n.^  239,  e)) 
(2")  2a\,XY  +  a\,  =  0. 

Formiamo  gli  invarianti  di  questa  (tenendo  conto  che  gli 
asintoti  in  generale  sono  obliqui),  ed  uguagliamoli  agli  inva- 
rianti noti  della  (1);  troveremo  le  equazioni 


2a\2CosXY  _  —  aV    _    .      —  a'.J'a', 

sen^XF         ~     '  sen^XZ  ~      '''    sen^XF 
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nelle  quali  le  incognite  sono  i  coefficienti  a'i,,  o,'zz  della  (2")  e 
r  angolo  X  Y  degli  asintoti.  Dalle  ultime  due  equazioni,  mediante 
divisione,  si  ottiene  intanto  il  solito  valore  del  termine  noto 
(come  era  previdibile,  n.*'  248,  II) 

(4")  a'33  =     j^  ' 

Dividendo  poi  membro  a  membro  la  seconda  delle  (3")  per 
la  prima  innalzata  a  quadrato,  si  trova 

donde 

(5  ")  '       tg  z  r  =  -—  "^^-lA^  , 

che  ci  dà  l'angolo  degli  asintoti.  Ricavando  di  qua 

I  +  tg^xy  -  7=^-4.1,,  ' 

e  sostituendo  nella  seconda  delle  (3"),  si  ha  in  fine 


dove  il  doppio  segno  dipende  dal  verso  che  si  assume  come 
positivo  sugli  asintoti. 

ó)   Riduzione  dell'equazione  di  una  jtarabola  all'asse  e  alla 
tangente  nel  vertice.  —  Se  come  assi  coordinati  X,  Y  si  assumono 
l'asse  della  curva  e  la  tangente  nel  vertice  (XF  =  -^1,  l'e- 
quazione della  parabola  assume  la  forma  (n.°  239,  (e)) 
(2'")  <,r^  +  2a\,X  =   0. 

Paragonando  gli  invarianti  di  questa  agli  invarianti  della 
(1),  neir  ipotesi  che  la  (1)  rappresenti  una  parabola,  e  sia  dun- 
que J^33   =   0,  troviamo  le  relazioni 
(3"')  a'22   =   J^,         —  ^'i3^^'22  =   -^5 

(oltre  all'identità  0  =  0  offerta  dagli  invarianti  quadratici). 
Le  (3'")  ci  danno  a'.^^,  ed  il  valore  dell'altro  coefficiente  in- 
cognito 

"'.  =  ±i/-4' 

il  doppio  segno  dipendendo  dal  verso  che  si  assume  come  po- 
sitivo sull'asse  X. 
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251.  Significato  geometrico  dell'  annullarsi  di  un  inya- 
riante.  —  Poiché  il  valore  di  un  invariante  non  si  altera  per 
una  trasformazione  di  coordinate  (e  si  altera  per  un  fattore 
t,  t'^  o  t^^  quando  tutto  il  primo  membro  dell'equazione  della 
curva  venga  moltiplicato  per  una  quantità  arbitraria  ^),  si  pre- 
vede che  l'annullarsi  di  un  invariante  debba  corrispondere  ad 
una  particolarità  della  conica  indipendente  dalla  posizione  degli 
assi  coordinati. 

Ed  infatti  sappiamo  già  che  l' annullarsi  dell'  invariante 
cubico,  ossia  la  condizione  J.  ==  0,  significa  che  la  conica  si 
spezza  in  due  rette  (n.*"  211);  e  l'annullarsi  dell'invariante 
quadratico,  J.33  =  0,  esprime  che  la  conica  è  una  parabola 
(n.''  196). 

Supponiamo  ora  nullo  l'invariante  lineare,  7=0.  Riferita 
la  conica  ad  assi  ortogonali  x,  y  arbitrari,  e  scrittane  1'  equa- 
zione sotto  la  forma  consueta 

sarà  a„  -]-  et  22  ==  0;  donde  segue  che  a^  e  a 22  hanno  segni 
opposti,  e  che  J.33  =  a^^a.,^  —  a^^}  è  negativo;  la  conica  è 
dunque  una  iperbole  (n.°  196).  D'altra  parte  l'angolo  XY  degli 
asintoti  di  una  iperbole  è  dato  da  (n."  250^  (5")) 

±  2  1/  -  A33 


tgxr 


I 


Se  /  ::^  0,  quell'angolo  è  retto,  la  iperbole  è  equilatera]  e  vi- 
ceversa. Dunque:  la  condizione  perchè  una  iperbole  sia  equilatera 
è  espressa  daW  annullarsi  delV  invariante  lineare  : 

«11  -|-  a  22   =   0,  in  assi  ortogonali 

«Il  -{-  «22  —  2ai<iC0sxy  =  0,  in  assi  qualsiansi. 

Osservazione.  —  Cumulando  due  delle  condizioni  sopra 
nominate,  si  trovano  ulteriori  particolarità.  Cosi,  se  ^1.  ::=:  ^Iss  =  0, 
la  conica  si  spezza  in  due  rette  parallele;  se  ^  =  /  =  0, 
la  conica  si  spezza  in  due  rette  perpendicolari.  Le  condizioni 
Aa-i  =  0,  I  =  0  sono  incompatibili  (per  coniche  rappresentate 
da  equazioni  a  coefficienti  reali),  a  meno  che  la  retta  all'infi- 
nito non  formi  parte  della  curva,  nella  quale  ipotesi  l' equa- 
zione cartesiana  si  abbassa  a  primo  grado. 
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252.  Teoremi  di  Apollonio.  —  Possiamo  inoltre,  per  le  co- 
niche a  centro,  procurarci  i  significati  geometrici  degli  inva- 
rianti stessi,  o  più  esattamente  di  certi  rapporti  formati  con 
quelli,  mediante  le  seguenti  considerazioni,  che  ci  condurranno 
a  stabilire  due  teoremi,  dovuti  ad  Apollonio,  sui  diametri  con- 
iugati di  una  conica  a  centro. 

Partendo  dall'equazione  di  una  conica  a  centro,  riferita  a 
due  assi  coordinati  x,  y  arbitrari,  che  supporremo  ad  es.  orto- 
gonali, calcoliamoci  i  valori  degli  invarianti  /,  J.33,  A.  Rife- 
riamo poi  la  curva  a  due  diametri  coniugati  X,  Y;  troveremo 
una  equazione  del  tipo 

(1)  a'iiX^  +  a'-z-i  r-  4-  a'm   =   0, 
dove  (n.°250, /?)) 

(2)  a',,  =  ^-, 

-a- 33 

ed  a'ii,  a'22  soddisfano  alle  condizioni 

(3)  a'n  -f-  a'22  =  Zsen'^^XF,     a'iia'22  =:  J.33sen-XF. 
D'altra  parte,  se  indichiamo  con  a,  /?  i  valori  dei  semidiametri 
della   conica  (1)   situati   rispettivamente   sulla   retta  X  e    sulla 
retta   Y  (dei  quali  semidiametri  supporremo  ad  es.  il  secondo 
non  trasverso,  nel  caso  della  i- 

perbole),  ricaviamo  dalla  (1),  pò-  x^  .,  -^ 

nendo  successivamente    Y  =  0  ^ 

ed  X  =  0, 

nella  seconda  delle  quali  il  segno 
superiore  si  riferisce  alla  ellisse,  l'inferiore  alla  iperbole.  Som- 
mando o  moltiplicando  membro  a  membro  le  (4),  otteniamo 

a-  =t  ^-  =  -  a'33  — — ,-^ ,  ±  «^^'  —   --„ir—r~-, 

Ci    iltt    22  (l    Ilio    22 

e,  tenendo  conto  delle  (2),  (3), 


^  33 

CI    33 


(5)  a2  ±  /?2  _ 

db  «2^^ 


AI 

A    2  ' 

-^33 

A^ 


AJsen^XY' 
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la  seconda  delle   quali  può   scriversi  cosi  (purché  si  premetta 
un  segno  conveniente  al  radicale) 

(6)  aS>..uXY  =  y^^. 

Ora  i  secondi  membri  delle  (5)  e  (6)  non  dipendono  evi- 
dentemente dagli  assi  coordinati  X,  Y]  segue  che  anche  i  primi 
membri  conservano  valori  inalterati,  quando  alla  coppia  X,  Y  di 
diametri  coniugati  si  sostituisca  un'altra  coppia  di  diametri  sif- 
fatti. Questa  osservazione  dà  luogo  ai  teoremi: 

I.  In  una  ellisse  è  costante  la  somma  dei  quadrati  di  due 
semidiametri  coniugati]  in  una  iperbole  è  costante  la  differenza 
dei  quadrati  di  due  semidiametri  coniugati.  E  questa  somma  o 
differenza  uguaglia,  in  particolare,  la  somma  o  differenza  dei 
quadrati  dei  semiassi. 

II.  In  una  conica  a  centro  è  costante  V  area  del  triangolo 
avente  per  lati  due  semidiametri  coniugati,  ed  è  uguale  all'area 
del  triangolo  costruito  sopra  i  due  semiassi. 

Osservazione  I.  —  Le  formole  (5),  (6)  ci  danno  la  inter- 
pretazione geometrica  di  certi  rapporti  di  invarianti.  Era  da 
prevedersi  che  una  siffata  interpretazione  non  appartenesse  agli 
invarianti  stessi  J,  J.33.  A,  i  quali  si  alterano  per  un  fattore, 
f,  ^^,  ^^,  quando  i  coefficienti  della  equazione  della  curva  ven- 
gono moltiplicati  per  t  (mentre  la  curva  resta  inalterata);  quel 
fattore  sparisce  evidentemente  dai  rapporti  suddetti,  pel  modo 
come  sono  formati. 

Osservazione  IL  —  Se  la  conica  è  una  ellisse  reale,  «^  -}-  j5^ 
è  certo  positivo,  e  quindi,  in  virtù  della  (5),  il  prodotto  AI  è 
negativo;  e  viceversa.  Dunque  le  condizioni  perchè  una  conica 
sia  una  ellisse  reale  sono  (n.°  196)  J.33  >»  0,  J./  -<  0;  e  le 
condizioni  per  una  conica  immaginaria:  J.33  >•  0,  Al  !>  0. 

Esercizi.  I.  —  1)  Scrivere  le  equazioni  riferite  agli  assi  delle  coniche 
rappresentate  in  coordinate  ortogonali  da: 
a)  4a;2  —  4,xy  +  4^/^  +  16a;  -  8?/  +  7  =  0, 

h)  3a;2  -^  8xy  -{-  3y^  -  6x  —  3  =  0, 

e)  2x2  _  Qxy  —  2^/2  +  5x  =  0, 

d)  bx^  +  éxy  +    t/2   —  2a;  +  5  =  0. 

2)  Equazioni  riferite  agli  asintoti,  ed  angolo  degli  asintoti,  per  le  iper- 
boli b),  e)  dell' es.  precedente. 
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3)  Scrivere  l' equazione   riferita   all'  asse  e  alla   tangente   nel   vertice 
della  parabola 

«2  -f  2xy  +  2/2  -  4«/  +  6   =  0. 

4)  Qual'è  il  parametro,  quale  l'equazione  ridotta  della  parabola 


\a  ?   ì 


^-'-f  +  i  =  o. 


se  X,  y  sono  coordinate  ortogonali?  E  se  xij  ha  un  valore  arbitrario  w? 

II.  —  5)  Partendo  dall'equazione  di  una  iperbole  riferita  agli  asintoti, 
si  dimostri  che  «  una  iperbole  e  la  coppia  dei  suoi  asintoti  determinano 
sopra  ogni  trasversale  due  segmenti,  che  hanno  lo  stesso  punto  medio  » 
(cfr.  n.°  222,  es.  1,  e)). 

6)  Dalla  stessa  equazione  si  deduca  che  «  le  rette  proiettanti  un  punto 
mobile  di  una  iperbole  da  due  punti  fìssi  della  curva,  intercettano  sopra  un 
asintoto  un  segmento  di  lunghezza  costante  »  (cfr.  n.°  222,  es.  1,  fe)  ). 

7)  Le  tangenti  alla  parabola  y^  =^  2px  nei  punti  (x^.  y^),  {x.2,  y^)  si 
incontrano  nel  punto  di  coordinate  {^If^  ,  ---~^) .  Mediante  queste  for- 
mole  si  dimostri  che  «  1'  area  di  un  triangolo  circoscritto  ad  una  parabola 
è  la  metà  dell'area  del  triangolo  formato  dai  punti  di  contatto  »  (GREaoRY). 

ni.  —  8)  Date  le  coordinate  {x\  y')  di  un  punto  P  di  una  conica  a 
centro  riferita  agli  assi,  si  scriva  l' equazione  del  diametro  QOQ'  coniugato 
al  diametro  POP',  si  determinino  le  coordinate  di  Q  e  Q',  le  lunghezze  a',  b' 
dei  due  semidiametri  coniugati  OP.OQ  {si  troverà  ò'2  :=  ''.^-x'^  +  72  ^'^),  e 
si  dimostrino  direttamente  i  teoremi  di  Apollonio  del  n."  252. 

9)  Si  dimostri  che  la  distanza  del  centro  dalla  tangente  nel  punto  P 
dell' es.  precedente  vale  ah  :  b'  (dove  a,  b  sono  i  semiassi);  da  questa  f  or- 
mola  segue  nuovamente  il  teorema  di  Apollonio  relativo  alle  aree. 

10)  Mediante  i  teoremi  di  Apollonio,  si  calcolino,  in  funzione  dei  se- 
miassi a,  b,  le  lunghezze  a',  b'  di  due  semidiametri  coniugati  formanti  un 
angolo  <u  assegnato.  Si  dimostri  che  w  può  avere  un  valore  qualsiasi  nella 
iperbole,  mentre  per  la  ellisse,  il  minimo  angolo  acuto  co  incluso  da  due 
semidiametri  coniugati  è  tale,  che  tgw  :=  -^^-p;  i  relativi  diametri  ri- 
sultano uguali  fra  loro  (  =  V  2{a'^  +  ò^j),  e  giacciono  sulle  diagonali  del 
rettangolo  formato  dalle  tangenti  nei  vertici.  È  questa  l'unica  coppia  di 
diametri  coniugati  uguali  di  una  ellisse;  assumendoli  come  assi  coordinati, 
la  equazione  della  eUisse  assume  la  forma  X'^  -f  Y-  =    ly  {a^  +  b^). 

11)  Accanto  ai  teoremi  di  Apollonio  va  considerato  il  seguente  :  «  in 
una  conica  a  centro  è  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  inverse  di  due 
semidiametri  perpendicolari  »  (Bobillier),  cioè  — ^  -(-  — -  r=  cost.,  dove  a,  /? 

vanno  presi  algebricamente,  e  quindi  nella  iperbole  possono  esser  reali  o 
immaginari.  Si  dimostri  il  teorema,  sia  ricorrendo  agli  invarianti,  per  la  qual 
via  si  vedrà  che  quella  costante  vale  —  lA-^  :  A  (nelle  ipotesi  del  n.°  252), 
sia  adoperando   l'equazione  polare   della   curva,   preso  per   polo   il   centro. 
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12)  Detto  parametro  relativo  ad  un  diametro  di  una  parabola  la  co- 
stante p',  die  figura  nell'equazione  Y^  =  2p' X  della  curva  riferita  a  quel 
diametro  e  alla  tangente  nell'estremo  di  esso,  si  dimostri  col  mezzo  degli 
invarianti  che  «  in  una  parabola  è  costante  il  prodotto  del  parametro  p' 
relativo  a  un  diametro  per  il  quadrato  del  seno  dell'  angolo  che  quel  dia- 
metro forma  colla  relativa  tangente,  ed  è  uguale  al  parametro  principale  p 
(relativo  all'asse)  ».  Si  ha  dunque  p'  ^  p,  e  la  differenza  p'  —  p  e  uguale 
al  doppio  della  distanza  dell'  estremo  del  diametro  dalla  tangente  nel 
vertice. 

13)  Ogni  coppia  di  diametri  coniugati  di  una  conica  determina  sopra 
una  tangente  due  punti,  le  cui  distanze  dal  punto  di  contatto  hanno  un 
prodotto  costante  ed  uguale  al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  alla 
tangente.  (  Si  dimostri  sia  sinteticamente,  sia  analiticamente,  riferendo  la 
curva  al  diametro  che  passa  per  il  punto  di  contatto  ed  al  coniugato). 

14)  Partendo  dall' es.  precedente,  si  giustifichi  la  seguente  costruzione 
(di  Chasles)  degli  assi  di  una  ellisse,  di  cui  son  noti  in  grandezza  e  posi- 
zione due  semidiametri  coniugati  OF,  OQ.  «  Si  conducano  per  P  la  paral- 
lela e  la  perpendicolare  ad  0  Q,  le  quali  risultano  tangente  e  normale  alla 
conica  in  P  ;  sulla  normale  si  prendano  due  segmenti  PH  ^=-  PK  =  0  Q  ; 
il  cerchio  che  passa  per  H,  K  ed  0,  sega  la  tangente  nominata  in  due 
punti  M,  N  che,  congiunti  con  0,  danno,  in  posizione,  gli  assi  (i  quali  sono 
altresì  bisettrici  dell'angolo  HOK).  Per  ottenere  le  grandezze  2 a,  2h  di 
questi,  si  osserverà  che  uno  dei  due  segmenti  OH,  OK  vale  a  -\-  h,  e 
l'altro  a  —  è  (n."  252),  donde  segue  una  immediata  costruzione. 

IV.  —  15)  Nel  punto  P{x\  y')  della  conica  ^  zt  -p-  =  1,  riferita 
agli  assi,  si  conduca  la  normale,  la  quale  seghi  in  JV,  N'  gli  assi  x,  y.  Si 
dimostrino  le  uguaglianze  PN  =  hh'  :  a,  PN'  =  ah'  :  b,  dove  b'  è  la 
lunghezza  del  semidiametro  coniugato  ad  OP  (es.  8)),;  segue  che  «  in  una, 
conica  a  centi'O  i  due  segmenti  di  una  qualsiasi  normale,  compresi  fra  il 
piede  (P)  e  gli  assi,  hanno  un  rapporto  costante  :=  b^  :  a^,  ed  un  prodotto 
uguale  al  quadrato  del  semidiametro  perpendicolare  alla  normale  ». 

16)  La  ricerca  dei  piedi  P{x,  y)  delle  normali  ad  una  conica  a  centro  K 
uscenti  da  un  dato  punto  8  del  piano,  conduce  a  risolvere  due  equazioni 
quadratiche  in  ic,  y,  delle  quali  una  rappresenta  la  K,  e  l'altra  una  iper- 
bole equilatera  passante  per  8,  per  il  centro  0  di  X,  ed  avente  gli  asintoti 
paralleli  agli  assi  di  K.  Segue  che  «  da  un  punto  del  piano  si  possono 
condurre  ad  una  conica  quattro  normali  (di  cui  due  almeno  i-eali);  i  piedi 
di  esse  sono  le  intersezioni  della  conica  data  con  una  certa  iperbole  equi- 
latera »  (Apollonio).  Questa  iperbole  può  generarsi  come  luogo  della  inter- 
sezione di  una  retta  variabile  uscente  da  <S,  col  diametro  di  K  coniugato 
alla  direzione  normale  a  quella  retta.  Essa  è  inoltre  il  luogo  dei  centri  delle 
coniche  di  ogni  fascio  determinato  da  K  insieme  ad  un  cerchio  qualsiasi 
di  centro  S  (Chasles)  (cfr.  n.°  238,  es.  17)  );  quindi  è  luogo  dei  punti  medi 
delle  corde  comuni  a  iC  ed  ai  singoli  cerchi  di  centro  S.  Come  dege- 
nera la  iperbole  se  S  appartiene  ad  uno  degli  assi  di  X  ? 
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17)  Dati  sulla  conica  A'  dell' es.  precedente  due  punti  P, ,  P.,,  si 
possono  costruire,  risolvendo  un  pi-oblema  di  secondo  grado,  due  nuovi 
punti  Pg.  P4  di  K,  tali  che  le  normali  a  K  in  P^^P^^P^^  P4  formino  fascio; 
anzi  la  retta  P3P4  si  determina  linearmente  partendo  dalla  retta  Pi  P2 
(n.°  231,  es.  28)).  Dalla  costruzione  segue  che  «  dei  quattro  piedi  delle 
normali  condotte  ad  una  conica  da  un  punto,  tre  qualisivogliano  determi- 
nano un  cerchio,  che  sega  inoltre  la  conica  nel  punto  diametralmente 
opposto  al  quarto  piede  »  (Joachimsthal). 

18)  Da  un  punto  generico  S  del  piano  si  possono  condurre  tre  normali 
ad  una  parabola  ;  i  loro  piedi  sono  le  intersezioni  della  curva  con  una  iper- 
bole equilatera  che  passa  per  S,  ed  ha  uno  degli  asintoti  sopra  l'asse  della 
parabola.  L'iperbole  può  generai-si  in  modi  analoghi  a  quelli  dell'es.  16). 
«  Il  cerchio  determinato  dai  tre  piedi  delle  normali  alla  parabola  uscenti 
da  un  punto,  passa  per  il  vertice  della  curva;  e  viceversa,  ogni  cerchio 
passante  pel  vertice,  sega  la  parabola  in  tre  punti,  le  cui  normali  concorrono 
in  un  punto  ».  Quest'ultimo  teorema  può  dimostrarsi  ricorrendo  all'osser- 
vazione seguente. 

V.  —  19)  Un  cerchio  sega  una  parabola  in  quattro  punti,  le  cui  or- 
dinate (rispetto  all'asse)  danno  una  somma  nulla,  e  viceversa;  in  altri 
termini  «la  condizione  affinchè  un  quadrangolo  iscritto  in  una  parabola 
sia  pure  iscrittibile  in  un  cerchio,  è  che  il  suo  baricentro  cada  sull'asse». 
Per  i  vertici  di  un  quadrangolo  iscrittibile  in  un  cerchio  passano  due  pa- 
rabole, i  cui  assi  si  segano  ad  angolo  retto  (n.°  238,  es.  18))  nel  baricentro 
del  quadrangolo. 

20)  Un  cerchio  sega  la  iperbole  equilatera  xy  =  A-  in  quattro  punti, 
le  cui  ascisse  e  le  cui  ordinate  danno  prodotti  uguali  a  A;^;  e  viceversa. 
La  iperbole  stessa  è  segata  da  un'altra  iperbole  equilatera  qualsiasi  in 
quattro  punti,  le  cui  ascisse  e  le  cui  ordinate  danno  prodotti  uguali  a  —  yt^; 
e  viceversa.  Dall'  ultima  proprietà  segue  che,  delle  quattro  intersezioni,  tre 
determinano  la  quarta  nel  modo  noto  (n.°  231,  es.  33)  )  ;  e  ricordando  la  prima 
proprietà,  si  ha:  «Se  di  quattro  pmiti  di  una  iperbole  equilatera,  ciascuno 
è  ortocentro  nel  triangolo  degli  altri  tre,  allora  ciascuno  ha  come  diame- 
tralmente opposto  un  punto,  che  appartiene  al  cerchio  passante  per  gli  altri 
tre;  e  viceversa  ». 

VI-  —  21)  Si  dimostri  analiticamente  che  «  il  luogo  di  un  punto  da 
cui  si  possono  condurre  tangenti  perpendicolari  tra  loro  ad  una  ellisse  od 
iperbole,  è  un  cerchio,  detto  cerchio  principale,  concentrico  alla  conica  e  di 
raggio  Va^  +  6-  »  (cfr.  n."  231,  es.  40)  ).  Nella  ellisse  il  cerchio  è  circoscritto 
al  rettangolo  formato  dalle  tangenti  nei  vertici  ;  per  la  iperbole,  è  reale  0  im- 
maginario, secondo  che  l'angolo  degli  asintoti  in  cui  è  contenutala  curva 
è  acuto  od  ottuso,  e  si  riduce  al  solo  centro  se  la  iperbole  è  equilatera. 
«Nella  parabola  y^  =  2px  il  luogo  dei  jjunti  da  cui  escono  tangenti 
perpendicolari,  è  la  retta  as  +  -^-  =  0,  detta  direttrice»  (cfr.  n.°  222,  es.  14)). 
(Si  approfitti  della  (5)  del  n.°  199;  o  si  scrivano  le  equazioni  di  due  tan- 
genti ortogonaU,  di  cui  una  sia  la  (5)  del  n.°  244,  o  la  (5)  del  n.°  246). 
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22)  Il  luogo  di  un  punto  da  cui  si  possono  condurre  ad  una  parabola 
tangenti  formanti  un  angolo  co  assegnato,  è  una  iperbole,  i  cui  asintoti  in- 
cludono l'angolo  2(<>;  essa  ha  uno  degli  assi  sopra  l'asse  della  parabola, 
e  tocca  questa  curva  in  due  punti  (immaginari)  situati  sulla  direttrice  ; 
(cfr.  n."  231,  es.  37)).  Il  luogo  analogo  per  una  conica  a  centro  è  una 
curva  del  quarto  ordine. 

23)  Un  punto  generico  P  del  piano  di  una  conica  K  è  vertice  di  in- 
finiti triangoli  autopolari  rispetto  a  K,  nei  quali  gli  altri  due  vertici  P',  P" 
sono  coniugati  in  una  involuzione  sulla  polare  p  di  P.  I  cerchi  circoscritti 
ai  detti  triangoli  formano  un  fascio  (n.°  231,  es.  32)),  il  cui  asse  radicale  passa 
per  il  centro  0  di  K.  Di  qua  segue  che  gli  infiniti  cerchi,  ciascuno  dei 
quali  è  circoscritto  ad  uno,  e  quindi  (n.°  215,  es.  35))  ad  infiniti  triangoli  auto- 
polari rispetto  a  K,  hanno  a  due  a  due  un  asse  radicale  passante  per  il 
punto  0,  e  formano  una  rete  di  cui  0  è  il  centro  radicale  (n."  160,  es.  11)).  Il 
centro  0,  se  è  proprio,  ha  la  stessa  potenza  rispetto  a  quei  cerchi;  questa 
si  può  calcolare,  riferendosi  ad  es.  al  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo 
PP'P"  formato  da  un  punto  P  di  un  asse  e  da  P'  e  P"  coincidenti  in 
uno  dei  punti  Ky,  e  si  riconosce  uguale  ad  a^  zìz  b^-  Hisulta  di  qua  il 
teorema  di  Faure  :  «  I  cerchi  circoscritti  ai  triangoli  autopolari  rispetto  ad 
una  conica  a  centro,  segano  ortogonalmente  il  cerchio  principale  della  co- 
nica; e  viceversa.  I  cerchi  analoghi  relativi  alla  parabola  segano  ortogo- 
nalmente la  direttrice,  che  è  il  luogo  dei  loro  centri  ;  e  viceversa  ».  Nella 
iperbole  equilatera,  ad  es.,  quei  cerchi  passano  per  il  centro  della  curva 
(cfr.  n.°  238,  es.  16)). 

VII.  —  24)  Si  scriva  l'equazione  del  cerchio  osculatore  ad  una  conica 
in  un  punto  P,  assumendo  come  assi  coordinati  il  diametro  passante  pel 
punto  e  la  tangente  ivi  (cfr.  n.**  229);  si  dimostri  che  il  raggio  del  detto 
cerchio,  per  una  conica  a  centro  {raggio  di  curvatura  della  conica  in  P),  è 

espresso  da  (>  =   — , ,  dove  a'  e  il  semidiametro  passante  per  P,  fc' 

e  il  semidiametro  coniugato,  ed  w  è  l'angolo  dei  due  semidiametri.  Si  può 
anche  scrivere  q  =  — r  ,  ed  esprimere  q  mediante  le  coordinate  x',  y'  di  P 
(es.  8)).  Se  P  ad  es.  è  un  vertice  della  curva,  estremo  del  semiasse  a,  si 
ha  p  =  — ,  raggio  del  cerchio  che  ha  ivi  un  contatto  quadripunto  colla 
conica. 

25)  Mediante  il  valore  trovato  per  (),  si  giustifichi  la  seguente  costru- 
zione del  centro  del  cerchio  osculatore  {centro  di  curvatura)  in  un  punto  P 
di  una  conica  a  centro:  condotta  la  normale  in  P,  la  quale  seghi  in  N,  N' 
gli  assi  della  curva,  si  tiri  nel  centro  0  la  perpendicolare  al  diametro  OP 
fino  a  segare  in  K  la  normale,  e  si  porti  su  questa  il  segmento  N'C  '=  —  iVlf  ; 
C  è  il  centro  richiesto. 

26)  Un'  altra  costruzione  del  cerchio  osculatore  in  P,  nella  quale  si 
adoperano  soltanto  il  semidiametro  OP  ed  il  semidiametro  coniugato  OQ, 
è  la  seguente  :  sui  due  semidiametri  OP,  OQ  sì  costruisca  il  parallogramma 
OPRQ,  e  dal  vertice  R  si  conducano  le  perpendicolari  al  lato  PO  e  alla 
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diagonale  PQ;  queste  perpendicolari  intercettano  sulla  normale  in  P  (per- 
pendicolare a  PB)  un  segmento  uguale  al  raggio  di  curvatura  in  P.  In 
particolare,  se  OP  e  OQ  sono  semiassi,  la  perpendicolare  calata  da  JJ  su  PQ 
incontra  gli  assi  nei  centri  dei  cerchi  osculatori  relativi  ai  vertici  P  e  Q. 
27)  Il  centro  del  cerchio  oscillatore  nel  punto  {x',  y')  di  una  conica 
a  centro  riferita  agli  assi  ha  le  cooi-dinate 

dove  si  è  posto  c^  =  a^  +  b^  per  la  ellisse  od  iperbole,  rispettivamente. 
Mentre  il  punto  («',  y')  descrive  la  conica,  il  punto  (X,  Y)  decrive  la  cui-\'a 
del  sesto  ordine 


(v) 


+  I  {- 1  -  =  i> 


dove  a  =  c^  :  a,  ^  =  c^  :  b.,  questa  curva,  luogo  dei  centri  di  curvatura, 
dicesi  evoluta  della  conica  data  ;  (essa  possiede  quattro  cuspidi  nei  centri  di 
curvatura  relativi  ai  vertici,  ed  ha  come  tangente  in  ogni  suo  punto  (X,  Y) 
la  normale  alla  conica  nel  punto  corrispondente  (x',  y')). 

28)  Il  procedimento  dell' es.  24),  applicato  alla  parabola,  dà  il    raggio 

v'  p 

di  curvatura  nel  punto  P(x',  y')  sotto   la   forma  P  =  =  —   „-      . 

^  V     )  ^  /  sr  senoj  sen'^w 

dove  p'  è  il  parametro  relativo  al  diametro  uscente  da  P(es.  12)),  ^  è  il 
parametro  principale,  co  è  l'angolo  della  tangente  in  P  con  un  diametro 
qualsiasi.  In  particolare,  il  raggio  di  curvatura  nel  vertice  è  uguale  al  pa- 
rametro. Per  costruire  il  centro  del  cerchio  osculatore  (o  di  curvatura) 
in  P,  si  conduca  ivi  la  normale  che  seghi  l'asse  in  N,  e  si  poi'ti  sull'asse, 
da  banda  opposta  al  vertice,  un  segmento  NH  uguale  al  doppio  dell'  ascissa 
di  P  (cioè  alla  sottotangente  di  P);  la  perpendicolare  all'asse  in  H  sega 
PN  nel  centro  richiesto. 

29)  Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  della  parabola  nel  punto 
(x',  y')  sono 

X  =  p  +  Sx',       Y  =  -  y'^  :  p^, 
e   l'equazione  deìV evoluta,  luogo  del  detto  centro,  è 

27pY2  =  8{X  -  p)3; 
si  tratta  di  una  curva  del  terzo  ordine,  detta  parabola  semicubica  (cfr.  n."  163, 
es.  1)),  avente  una  cuspide  nel  punto  (p,  0). 

VIII.  —  30)  Le  coordinate  di  un  punto  P  che  descriva  una  ellisse 
riferita  agli  assi,  possono  esprimersi  in  funzione  di  un  angolo  variabile  cp, 
detto  anomalia  eccentrica  (Kepu:ro),  mediante  le  seguenti  equazioni  par  ame- 
triche 

X  =  a  cos  qp,       y  =z  b  sen  (p  ; 
<p    è   l'angolo   formato   dall'asse   x   col    raggio   del   cerchio  x^  -{-  y''  ^=^  a- 
passante  pel  punto  di  esso,  che  ha  la  stessa  ascissa  di  P. 

31)  Due  punti  P  e  Q  della  ellisse  che  siano  estremi  di  due  semidiametri 
coniugati,  corrispondono  a  due  valori  del  parametro  <p  differenti  per  ,  ;  di 
qua  seguono  nuovamente  i  teoremi  di  Apollonio  (n°  252). 

28 
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32)  Se  due  punti  Pi,  P2  di  una  ellisse  si  muovono  in  modo  che  la 
retta  Pi  P2  si  mantenga  parallela  a  sé  stessa,  la  somma  <Pi  -\-  (ft  delle  loro 
anomalie  eccentriche  rimane  costante.  E  se  le  due  corde  P1P2,  PsPt  di 
una  ellisse  formano  angoli  uguali,  ma  opposti,  con  ciascun  asse,  tra  le  ano- 
malie eccentriche  dei  quattro  punti  passa  la  relazione  q>i-\-  q>i-\-  ifa  +  g>i  =  0 
(mod.  2n).  Segue  (n°  238,  es.  18))  che  «  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  quattro  punti  di  una  ellisse  appartengano  ad  un  cerchio,  è  che  Ja 
somma  delle  loro  anomalie  eccentriche  sia  nulla  (a  meno  di  multipli  di  2;^)  » 
(  Joachimsthal). 

31)  Segue  ancora  che  il  cerchio  osculatore  alla  ellisse  nel  punto  (  di 
anomalia)  a  sega  ulteriormente  la  curva  nel  punto  /?  =  —  3 a,  E  che  per 
il  punto  ^  passano  tre  cerchi,  osculanti  la  curva  nei  punti 

/3      _    ^  +  271      _    /?  +  4?r 

3  '  3        '  3        ' 

i  quali  punti,  col  punto  primitivo,  stanno  in  un  cerchio  (n."  238,  es.  23)). 

33)  Per  la  iperbole  si  possono  assumere  le  seguenti  equazioni  para- 
metriche  : 

as  =  a  sec  90,        y  =  btg  cp. 

Il  diametro  trasverso  che  ha  un  estremo  nel  punto  (x,  y)  ha  come 
coniugato  il  diametro  non  trasverso,  di  cui  un  estremo  è  il  punto  x'  =  citgq>, 
y'  =  b  sec  cp. 

IX.  —  34)  Per  un  punto  0  del  piano  di  una  conica  si  conducano  due 
trasversali  arbitrarie  a  segar  la  curva,  la  prima  in  M,  M',  la  seconda  in 
N,  N';  si  dimostri  che  «  il  rapporto  ^  y  ^y^  non  varia  se  il  punto  0  si 
sposta  comunque,  purché  le  due  trasversali  conservino  inalterate  le  loro 
direzioni  »  (Apollonio).  (  Si  assumano  ad  es.  le  trasversali  come  assi 
coordinati;  n.°  248,  I)). 

35)  In  conseguenza  :  se  due  rette  ruotano  intorno  a  due  punti  fìssi  0, 
0,  restando  parallele  tra  loro,  i  prodotti  dei  segmenti  che  la  conica  segna 
su  quelle  serbano  un  rapporto  costante ~r  ' 

^  ^^  om    •    om' 

36)  Seguono  i  corollari:  Il  prodotto  dei  segmenti  di  una  secante  che 
ruoti  intorno  ad  un  punto  fisso,  è  proporzionale  al  quadrato  del  semidia- 
metro parallelo  ad  essa.  I  due  tratti  di  tangenti  compresi  fra  un  punto 
esterno  ad  una  conica  ed  i  punti  di  contatto,  sono  proporzionali  ai  semidia- 
metri ad  essi  paralleli. 

37)  Dalla  proposizione  dell' es.  34)  segue  facilmente  il  teorema  di 
C.4.RNOT  sul  poligono  segato  da  una  conica  (n.°  215,  es.  24))  ;  (basta  condurre 
per  un  punto  arbitrario  0  trasversali  parallele  ai  lati  del  poligono,  ecc.).  Vice- 
versa, quella  proposizione  può  dedursi  come  caso  limite  dal  teorema  di  Carnot 
relativo  ad  un  triangolo,  un  cui  vertice  si  faccia  allontanare  alF  infinito. 
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Capitolo  V. 
Proprietà  focali  delle  coniche. 

253.  Definizione  di  fuoco.  —  Noi  sappiamo  (n.°  205)  che 
da  un  punto  qualsiasi  del  piano  di  una  conica  escono  infinite 
coppie  di  rette  coniugate  rispetto  alla  curva,  formanti  una  invo- 
luzione che  ha  per  rette  doppie  le  tangenti  dal  punto  alla  conica. 
Tra  quelle  coppie  ve  ne  sarà  dunque  una,  e  in  generale  una 
sola  (n.°  92),  composta  di  rette  (reali)  perpendicolari  fra  loro. 
Siamo  ora  condotti  a  chiedere  se  vi  sia  qualche  punto  parti- 
colare, tale  che  per  esso  passino  più  di  una,  e  quindi  infinite 
coppie  di  rette  coniugate  rispetto  alla  conica  e  perpendicolari 
fra  loro.  Un  punto  siffatto  si  dirà  fuoco  ;  per  noi  dunque  (adot- 
tando la  definizione  di  Poncelet): 

Fuoco  di  una  conica  è  un  punto  tale,  che  la  involuzione 
delle  rette  uscenti  da  esso  e  coniugate  rispetto  alla  curva,  sia  cir- 
colare. Se  ricordiamo  che  le  rette  doppie  (immaginarie)  di  una 
involuzione  circolare  passano  per  i  punti  ciclici  del  piano, 
possiamo  anche  definire  il  fuoco  come  un  punto  tale,  che  le 
tangenti  da  esso  condotte  alla  curva  passino  per  i  punti  ciclici 
del  piano. 

Poiché  le  dette  tangenti  sono  immaginarie,  deve  intanto 
ogni  fuoco  esser  interno  alla  conica.  Esso  coincide  col  centro 
(supposto  proprio)  di  questa  solo  quando  la  involuzione  dei 
diametri  coniugati  sia  circolare,  cioè  nel  cerchio  (n.°  238).  Ed 
è  sempre  un  punto  proprio,  eccettuato  al  più  il  caso  della  para- 
bola, il  cui  punto  all'infinito  può,  sotto  alcuni  rispetti,  esser 
riguardato  come  fuoco,  sebbene  ciò  non  si  soglia  fare. 

Escluso  il  cerchio,  congiungiamo  un  fuoco  F  (supposto 
proprio)  col  centro  0  della  conica.  Fra  le  corde,  parallele  tra 
loro,  coniugate  col  diametro  OF,  quella  passante  per  F  deve 
esser  perpendicolare  ad  OjP(per  definizione  di  fuoco);  dun- 
que OF  è  un  asse  della  conica  (n.°  236),  dunque  ogni  fuoco 
appartiene  ad  un  asse. 

Volendo  proseguire  per  via  analitica  la  ricerca  dei  fuochi, 
ci  conviene  staccare  le  coniche  a  centro  dalla  parabola. 
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254.  Ricerca  dei  fuochi  della  ellisse  e  della  iperbole.  — 

Partiamo  dall'equazione  della  curva  riferita  agli  assi  (n.°  244) 

W  ^2     —     52 

dove,  in  questa  e  nelle  formole  successive,  il  segno  superiore  si 
riferisce  all'  ellisse,  l' inferiore  alla  iperbole.  Nel  caso  della  ellisse 

supporremo  «  ^  &;  so- 
pra X  si  trova  dunque 
r  asse  maggiore  della 
ellisse,  trasverso  della 
iperbole. 

Scriviamo  anzitutto 
le  equazioni  di  due 
rette  m,  n  coniugate  ri- 
spetto alla  conica  e 
perpendicolari  tra  loro. 
Una  di  esse,  ad  es.  la 
sarà  la  perpendicolare  calata  su 
Se  chiamiamo  ad  es.  {x\  y')  le 


m,  sarà  arbitraria,  mentre   n 
m  dal  polo  ilf  di  m  (n.°  205) 
coordinate  di  M,  le  equazioni  delle  due  rette  saranno  (n.°  244) 
xx'      ,      yy' 


m) 
n) 


a^(x 


x') 


± 


=  1, 

*^(2/  —  y') 


X  y 

Seghiamo  le  due  rette  con  uno  degli  assi  della  conica,  ad 
es.  coli' asse  x]  troveremo  due  punti  M'^  N'  aventi  come  ascisse 

OM'  =    "^,        ON'  =  -^^  (a^  +  6^). 

I  due  punti  Jf' ,  N'  variano  col  mutare  delle  due  rette  m,  w, 
coniugate  e  perpendicolari;  ma  il  prodotto 
OM'  '  ON'  =  «^  qi  52 

rimane  costante;  ciò  dimostra  che  M' ,  N'  si  mantengono  con- 
iugati in  una  involuzione  avente  il  centro  0  e  la  potenza 
a"  q=  è^  (n.°  88,  a)).  Nella  ipotesi  fatta,  la  potenza  è  positiva,  e 
si  suole  indicare  con  c^,  ponendo 


(2) 


per  la  ellisse 
per  la  iperbole 


c2  ==  «2  —  6^, 
c^  =:  a^  J^  62. 


(«  >  h) 
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la  involuzione  dunque  è  iperbolica,  ed  ha  due  punti  doppi  F,  F  ' 
di  ascisse  e,  —  e,  sull'asse  x.  Segue  poi  dalle  cose  dette  che,  se 
per  uno  di  essi,  ad  es.  per  F,  si  conduce  una  retta  m  ad  arbi- 
trio, la  retta  n,  coniugata  e  perpendicolare,  passerà  pure  per  F. 
Ciò  prova  che  i^  ed  i^'  sono  fuochi  della  conica,  sono  anzi  i 
soli  fuochi  situati  sull'asse  x. 

Se  lo  stesso  procedimento  si  ripete  per  l'asse  ?/,  si  trova 
che  la  involuzione,  cui  appartengono  le  coppie  di  intersezioni 
di  y  con  w  ed  n,  è  ellittica,  di  potenza  —  c^;  si  conclude 
che  sull'asse  y  stanno  due  fuochi  immaginari  di  ordinate 
-f-  c^,  —  ci. 

Limitandoci  a  considerare  i  fuochi  reali,  che  soli  hanno 
interesse,  concludiamo  : 

Una  conica  a  centro  possiede  due  fuochi^  situati  sopra  uno 
degli  assi  (asse  focale  o  principale),  che  e  l'asse  maggiore  per 
V ellisse  e  l'asse  trasverso  per  la  iperbole.  I  fuochi  sono  sim- 
metrici rispetto  al  centro,  e  la  loro  distanza  da  questo  punto 
{distanza  focale)  è    e  =  }/  a^  qp  Y^ 

Il  valore  della  distanza  focale  giustifica  senz'altro  le  se- 
guenti costruzioni  dei  fuochi. 

Se  la  curva  è  una  ellisse,  si  descriva  il  cerchio  che  ha  per 
centro  un  vertice  dell'  asse  minore  e  per  raggio  il  semiasse  mag- 
giore; questo  cerchio  sega  l'asse  maggiore  nei  fuochi. 


Se  la  curva  è  una  iperbole,  si  circoscriva  un  cerchio  al 
rettangolo  che  ha  per  mediane  gli  assi  AA',  BB'  della  curva; 
quel  cerchio  sega  Tasse  trasverso  nei  fuochi. 
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255.  Alcune  proprietà  angolari  dei  fuochi.  —  Risulta  dalle 
considerazioni  precedenti  che: 

a)  Le  coppie  di  rette  coniugate  rispetto  ad  una  conica  e 
perpendicolari  tra  loro,  segano  sull'asse  focale  coppie  di  punti 
separati  armonicamente  dai  fuochi. 

Considerando  il  gruppo  armonico  che  due  rette  siffatto 
w,  n  formano  colle  congiungenti  il  punto  P  =  mn  ai  fuochi, 
si  vede  subito  (n.°  51)  che  m,  n  bisecano  l'angolo  FPF'. 

Ora  due  rette  coniugate  e  perpendicolari  sono,  ad  es.,  la 
tangente  e  la  normale  in  un  punto  P  della  curva;  quindi: 

b)  La  tangente  e  la  normale  in  un  punto  di  una  conica  a 
centro  sono  le  bisettrici,  dell'  angolo,  sotto  cui  i  fuochi  sono  visti 
dal  punto.  La  tangente  è  bisettrice  esterna  del  detto  angolo 
nella  ellisse,  e  bisettrice  interna  nella  iperbole;  infatti  ia  tan- 
gente sega  la  retta  FF'  in  un  punto  esterno  alla  conica,  il 
quale  si  troverà  dunque  fuori  del  segmento  finito  PP'  nella 
ellisse,  dentro  nella  iperbole. 

È  conseguenza  del  precedente  teorema  il  noto  fenomeno, 
secondo  cui  i  raggi  luminosi,  o  termici . . . ,  emessi  da  un  fuoco, 
vengono  riflessi  dal  perimetro  della  ellisse  in  raggi  passanti  per 
l'altro  fuoco;  donde  il  nome  di  fuochi  dato  da  Keplero  a  questi 
punti,  le  cui  principali  proprietà  erano  già  note  ad  Apollonio. 

In  generale,  se  il  punto  P  sopra  nominato  è  esterno  alla 
curva,  si  dimostra  mediante  analoghe  considerazioni  il  seguente 
teorema  : 

e)  I  due  angoli  formati,  l'uno  dalle  tangenti  ad  una  conica 
a  centro  condotte  da  un  punto  esterno,  V  altro  dalle  rette  congiun- 
genti quel  punto  ai  fuochi,  hanno  le  stesse  bisettrici  (che  sono 
le  rette  m,  n  uscenti  da  P). 

356.  Proprietà  dei  raggi  focali.  —  In  varie  formole  rela- 
tive ai  fuochi  comparisce  il  rapporto  della  distanza  focale  al 
semiasse  focale  (maggiore  o  trasverso),  rapporto  che  si  chiama 
eccentricità,  e  si  suole  indicare  con  e,  ponendo  dunque 

a  a  y  a'^ 

L'  eccentricità  è  nulla  per  il  cerchio,  inferiore  ad  1  per  la 
ellisse  (ma  tanto  maggiore  quanto  più  la  ellisse  differisce  da 
un  cerchio),  superiore  ad  1  per  la  iperbole.       -  "■    ' 
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Ciò  premesso,  assumiamo  un  punto  P(x,  y)  qualsiasi  sulla 
conica,  e  proponiamoci  di  calcolare  le  distanze  del  punto  P  dai 
fuochi,  o,  come  brevemente  diremo,  i  raggi  focali  (o  vettori)  del 


\  ^' 

^/T 

r  j 

o) 

'  \  ^ 

punto  P.  Ricordando  che  le  coordinate  di  P  soddisfano  all'equa- 
zione (1)  della  conica,  ossia  che 

rb   h4l   -  K 


e  tenendo  presenti  le  (2)  del  n°  254.  e  la  (3),  avremo 
PP'  ==  (x  -  cy  +  y-'  =  xHl  T  -2-    -  ^cx  4-  (c2  +  b-') 


2cx  -\-  a^  =. 


X  —  a 


{ex  —  a)'^. 


Concludiamo  che  la  lunghezza  PF  (presa  aritmeticamente)  è 
uguale  al  valore  assoluto  del  binomio  ex  —  a. 

Ora  per  la  ellisse  è  e  <^  1,  x  ^  a,  e  quindi  ex  —  a  <^  0] 
sarà  dunque 

(4)  PF  =  a  —  ex. 

Analogamente  si  trova,  considerando  l'altro  fuoco  P', 

PF'  =  a  -f  ex; 
donde 

PF  +  PF'  =  2a. 

Per  la   iperbole  invece  e  >  1  ed  x  ^  a,  se  P  appartiene 
al  ramo  i  cui  punti  hanno  ascissa  positiva;    è  poi   x  -^  —  a 
per  l'altro  ramo;  sarà  dunque 
(4')  PP  =  it  (ex  —  a), 

dovendosi  prendere  esternamente  il  segno  che  ha  x.  Similmente 
PF'  =  ±  (ex  4-  a), 
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e  infine 

PF'  —  PF  =  ±  2a. 

Si  giunge  cosi  all'importante  teorema: 

Nella  ellisse  è  costante  la  somma  dei  due  raggi  focali  di  un 
punto^  ed  è  uguale  all'asse  maggiore.  Nella  iperbole  è  costante  la 
differenza  dei  raggi  focali  di  un  punto ^  ed  è  uguale  all'asse 
trasverso. 

Del  teorema  è  pur  vero  l'inverso  ;  sappiamo  infatti  (n.°  162,  a)) 
che  il  luogo  di  un  punto,  le  cui  distanze  da  due  punti  fìssi  ab- 
biano una  data  somma  o  una  data  differenza,  è  una  ellisse  od 
una  iperbole. 

257.  Direttrici  di  una  conica  a  centro.  —  Riprendiamo  la 
espressione  del  raggio  focale  PF  di  un  punto  P{x,  y),  cioè, 
facendo  astrazione  dal  segno, 

(4)  PF  =   a  —  ex. 

Essa  contiene  linearmente  le  coordinate  del  punto  P  (e  ciò 
qualunque  siano  gli  assi  coordinati,  a  cui  la  conica  venga  rife- 
rita, n.°  141).  Ora  questo  fatto  algebrico  (che  vale  a  caratte- 
rizzare i  fuochi)  trova  una  semplice  interpretazione  geometrica. 
Si  consideri  infatti  quella  retta,  la  cui  equazione  si  ottiene  ugua- 
gliando a  zero  la  espressione  nominata  ;  nel  nostro  caso,  la  retta 

(5)  a  —  ex  =   0, 
ossia 

a    a^ 

e  e 

La  distanza  PQ  del  punto  P{x,  y)  dalla  retta  (5)  diffe- 
risce solo  per  un  fattore  dal  valore  che  assume  il  primo  mem- 
bro della  (5),  quando  al  posto  delle  variabili  si  pongano  le 
coordinate  di  P(n.°  116);  e  precisamente  (fatta  astrazione  dal 
segno) : 

^„  a  —  ex  a 

PQ  =   = X, 

e  e 

come   risulta   pure  dalle  figure  di  pag.  439.    Questa  relazione, 
ricordando  la  (4),  ci  dà 

PF    _ 

PQ    ~  "' 
indipendente  dalla  posizione  di  P.  • 


—  441  — 

Per  enunciare  il  risultato,  si  osservi  che  la  retta  (5)  (la  cui 
equazione  può  anche  scriversi  sotto  la  forma  -^4  =^  1  )  è  la  po- 
lare del  fuoco  F(c^  0)  rispetto  alla  conica.  Ora  le  polari  dei 
fuochi  si  sogliono  chiamare  direttrici.  Una  conica  a  centro  ha 
due  direttrici,  esterne  rispetto  alla  curva,  e  normali  all'asse 
focale.  Possiamo  così  affermare  che: 

Il  rapporto  delle  distanze  di  un  punto  qualsiasi  di  una  conica 
(a  centro)  da  un  fuoco  e  dalla  corrispondente  direttrice  è  co- 
stante, ed  uguale  alla  eccentricità. 

Sappiamo  poi,  inversamente  (n.°  162,  ò)),  che  il  luogo  di  un 
punto,  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta  fissa 
abbiano  un  rapporto  costante  e,  è  una  conica,  e  precisamente 
una  ellisse  se  e  <C  1,  una  iperbole  se  e  >►  1  (^). 

258.  Altre  proprietà  focali  delle  coniche  a  centro.  —  Dalle 
proprietà  precedenti  dedurremo  alcuni  corollari  per  via  geome- 
trica,   lasciando    al    lettore   la 
cura  di  ritrovarli  analiticamen- 
te  C^). 

Condotta  la  tangente  ad 
una  conica  a  centro  in  un  punto 
P  di  essa,  costruiamo  il  punto 
G  simmetrico  di  un  fuoco  F 
rispetto  alla  detta  tangente. 
Congiungendo  il  punto  P  con 
F,  F'  e  G,  risulta  subito,  dal- 
l'uguaglianza di  certi  tre  angoli 
col  vertice  in  P  (n.°  255,  ò)), 

che  i  punti  F'^  P  e  G  sono  allineati,  e  che  PG  =:z  PF,  donde 
segue,  in  valore  assoluto,  per  la  ellisse  e  per  la  iperbole, 

F'G  —  F'P  rt  PG  —  F'P  -±  FP  =z  2a. 


(^}  Risulta  dalle  cose  dette  che  l' equazione  (in  coordinate  ortogonali) 
±    V  {x  —  ay-  +  {y  —  /?)»  =   ax  +  by  +  e 
rappresenta  una  conica  avente  il  fuoco  (a,  /?),  la  direttrice  ax  +  by  +  e  =  0, 
e  r  eccentricità   V  a^  +  b^. 

(2)  Giova  a  tal  fine  ricorrere  all'equazione  della  tangente  scritta  sotto 
la  forma  (5)  del  n.°  244.   •.    —     '  *  v      -      i.'.  " 
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Dunque: 

a)  Il  luogo  del  punto  simmetrico  di  un  fuoco^  rispetto  ad  una 
tangente  variabile  di  una  conica  a  centro,  è  il  cerchio  che  ha  per 
centro  V  altro  fuoco  e  per  raggio  V  asse  focale. 

Il  segmento  che  congiunge  il  punto  H,  medio  di  FO,  col 
centro  0,  medio  di  FF',  vale   ^  ^'G-  =^  ^'i  ^  ^^  conseguenza: 

lo)  Il  luogo  del  piede  della  perpendicolare  calata  da  un  fuoco 
sopra  una  tangente  variabile  ad  una  conica  a  centro  (breve- 
mente la  podaria  di  un  fuoco),  è  il  cerchio  descritto  sulV asse  fo- 
cale come  diametro.  Questo  cerchio  è  pure  (per  ragioni  di  sim- 
metria) luogo  del  piede  H'  della  perpendicolare  calata  da  F' 
sulla  detta  tangente. 

Ora  se  si  prolunga  la  FR  fino  ad  incontrare  nuovamente 
il  cerchio  in  K,  sarà  (per  la  simmetria  della  figura  rispetto  ad  0) 
FK  =  F'S' \  ma  d'altra  parte 

FH.  •  FK  =  FA  ■  FA'  =  +  («  —  e)  {a  +  e)  =  b\ 
Si  conclude: 

e)  //  prodotto  delle  distanze  dei  fuochi  di  una  conica  a 
centro  da  una  tangente  variabile  è  costante,  ed  uguale  al  qua- 
drato del  semiasse  secondario  {non  focale). 

259.  Fuoco  della  parabola.  —  Prendiamo  ora  in  esame  la 
parabola,  che  supporremo  riferita  all'asse  e  alla  tangente  nel 
vertice, 

(1)  y-^  =  2px, 

e  vediamo  come  a  questa  curva  si  adattino  le  proprietà  focali 
delle  coniche  a  centro.  Seguendo  lo  stesso  procedimento  tenuto 
nel  n.°  253,  scriviamo  le  equazioni  di  due  rette  coniugate  e  per- 
pendicolari, quali  sono  la  retta  polare  di  un  punto  qualsiasi 
M(x',  y')  (cfr.  n.°  246) 
m)  yy'  —  p{x  -^  x'), 

e  la  normale  ad  essa  condotta  da  M 

n)  ^-^^    +  ^^^  =  0. 

^  V  y 

Le  due  rette  m,  n  segano  l'asse  della  curva  {y  =  0)  in 
due  punti  M',  N'  aventi  le  ascisse 

OM'  =z  —  x',       ON'  =  p  +  x'. 

Ora  la  somma 

OM'  +  ON'  =  p     -^^     "  •:■    -     •'"  -  •■ 
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è  indipendente  dalla  coppia  di  rette  m,  n,  coniugate  e  perpen- 
dicolari, che  si  considerano.  Risulta  di  qua  che  i  punti  Jf ',  N' 
dell'asse  x  sono   coniugati  in  una  involuzione  simmetrica,  che 
ha  per  punti  doppi  il  punto 
medio  F  ira,  M\  N',  avente 
l'ascissa 


(2) 


0^=f. 


ed  il  punto  all'infinito  Ccc 
(dell'asse  ossia)  della  para- 
bola. Il  punto  F  è  fuoco 
della  curva,  mentre  il  punto 
Cac  possiede  solo  alcune  delle 
proprietà  spettanti  ai  fuochi. 
Si  suol  dire  perciò  che  : 

La  2)(irabola  possiede  un  solo  fuoco,  situato  sulV  asse,  interno 
alla  curva,  e  avente  dal  vertice  una  distanza  uguale  a  metà  del 
parametro. 

Il  fuoco  può  costruirsi  conducendo  pel  vertice  la  retta 
y  ==  2j7,  la  quale  sega  ulteriormente  la  curva  (1)  in  un  punto 
di  ascissa  |  ,  situato  adunque  sulla  perpendicolare  all'asse  con- 
dotta pel  fuoco. 

Dalle  cose  dette  risulta  che  : 

a)  Le  coppie  di  rette  coniugate  rispetto  ad  una  parabola 
e  perpendicolari  tra  loro,  segano  sull'asse  coppie  di  punti  simme- 
trici rispetto  al  fuoco.  E  di  qua,  collo  stesso  ragionamento  fatto 
per  le  coniche  a  centro,  si  trae  che  : 

b)  La  tangente  e  la  normale  ad  una  parabola  in  un  punto 
sono  le  bisettrici  deW  angolo  formato  dalla  retta  congiungente  il 
punto  al  fuoco  e  dal  diametro  uscente  dal  punto  (retta  parallela 
air  asse). 

E  vale  pure  per  la  parabola  un  risultato  analogo  all'ul- 
timo teorema  del  n."  255,  come  il  lettore  vedrà  facilmente. 

260.  Altre  proprietà  focali  della  parabola.  —  Preso  un 
punto  P(x,  y)  sulla  parabola,  calcoliamo  il  raggio  focale  PF. 
Si  ha  (tenendo  conto  dell'equazione  della  curva) 

PF   ={x-  D'  +  y^  =:{x-  |-)'  +  ^px  =  (:^  +  f  )'' 
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e  quindi 

(3) 

Per  interpretare  questo  risultato  si  consideri  la  retta 


PF  =  x-^r  \~ 


X 


^    =:    0 

2  ' 


ossia 


2' 


che  è  la  polare  del  fuoco,  e  si  chiama  direttrice  della  parabola. 
La  distanza  di  P  da  questa  retta  ha  (come  risulta  dalla  figura) 
il  valore  assoluto 


PQ 


X  -j- 


?    =  PF. 


Dunque  : 

a)  /  punti  della  parabola  sono  equidistanti  dal  fuoco  e  dalla 
direttrice]  e  viceversa  (n."  162,  6)). 

Questa  proposiziono  si  suole   riunire  all'analoga  enunciata 
per  le  coniche  a  centro  (n."  257),  convenendo  che  l'eccentricità 

della  parabola  valga  1.  Cosi, 
anche  sotto  questo  aspetto,  la 
parabola  appare  come  forma  in- 
termedia tra  le  ellissi  e  le  iper- 
boli. 
f"  Se  si  osserva  che  il  trian- 

golo FPT  è  isoscele  col  vertice 
in  F,  e  che  la  base  è  dimezzata 
dall'asse  y  (n."  246),  si  ha 

b)  n  luogo  del  piede  della 
perpendicolare  calata  dal  fuoco 
di  una  parabola  sopra  una  tangente  variabile  è  la  tangente  nel  ver- 
tice-^ ed  il   luogo   del   simmetrico  del  fuoco   rispetto  alla  detta 
tangente  è  la  direttrice  (cfr.  n.°  258). 

261.  Equazione  polare  di  una  conica  rispetto  al  fuoco.  — 

Giova  talora  (ad  es.  nell'astronomia,  in  relazione  colla  prima 
legge  di  Keplero  sul  movimento  ellittico  dei  pianeti)  l'equa- 
zione polare  di  una  conica,  assumendo  il  fuoco  come  polo;  come 
asse  polare  prenderemo  l'asse  focale,  diretto  dal  fuoco  verso  la 
corrispondente  direttrice. 


-  e\c  -j-  Q  cos  f)  =  — 

—  bq  cos  g), 

p 

1  -f-  ^  cos  q)   ' 
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Dette  ()  e  gp  le  coordinate   polari    di   un   punto   P,  per   la 
ellisse  si  ha  (n.*'  256) 

Q  z=zz  FP  =  a  —  ea?  = 

e  di  qua  si  ricava 

(1) 

dove  si  è  posto 

(2)  =  p     {parametro). 

Per  la  iperbole,  considerando  anzitutto  il  ramo  che  avvolge 
il  fuoco  scelto  per  polo, 

Q  =  FP  =  ex  —  a  =  e{c  —  Qcosq))  —  «, 
donde  nuovamente,  fatta  la  posizione  (2), 

(1)  \-      ' 


1  -}-  e  cos  q> 
Per  l'altro  ramo  d'iperbole  si  otterrebbe  similmente 

—  P  ■  P 

^  — ossia     —  Q  — 


1  —  e  cos  gp  ''         1  -\-  e  cos  (q)  -\-  7i)  ' 

la  quale  può  ritenersi  contenuta  nella  (1),  quando   si  riguardi 
come  negativo   un   raggio    vettore   situato    sul  prolungamento 
della  semiretta  relativa  a  un  dato  valore  di  g). 
Finalmente  per  la  parabola  (n.°  260) 

^^FP=x  +  ^  =  [-l   -  ^cos^)  +  |-  , 
ossia 

che  rientra  pure  nella  (1)  per  e  =  1. 

Le  (1)  ed  (1'),  per  q)  =  ^  ,  danno  (>  =  p,  donde  segue  che 
il  parametro  per  una  qualsiasi  conica  è  l'ordinata  relativa  al 
fuoco,  ossia  metà  della  lunghezza  della  corda  condotta  pel  fuoco 
normalmente  all'asse  focale. 

262.  Coniche  confocali.  —  Si  dicono  confocali  (od  omo  focali) 
due  coniche  a  centro  che  abbiano  gli  stessi  fuochi,  o  due  para- 
bole che  abbiano  lo  stesso  fuoco  e  lo  stesso  punto  all'infinito. 

Due  coniche  a  centro  confocali  hanno  in  comune  il  centro 
e  le  direzioni  degli  assi.   Assunti  l'asse  focale  e  l'asse   secon- 
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darlo  come  assi  coordinati  delle  x,  y  rispettivamente,  l' equazione 
di  una  delle  coniche  sarà  del  tipo 


(1) 


dove  potremo  supporre  a  >►  j5. 

Se  a  e  i5  sono  positivi,  la  (1)  rappresenta  una  ellisse;  se 
a  >  0,  ^  <;  0,  si  tratta  di  una  iperbole;  in  ogni  caso  è 
e  =  Va  —  /?  la  distanza  focale.  Ne  viene  che  ogni  conica  con- 
focale alla  (1)  avrà  una  equazione  del  tipo  ,i, . 

r2 


(2) 


+ 


y 


=  1, 


dove  A;  è  un  parametro  variabile  da  conica  a  conica.  Si  otten- 
gono in  corrispondenza  infinite  curve,  formanti  un  sistema  di 
coniche  confocali'^  queste  sono  ellissi  reali  se  A:  >>  —  /?,  iperboli 
se  —  a  <  A;  <;  —  /?,  ellissi  immaginarie  se  A:  <;  —  a  (coniche 
degeneri  seA:  =  —  a,  oA;=  —  /?). 

a)  Per  un  punto  generico  P  del  piano  passano  due  curve 
del  sistema,  e  precisamente  una  ellisse  ed  una  iperbole  (luoghi 
dei  punti  i   cui  raggi  focali  hanno  la  somma  o  la  differenza 

uguale    a  PF  ±:  PF')- 
quelle   due  coniche  si  se- 
gano ortogonalmente  in  P, 
e  negli  altri  tre  punti  sim- 
metrici rispetto  agli   assi 
od  al  centro,  giacché  han- 
no per  tangenti  in  P  le  bi- 
settrici dell'angolo  i^'P!". 
In  generale:    lina   ellisse 
(reale)  ed  una  iperbole  con- 
focale si  segano  sempre  (or- 
togonalmente)  in    quattro 
punti    reali,    mentre    due 
coniche  confocali  dello  stesso  nome  non  si  segarlo  in  punti  reali] 
segue  facilmente  dalle  relazioni  che  legano  i  raggi  focali  delle 
due  curve  in  questione. 

La  prima  parte  del  teorema  a),  interpretata  algebricamente, 
ci  dice  che  la  (2),  quando  ad  x  ed  ^  si  attribuiscano  due  va- 
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lori  costanti,  coordinate  di  P,  e  si  riguardi  k  come  incognita, 
fornisce  per  k  due  valori  reali,  radici  dell'equazione 

A;2  -]-  (a  +  /5  —  x^  —  y2)  fe  -[-  a^  —  ^x-  —  ay^  =  0, 
dei  quali  valori  uno  k'  (corrispondente  alla  ellisse)  è  superiore 
a  —  /S,  l'altro  k"  (corrispondente  all'iperbole)  è  compreso  fra 
—  a  Q  —  /3.  Giova  in  talune  ricerche  riguardare  A:',  k"  come 
particolari  coordinate,  dette  ellittiche^  del  punto  P;  dato  il  punto, 
le  coordinate  sono  pienamente  determinate,  e  date  queste,  entro 
ai  limiti  nominati,  è  determinato  un  solo  punto  P  in  ciascuno 
dei  quattro  quadranti  limitati  dagli  assi. 

La  conica  (2)  ha,  in  coordinate  dirette,  l'equazione  (n.*'  244) 

(a  +  k)u^  +  (i5  +  k)v^  =:  1, 
ossia 
(3)  (au'  -f  ^v''  —  1)  +  k(ii'-  -f  i;2)  =  0. 

Ora  al  variare  di  k,  questa  rappresenta  le  coniche  (invi- 
luppi) di  una  schiera  (n.°  231),  alla  quale  appartengono  la 
conica  aw-  -|-  /??;-  —  1  =  0,  ossia  la  (1),  e  la  ^t-  -[-?;-  rrr  0 
che  si  spezza  nei  due  punti 

u  -{-  iv  =  0,       u  — ■  iv  =  0, 
di  coordinate  cartesiane  omogenee  (n.°  128) 
(1,  i,  0),       (1,  -  i,  0). 
Questi  sono  i  punti  ciclici  del  piano  (n.°  124,  Oss.),  i  quali  costi- 
tuiscono dunque  una  conica  degenere  della  schiera.  Le  altre  due 
coniche  degeneri  sono  la  coppia  dei  fuochi  reali  (corrispondenti 
a,  k  =  —  /?),  e  la  coppia  dei  fuochi  immaginari  (corrispondenti 
a  A:  =  —  a).  E   le   quattro  rette  basi   della  schiera,  tangenti 
alle   infinite   coniche   confocali,   sono   (come   poteva   prevedersi 
per  via  geometrica  (n.*^  253))  le  rette  proiettanti  i  punti  ciclici 
dai  fuochi.  Concludiamo: 

b)  Le  coniche  confocali  formano  una  schiera^  le  cui  tre  co- 
niche degeneri  sono  costituite  dalla  coppia  dei  punti  ciclici,  dalla 
coppia  dei  fuochi  reali,  e  dalla  coppia  dei  fuochi  immaginari. 
Ogni  retta  generica  del  piano  è  toccata  da  una,  e  da  una  sola 
conica  del  sistema. 

e)  Le  coppie  di  tangenti  condotte  da  un  punto  alle  infinite 
coniche  confocali,  formano  una  involuzione  simmetrica,  cui  appar- 
tengono le  congiungenti  il  punto  coi  fuochi  (n.°  231). 
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Per  quanto  riguarda  le  parabole   confocali,   osserviamo  che 
una  parabola  riferita  a  coordinate  ortogonali,  di  cui  l'origine 
cada  nel  fuoco  e  1'  asse  delle  x  coincida  coli'  asse  della  curva, 
ha  una  equazione  del  tipo 

e  che  una  equazione  siffatta,  al  variare  di  p,  rappresenta  infi- 
nite parabole  confocali.  Per  ogni  punto  del  piano  passano  due 
parabole  del  sistema^  le  quali  si  tagliano  ortogonalmente  in  quel 
punto  e  nel  simmetrico  rispetto  alV asse]  ogni  retta  del  piano  è 
toccata  da  una  sola  parabola  del  sistema. 

Le  parabole  confocali  formano  una  schiera,  di  cui  una  conica 
degenere  (che  conta  per  due)  si  compone  dei  punti  ciclici,  ed 
un'' altra  del  fuoco  preso  insieme  col  punto  all'infinito  delV asse; 
fra  le  rette  base  della  schiera,  due  coincidono  colla  retta  all'in- 
finito, e  le  altre  sono  le  direzioni  assolute  uscenti  dal  fuoco. 

Esercizi  I.  —  1)  Costruire  per  punti,  o  per  tangenti,  una  conica  a 
centro  di  cui  siano  dati  i  fuochi  e  l'asse  focale;  (nella  seconda  costruzione 
si  approfitti  della  podaria  dei  fuochi). 

2)  Costniire  per  punti  una  conica  di  cui  sian  dati  un  fuoco,  la  rela- 
tiva direttrice,  e  l'eccentricità  od  un  punto. 

3)  Costruire  per  tangenti  una  parabola  data  mediante  il  fuoco  e  la 
direttrice  (n."  260,  h)). 

4)  Dati  i  fuochi  e  l' asse  focale  di  una  conica  a  centro,  condurre  a 
questa  le  tangenti  da  un  punto  assegnato,  o  le  tangenti  parallele  ad  una 
retta  data;  (si  costruiscano  i  simmetrici  di  un  fuoco  rispetto  alle  tangenti 
richieste,  n.°  258,  a)). 

5)  Determinata  una  parabola  mediante  il  fuoco  e  la  direttrice,  con- 
durre ad  essa  le  tangenti  da  un  punto  dato,  o  la  tangente  parallela  ad  una 
retta  data. 

6)  Dati  i  fuochi  e  1'  asse  focale  di  una  conica  a  centro,  costruire  le 
intersezioni  con  una  retta  r  assegnata.  (Il  simmetrico  di  un  fuoco  F  ri- 
spetto alla  tangente  in  uno  dei  punti  richiesti  è  punto  di  contatto  di  due 
cerchi,  di  cui  uno  è  noto  (n.°  258,  a)),  mentre  l'altro,  passante  per  F  e 
avente  il  centro  su  r,  può  costruirsi,  n."   160,  es.  13)). 

7)  Determinare  le  intersezioni  di  una  retta  data  con  una  parabola,  di 
cui  si  conoscano  il  fuoco  e  la  direttrice. 

8)  Costruire  una  conica  di  cui  siano  dati  un  fuoco  e  tre  tangenti;  (si 
può  determinare  l'altro  fuoco  (n.°  255,  e));  oppure  la  podaria  dei  fuochi). 

9)  Le  intersezioni  di  due  coniche  aventi  un  fuoco  comune  possono 
costruirsi  mediante  riga  e  compasso  (cfr.  n.°  231,  es.  30,  h)  ).  Si  risolva  ad 
es.  il  problema  supponendo  definite  le  coniche  mediante  il  fuoco  comune, 
le  rispettive   direttrici  e  le  eccentricità.   (Si  determineranno   anzitutto  due 
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rette  formanti  fascio  colle  dii-ettrici,  e  contenenti,  ciascuna,  due  dei  punti 
incogniti;  ecco- 
lo) Valendosi  della  costruzione  precedente,  e  ricordando  l'es.  7)  del 
n.°  162,  si  può  risolvere  (con  Newton)  il  problema  di  Apollonio:  «  descri- 
vere un  cerchio  che  tocchi  tre  cerchi  assegnati  ».  Il  problema  ammette  al 
più  otto  soluzioni. 

II-  ~  11)  Il  segmento  di  una  tangente  variabile  di  una  conica,  com- 
preso fra  le  tangenti  negli  estremi  dell'asse  focale,  è  visto  da  ciascun  fuoco 
sotto  angolo  retto  (n.°  210).  Questa  proposizione  serve  ad  Apollonio  per 
definire  e  costruire  i  fuochi.  Essa  sussiste  pure  se  all'  asse  focale  si  sostitui- 
sce una  qualsiasi  corda  passante  per  quel  fuoco,  ove  sta  il  centro  di  vista. 

12)  Una  corda  qualsiasi  di  una  conica  è  vista  da  un  fuoco  sotto  un  an- 
golo, le  cui  bisettrici  passano,  1'  una  per  il  polo  della  corda,  l' altra  per  la  inter- 
sezione della  corda  colla  direttrice  relativa  a  quel  fuoco.  Caso  particolare 
che  la  corda  passi  per  il  fuoco. 

13)  Il  teorema  precedente  permette  di:  «  costruire  una  conica  di  cui 
siano  noti  un  fuoco  e  tre  punti  ».  Si  può  infatti  costruire  la  direttrice  re- 
lativa al  fuoco.  Nel  caso  generale  esistono  quattro  coniche  reali  soddisfa- 
centi al  problema,  delle  quali  tre  sono  iperboli,  e  la  rimanente  è  una  ellisse, 
parabola  od  iperbole,  secondo  la  posizione  dei  dati;  (ciò  risulta  osservando 
che  i  punti  di  una  ellisse,  o  parabola,  stanno  tutti  da  una  stessa  banda  di 
una  direttrice).  Si  confronti  la  risoluzione  qui  indicata  del  problema  con 
quella  suggerita  nell'es.  18)  del  n.°  281.  Si  riprenda  pure  la  risoluzione 
analitica  del  problema  indicata  nell'es.  22)  del  n.°  231. 

14)  Dall' es.  12)  segue  il  teorema  (di  Poncelet):  «  il  segmento  di  una 
tangente  variabile  ad  una  conica  compreso  fra  dne  tangenti  fisse,  è  visto 
da  un  fuoco  sotto  un  angolo  costante  »,  il  quale  è  la  metà  dell'angolo  for- 
mato dalle  congiungenti  il  fuoco  coi  punti  di  contatto  delle  tangenti  fisse. 

15)  Nella  parabola  1'  angolo  nominato  nel  teorema  precedente  è  uguale 
(o  supplementare)  all'angolo  delle  due  tangenti  fisse;  donde  il  teorema  (di 
Lambert):  «  il  cerchio  circoscritto  al  triangolo  formato  da  tre  tangenti  ad 
una  parabola  passa  per  il  fuoco  ».  Quel  cerchio  è  il  luogo  dei  fuochi  delle 
infinite  parabole  tangenti  alle  tre  rette  (formanti  una  schiera). 

16)  Segue  la  costruzione  del  fuoco  della  parabola  tangente  a  quattro 
rette  date,  ed  incidentalmente  si  ricava:  «  i  quattro  cerchi  circoscritti  ai 
triangoli  formati  prendendo  a  tre  a  tre  i  lati  di  un  quadrilatero,  passano 
per  uno  stesso  punto  F]  i  piedi  delle  perpendicolari  da  esso  calate  sopra  i 
lati  del  quadrilatero  stanno  sopra  una  retta  ij  (tangente  alla  parabola  nel 
vertice);  gli  ortocentri  dei  quattro  triangoli  nominati  stanno  sopra  una  se- 
conda retta  d  (direttrice  della  parabola,  n."  231.  es.  31)),  la  quale  è  parallela 
ad  y,  e  dista  da  </,  quanto  y  dista  da  F  ». 

17)  Dal  teorema  dell' es.  12)  e  dal  n."  255,  b)  può  pure  dedursi  il  teo- 
rema di  Chasles:  «  le  quattro  rette  proiettanti  i  due  fuochi  di  una  conica 
da  due  punti  della  curva  toccano  uno  stesso  cerchio,  il  cui  centro  è  la  in- 
tersezione delle  tangenti  nei  detti  punti  ». 

29 
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III  —  18)  Il  prodotto  dei  raggi  focali  di  un  punto  di  una  conica  a 
centro  è  uguale  al  quadrato  del  semidiametro  b',  coniugato  a  quello  pas- 
sante pel  punto  (n.°252,  es.  8)). 

19)  Detti  H,  E'  i  piedi  delle  normali  condotte  dai  fuochi  F,  F'  di 
una  conica  a  centro  sulla  tangente  in  un  punto  P  qualsiasi  della  curva,  si 
ha  FU  =r  ~^~  FP,  F'ir  =  ^-  F'P,  dove  i  è  il  semiasse  secondario, 
e  6'  ha  il  significato  dell' es.  precedente.  Moltiplicando  si  ritrova  la  nota 
proprietà  (n.°  258,  e))  FH  ■  F'H'  =  b^;  dividendo  invece  si  ha  FH  :  F'H' 
=  FP  :  F'P,  donde  risulta  nuovamente  che  la  tangente  in  P  forma  coi 
raggi  focali  del  punto  angoli  uguali,  il  cui  seno  vale    -^-• 

20)  Tenendo  conto  di  quest'  ultimo  valore  e  della  espressione  del  raggio 
di  curvatura  in  un  punto  (n.°252,  es.  24)),  si  giustifichi  la  seguente  co- 
struzione (di  Steiner)  del  centro  di  curvatura  in  P;  «  condotta  la  normale 
in  P,  la  quale  seghi  in  N  V  asse  focale,  si  conduca  la  perpendicolare  in  N 
a  PN  fino  ad  incontrare  la  FP  in  M\  e  poi  per  M  la  perpendicolare  ad  FP] 
questa  sega  PN  nel  centro  di  curvatura  richiesto». 

21)  Si  dimostri  che  la  stessa  costruzione  vale  anche  per  la  parabola. 

22)  Nella  parabola  il  raggio  di  curvatura  di  un  punto  è  doppio  del 
segmento   della   normale  compreso  tra  il  punto  e  la  direttrice. 

IV.  —  23)  Partendo  dall'equazione  polare  di  una  conica  riferita  al 
fuoco  e  all'asse  focale,  e  detta  corda  focale  una  corda  passante  pel  fuoco 
si  dimostri  che  «la  media  armonica  (n.°  50)  tra  i  segmenti  in  cui  una  corda 
focale  è  divisa  dal  fuoco,  è  costante  ed  uguale  al  parametro  »  (n."  261).  I 
segmenti  vaimo  presi  però  collo  stesso  segno,  o  con  segni  opposti,  secondo 
che  il  fuoco  è  interno,  o  esterno  alla  corda. 

24)  Le  corde  focali  di  una  conica  a  centro  sono  proporzionali  ai  qua- 
drati dei  diametri  paralleli.  Segue  che  «  è  costante  la  somma  di  due  corde 
focali  parallele  a  due  diametri  coniugati  (cfr.  n.°  252);  ed  è  pur  costante 
la  somma  dei  valori  inversi  di  due  corde  focali  perpendicolari  tra  loro 
(cfr.  n.°  252,  es.  11))». 

V.  Sui  cerchi  focali.  —  25)  Un  fuoco  F  di  una  conica  può  riguardarsi 
come  un  cerchio  di  raggio  nullo  (spezzato  nelle  due  direzioni  assolute 
uscenti  da  F),  il  quale  tocca  la  conica  nelle  intersezioni  di  questa  colla 
direttrice,  polare  di  F.  Questa  nozione  può  estendersi  (con  Bobillier,  e 
Steiner)  considerando  un  cerchio  qualsiasi  bitangente  alla  curva;  un  tale 
cerchio  si  dirà  focale,  e  la  retta  congiungente  i  punti  di  contatto  (reali  o 
immaginari)  colla  curva  sarà  la  direttrice  relativa  a  quel  cerchio.  Una  data 
conica  possiede  infiniti  cerchi  focali;  se  essa  ha  centro,  i  detti  cerchi  si 
distribuiscono  in  due  serie,  gli  uni  {cerchi  focali  principali)  avendo  i  centri 
sull'asse  principale  e  le  direttrici  parallele  all'asse  secondario,  gli  altri 
(e.  f.  secondari)  avendo  i  centri  sull'asse  secondario,  ecc.  (n.°  238,  es.  21)).  Par- 
tendo dall'  equazione  ridotta  della  curva,  si  scrivano  le  equazioni  dei  cerchi 
dell'una  e  dell'altra  serie. 

26)  Se  da  un  punto  P  di  una  conica  si  conduce  la  tangente  PJ  ad 
un   cerchio   focale   e   la  perpendicolare  PQ  alla  relativa  direttrice,  il  rap- 
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porto  PT  :  PQ  dei  segmenti  cosi  ottenuti  non  varia  al  variare  del  punto; 
ed  è  precisamente  uguale  all'eccentricità  della  conica  e  =^  ya^  +  6^  :  o 
se  si  tratta  di  un  cerchio  principale,  oade'=  yb^  +^  a^  :  b  se  si  tratta 
di  un  cerchio  secondario;  (per  la  ellisse  e'  è  immaginario). 

27)  Viceversa  :  se  un  punto  varia  in  modo  che  la  tangente  (')  da  esso 
condotta  ad  un  cerchio  fisso  serbi  un  rapporto  costante  colla  distanza  del 
punto  da  una  retta  fissa,  quel  punto  descrive  una  conica  bitangente  al 
cerchio  nelle  intersezioni  colla  retta  ;  la  conica  è  una  ellisse,  una  parabola 
od  una  iperbole,  secondo  che  il  detto  rapporto  (supposto  reale)  è  inferiore 
uguale,  o  superiore  ad  1. 

28)  È  costante  la  somma  o  differenza  delle  tangenti  PT,  PT'  con- 
dotte da  un  punto  P,  variabile  sopra  una  conica,  a  due  cerchi  focali  di  una 
stessa  serie  ;  precisamente,  detto  k  il  valore  della  costante  (  che  dipende 
dai  cerchi  considerati),  è  PT  +  PT'  =  k  per  quei  punti  P  della  curva 
che  si  trovano  nella  striscia  compresa  fra  le  direttrici  relative  ai  due  cerchi; 
mentre  PT  —  PT'  =  zt  A:  per  i  punti  esterni  alla  detta  striscia.  In  parti- 
colare, se  le  due  direttrici  sono  esterne  alla  curva,  è  costante  sempre  la 
somma,  o  sempre  la  differenza  i,  il  primo  caso  potendosi  presentar  solo  nella 
ellisse). 

29)  Viceversa:  se  un  punto  si  muove  in  modo  che  rimanga  costante 
la  somma  o  la  differenza  delle  tangenti  da  esso  condotte  a  due  cerchi  fissi, 
il  punto  descrive  una  conica  bitangente  a  ciascuno  dei  due  cerchi. 

30)  La  equazione  dei  cerchi  focali  secondari  fa  vedere  che  i  loro  raggi 
sono  proporzionali  alle  distanze  dei  rispettivi  centri  da  un  fuoco  F  della 
conica.  Segue  che,  se  al  cerchio  (  compreso  tra  quelli  )  avente  per  diametro 
l'asse  focale  della  conica  si  fa  subire  una  rotazione  intorno  ad  F  di  un 
angolo  arbitrario  a,  e  successivamente  una  omotetia  di  centro  F  e  rapporto 
l^a  '  ^^^^  cerchio  si  trasforma  in  un  altro  cerchio  focale  secondario. 
Ricordando  una  proprietà  del  primo  cerchio  (n.°  258,  b)),  risulta  il  teorema 
(PoNCELET,  Steiner):  «  il  luogo  dei  punti  di  incontro  delle  tangenti  ad  una 
conica  a  centro  colle  rette  che  escono  da  un  fuoco  e  segano  quelle  sotto 
angolo  costante,  è  un  cerchio  bitangente  alla  conica  ed  avente  il  centro 
sull'asse  secondario  ».  Viceversa:  «  se  un  angolo  di  grandezza  costante  si 
muove  in  modo  che  il  vertice  descriva  un  cerchio,  ed  un  lato  passi  per  un 
punto  fisso,  r  altro  lato  inviluppa  una  conica  bitangente  al  cerchio  ».  Teo- 
remi analoghi  valgono  per  la  parabola,  sostituendo  al  cerchio  (bitangente) 
una  retta  (tangente)  alla  curva  (cfr.  n.°  222,  es.  5)). 

VI.  Sulle  coniche  confocali.  —  31)  Il  luogo  dei  poli  di  una  i-etta 
rispetto  ad  una  schiera  di  coniche  confocali  è  una  retta  perpendicolare  a 
quella  (n.*'  231,  es.  41));  le  due  rette  dividono  armonicamente  i  fuochi.  Se  due 
rette  perpendicolari  sono  coniugate  rispetto  ad  una  conica,  esse  son  pure 
coniugate  rispetto  ad  ogni  conica  confocale  con  quella  ;  le  due  coniche  della 


(1)  Qui,  e  nei  seguenti  esercizi,   per  tangente  si   intende  il   segmento  di  tangente 
compreso  fra  il  punto  da  cui  quella  esce  ed  il  punto  di  contatto. 


I 
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schiera  passanti  per  la  intersezione  delle  due  rette,  hanno  ivi  come  tangente 
(e  normale)  l'una  o  l'altra  delle  rette.  E  se  due  rette  sono  coniugate 
rispetto  a  due  coniche  confocali,  esse  sono  coniugate  rispetto  a  tutte  le 
altre  coniche  confocali,  e  sono  perpendicolari  tra  loro. 

32)  Le  polari  di  un  punto  P  rispetto  ad  una  schiera  di  coniche 
confocali  inviluppano  una  parabola,  che  tocca  gli  assi  delle  dette  coniche, 
ed  ha  come  direttrice  la  congiungente  P  col  centro  (n."  231,  es.  42)).  Le 
quattro  tangenti  comuni  alla  parabola  e  ad  una  conica  della  schiera  hanno, 
come  punti  di  contatto  Pi, .  .  .  ,  P,  su  questa  conica,  i  piedi  delle  normali 
condotte  da  P  alla  conica  stessa  (Chasles,  Steiner).  Per  ciascuno  Pi  di  quei 
punti  passa  un"  altra  conica  della  schiera,  che  ha  ivi  come  tangente  la  retta 
PPi  Segue  che  il  luogo  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  da  P 
alle  coni(-he  confocali,  od  anche  il  luogo  dei  piedi  delle  normali  uscenti  da  P 
alle  coniche  stesse,  è  la  podaria  di  P  rispetto  alla  parabola  sopra  nomi- 
nata; questo  luogo  è  una  curva  del  terzo  ordine. 

33)  L'inviluppo  ed  il  luogo  delFes.  precedente  degenerano  se  P  sta 
sopra  un  asse,  o  sulla  retta  ali"  infinito.  Si  dimostri  ad  es.  che  «  il  luogo 
dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  fé  dei  piedi  delle  normali)  condotte  ad 
una  schiera  di  coniche  confocali  da  un  punto  P  di  un  asse,  è  (fatta  astra- 
zione dall'asse)  un  cerchio  che  passa  per  P  ed  ha  il  centro  sul  detto  asse. 
Il  cerchio  divide  armonicamente  i  fuochi,  se  P  sta  sull'asse  principale,  passa 
invece  per  i  fuochi,  se  P  sta  sull'asse  secondario  ». 

34)  Se  P  è  improprio,  il  luogo  in  questione  è  una  iperbole  equilatera 
che  passa  per  P  e  per  i  fuochi,  sia  reali,  sia  immaginari  delle  coniche  confo- 
cali. Segue  ad  es.  che  una  conica  a  centro  qualsiasi  è  segata  da  ogni 
iperbole  equilatera  passante  per  i  suoi  fuochi  reali  e  immaginari,  in  quattro 
punti  le  cui  tangenti  formano  un  rettangolo  circoscritto  alla  conica. 

35)  Sopra  due  ellissi  confocali  diconsi  corrispondenti  due  punti  aventi 
la  stessa  anomalia  eccentrica  (n."  252,  es.  30)).  Il  luogo  dei  punti  corrispon- 
denti ad  un  punto  P  assegnato,  in  una  serie  di  ellissi  confocali,  è  la  iperbole 
confocale  che  passa  per  P,  anzi  quel  tratto  d'iperbole  che  sta  nel  qua- 
drante xy  contenente  P. 

36)  Se  P  e  Q  sono  due  punti  arbitrari  di  una  ellisse,  e  P',  Q'  sono  i 
due  punti  corrispondenti  sopra  una  ellisse  confocale,  si  ha  PQ'  =  P'Q 
(Ivory);  in  altre  parole:  «  in  un  rettangolo  curvilineo  formato  da  due  ellissi 
e  da  due  iperboli  confocali,  le  diagonali  (rettilinee)  sono  uguali  tra  loro  ». 

37)  I  lati  di  un  angolo  circoscritto  ad  una  conica  segano  una  conica 
confocale  in  quattro  punti  tali,  che  le  tangenti  a  questa  in  due  di  essi,  non 
appartenenti  ad  uno  stesso  lato,  si  incontrano  sopra  una  bisettrice  dell'an- 
golo. Od  anche:  il  quadrilatero  formato  dalle  tangenti  alla  seconda  conica 
nei  detti  punti  ha  come  rette  diagonali  le  due  bisettrici  dell'angolo,  e  la 
polare  del  vertice  rispetto  alla  conica  stessa.  (Si  consideri  il  triangolo  diago- 
nale comune  del  quadrilatero  nominato  e  del  quadrangolo  dei  quattro  punti 
(n.°  209),  e  si  osservi  che  due  lati  del  triangolo  sono  coniugati  rispetto  alle 
due  coniche;  poi  es.  31)). 
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38)  Da  questo  teorema  e  dal  ii."  262,  e),  segue  che  «  le  tangenti  con- 
dotte ad  una  conica  da  due  punti  di  una  conica  confocale  toccano  uno 
stesso  cerchio,  il  cui  centro  è  Tinterzione  delle  tangenti  alla  seconda  conica 
nei  punti  nominati  »  (Chaslks;  cfr.  es.  17)  ). 

39)  Se  Pi  e  P,  sono  due  punti  di  una  ellisse,  dai  quali  si  conducano 
le  tangenti  P,T^,  P,Ui  e  P,T..  P._U,  ad  una  ellisse  interna,  confocale 
alla  prima,  e  si  pone  P,  T,  •  P,T,  =  M,,  P,L\  ■  P.,U^  =  N,,  segue  dal 
teorema  precedente  la  relazione 

P,Mi  +  P,N,  =  p,M,  +  P2N,. 
od  anche 

PrT,  +  P,U,  --  iT,M,  +  M,r,)  =  P,T,  +  P,U,  ^  {U,N,  +  N,U,). 
Siano  ora  T,,  T,,  T^, .  .  .  T'  ed  U,.  U,,  U„  .  .  .  U'  due  gruppi  di  punti 
sulla  ellisse  interna,  tali  che  le  tangenti  in  punti  omologhi  dei  due  gruppi 
si  seghino  in  punti  P, .  P, .  P, .  .  .  P'  della  ellisse  esterna.  Quelle  tan- 
genti costituiscono  due  spezzate  T^M^MoMs  .  .  .  T'  ed  UiN^N2Na . .  .  U' 
circoscritte  alla  ellisse  interna,  ed  aventi  perimetri  le  cui  lunghezze  indi- 
cheremo brevemente  con  {T/f)  ed  {U^U').  Applicando  più  volte  l'ultima 
relazione,  si  trova 

P,T,  +  P,U^  ~  {2\T')  =  P'T  +  P'U'  {L\U'), 
e  ciò  qualunque  sia  il  numero  dei  lati  di  ciascuna  spezzata.  Ora  facendo 
crescere  questo  numero,  vale  a  dire  intercalando  tra  Pi  e  P',  sulla  ellisse 
esterna,  un  numero  sempre  crescente  di  punti  P., .  .  .  .  i  perimetri  di  quelle 
spezzate  hanno  per  limiti  le  lunghezze  degli  archi  1\T'  ed  LW  della 
ellisse  interna;  sussiste  dunque  la  relazione 

PiTj  +  P^U,  -  are.  T,T'  =  P'T  +  P'U'    -    are.   L\U', 
e,  togliendo  dai  due  membri     are.   T'U'. 

PiT,  +  P,U,  -  are  T,U^  =  P'T'  +  P'U'  -  are.  T'U'. 
la  quale  esprime  il  teorema  di  Graves  (i).   «  La  somma  delle  tangenti  con- 
dotte ad  una  ellisse  da  un  punto   variabile    sopra   una  ellisse    confocale,  e 
l'arco  (minore)  di  quella  compreso  fra  i  punti  di  contatto,  hanno  una  diffe- 
renza costante  ». 

40)  E  dunque  costante  la  somma  delle  due  tangenti  nominate  e  dell'arco 
maggiore  compreso  fra  i  punti  di  contatto.  Segue  che  «  una  punta,  la  quale 
si  muova  tendendo  un  filo  chiuso,  di  lunghezza  costante,  avvolto  parzialmente 
intorno  ad  una  ellisse,  descrive  una  ellisse  confocale».  Questa  costruzione, 
nella  ipotesi  che  la  prima  ellisse  si  riduca  ad  un  segmento  FF'  contato 
due  volte,  ha  come  caso  particolare  la  nota  costruzione  mediante  i  fuochi. 

41)  Da  un  punto  Pi  di  una  ellisse  si  conduca  una  tangente  ad  una 
ellisse  confocale]  interna,  e  sia  Pg  la  seconda  intersezione  della  tangente 
colla  prima  ellisse;  da  Pg  si  conduca  la  ulteriore  tangente  P2P3  all'ellisse 
interna,  e  così  si  continui.  Si  otterrà  una  spezzata  Pj  P^  P3  . . .  iscritta  nella 
ellisse  esterna,  e  circoscritta  alla  ellisse  interna.  Ora  se  la  spezzata  si  chiude 
pel  fatto  che  ad  es.  il  vertice  P„  +  1  viene  a  coincidere  con  Pi,  lo  stesso 


(*)  La  dimostrazione  qui  accennata  è  dovuta  a  Reye. 
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fatto  accade  qualunque  sia  il  punto  P,  della  conica  esterna  da  cui  si  parte. 
Si  hanno  allora  infiniti  n.goni  semplici  iscritti  nella  conica  esterna,  e  cir- 
coscritti alla  intema  (cfr.  n.°  215,  es.  29)).  «  I  perimetri  di  tutti  questi 
n.goni  sono  uguali  tra  loro  »  ;  (e  si  dimostra  altresì  che  quel  perimetro  è 
maggiore  del  perimetro  di  ogni  altro  n.gono  iscritto  nella  conica  esterna, 
e  minore  del  perimetro  di  ogni  altro  n.gono  circoscritto  alla  conica  interna  ; 
Chasles). 

42)  Nella  spezzata  o  nel  poligono  dell'  es.  precedente  la  bisettrice  di 
ciascun  angolo  è  normale  alla  conica  esterna  nel  relativo  vertice  (n.°  262,  e)  ); 
se  adunque  P1P2  è  un  raggio  luminoso  uscente  dal  punto  Pi,  allora  P2P3, 
P3P4  ecc.  sono  i  successivi  raggi  riflessi  sul  contorno  della  conica  esterna. 
E  poiché  una  retta  qualsiasi  Pi  P2  tocca  una  conica  confocale  colla  data, 
segue  :  «  un  raggio  luminoso,  il  quale  parta  da  un  punto  di  una  ellisse  e 
venga  sempre  nuovamente  riflesso  dal  contorno  della  curva,  tocca  con  tutte 
le  sue  successive  posizioni  una  conica  confocale  alla  data  »  ;  anche  la  nuova 
conica  è  una  ellisse  se  il  raggio  primitivo  lascia  i  fuochi  da  una  stessa 
banda. 

Capitolo  VI. 

Trasformazione  di  una  conica  mediante  una  collineazione. 

263.  Coniche  collineari.  —  L' argomento  a  cui  quest'  ultimo 
Capitolo  è  dedicato,  mentre  ci  fornirà  alcune  proprietà  delle 
coniche  utili,  ad  es.,  nello  studio  delle  superficie  del  secondo 
ordine,  ci  condurrà  d'  altra  parte  a  riassumere  e  riordinare  varie 
nozioni  acquistate  nei  Capitoli  precedenti. 

Una  collineazione  stabilita  fra  due  piani  tt,  ti'  trasforma, 
come  già  sappiamo  (n.°  171,  Oss.  I.),  una  conica  jfiT  di  :7i:  in  una  co- 
nica ^  '  di  :t:  '  ;  e  se  la  prima  curva  è  reale,  non  degenere,  come 
supporremo  sempre  nel  seguito,  tale  sarà  pure  la  seconda.  Ogni 
proprietà  proiettiva  di  K  si  trasporta  inalterata  a  K'.  Dunque 
una  retta  di  n  che  sia  secante,  tangente  od  esterna  a  X,  ha  per 
corrispondente  in  n'  una  retta  che  si  comporta  nello  stesso 
modo  rispetto  a  K' \,  un  punto  esterno  od  interno  a  J?"  si  tras- 
forma in  un  punto  esterno  od  interno  a  K' .  Un  gruppo  di 
quantisivogliano  punti  0  tangenti  di  K  si  muta  in  un  gruppo 
proiettivo  al  primo  (n.°  218)  di  punti  o  tangenti  di  K'.  A  punti 
o  rette  coniugate  rispetto  a  K  corrispondono  punti  o  rette  con- 
iugate rispetto  du  K' \  Q  tutte  le  proprietà  dei  poli  e  delle  polari 
si  conservano  nella  trasformazione. 
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Al  contrario,  le  proprietà  metriche  generalmente  si  perdono. 
Cosi  l'esser  K'  una  ellisse,  parabola  od  iperbole  non  dipende 
già  dalla  specie  cui  K  appartiene,  ma  soltanto  dal  fatto  che  la 
retta  limite  di  n  sia  esterna,  tangente  o  secante  di  Z",  rispetti- 
vamente; ed  il  centro  di  K'  corrisponde  al  polo  della  retta  li- 
mite nominata  rispetto  a  A";  ecc. 

La  questione  inversa  di  quella  ora  trattata  ammette  la  se- 
guente risposta: 

Esistono  infinite  colUneazioni  tra  due  piani  tt,  n'  che  trasfor- 
mano una  conica  IS.  di  n  in  una  conica  K'  di  tv;  la  collineazione 
è  pienamente  determinata,  quando  si  esiga  che  a  tre  punti  (a 
tangenti)  arbitrari  di  K  corrispondano  in  K'  tre  punti  (o  tan- 
genti) fissati  pure  ad  arbitrio. 

Infatti  una  collineazione  che  muti  K  in  K',  ed  i  punti  A, 
B,  C  di  quella  nei  punti  A',  i?',  C  di  questa,  deve  mutare  la  in- 
tersezione D  delle  tangenti  in  A,  B  nella  intersezione  D'  delle  tan- 
genti in  A',  B'.  Viceversa  la  collineazione  determinata  (n.*"  168) 
che  muta  il  quadrangolo  AB  CD  nel  quadrangolo  A'B'G'D', 
trasforma  K  in  una  conica  che,  dovendo  passare  per  A',  B',  C 
e  toccare  nei  primi  due  punti  le  rette  A'I)\  B'D',  coincide 
con  K\ 

L'ultimo  teorema  può  anche  enunciarsi  così  :  stabilita  una 
proiettività  tra  le  punteggiate  sostenute  da  due  coniche  K,  K' 
(o  tra  gli  inviluppi  delle  tangenti  a  queste),  rimane  determinata 
una  collineazione  che  muta  K  iw  K',  ed  ogni  punto  (o  tangente) 
di  K  nel  punto  (o  tangente)  corrispondente  di  K'. 

Osservazione.  —  Se  supponiamo  sovrapposti  i  piani  ji,  n' 
e  le  coniche  K  e  K',  vediamo  che  esistono  infinite  colUneazioni 
sopra  un  piano  che  trasformano  in  se  una  conica  del  piano; 
ciascuna  di  quelle  subordina  una  proiettività  nella  serie  dei  punti 
(e  delle  tangenti)  della  curva;  e  viceversa,  ogni  proiettività  siffatta 
determina  una  collineazione  che  trasforma  la  conica  in  sé.  I  punti 
uniti  della  collineazione  sono  i  punti  uniti  U,  V  della  proiet- 
tività sulla  conica,  e  la  intersezione  delle  tangenti  in  Uè  F; 
le  rette  unite  sono  l'asse  di  proiettività  (cfr.  n.°  78)  e  le  dette 
tangenti.  Se  la  proiettività  subordinata  sulla  conica  è  una  involu- 
zione, la  collineazione  è  una  omologia  involutoria  avente  come 
asse  e  centro,  l'asse  e  il  polo  di  quella  involuzione  (cfr.  n.''  87). 


—  456  — 

264.  Coniche  omologiche.  —  Se  due  coniche  ^,  ^'  di  uno 
stesso  piano  si  corrispondono  in  una  omologia,  esse  ne  segano 
l'asse  negli  stessi  due  punti;  e  se  questi  sono  reali  e  distinti, 
quel  tratto  di  asse  che  è  interno  a  K,  è  pure  interno  a  K' . 
Dualmente,  le  tangenti  condotte  dal  centro  di  omologia  a  K 
e  K'  sono  comuni,  e  le  due  coniche  appartengono  ad  uno  stesso 
dei  due  angoli  completi  formati  dalle  dette  tangenti,  ove  siano 
reali  e  distinte.  Se  la  conica  iT  passa  per  il  centro  di  omologia, 
la  K'  passerà  pure  per  quel  punto,  ed  avrà  ivi  la  stessa  tan- 
gente; e  se  ir  tocca  l'asse  di  omologia,  K'  toccherà  pure  l'asse 
in  quel  punto. 

L'ultima  osservazione  si  inverte  subito:  Se  due  coniche 
{di  un  piano)  si  toccano  in  un  punto,  esistono  due  omologie, 
generalmente  distinte,  che  trasformano  Vuna  conica  nell'altra; 
una  delle  omologie  ha  per  centro  il  punto  di  contatto  delle 
coniche,  l'altra  ha  per  asse  la  tangente  comune.  Dimostreremo 
ad  es.  l'esistenza  della  prima  omologia;  il  ragionamento  duale 
condurrebbe  all'  altra. 

Detto  A  il  punto  di  contatto  delle  coniche  K,  K',  noi 
possiamo  riferire  proiettivamente  le  due  curve  riguardando  come 
corrispondenti  due  punti  di  esse,  come  B  e  B',  o  C  e  C,  ecc. 
che  si  trovino  sopra  rette  uscenti  da  A  (n.°  218);  in  particolare, 

il  punto  A  risulterà  unito  nella 
corrispondenza,  in  virtù  della 
tangente  comune  a.  Esiste  dun- 
que (n.''  263)  una  collineazione 
che  muta  K  in  K',  ed  i  punti 
A,B,  C...neipunti^',5',  C"...; 
ma  la  collineazione  è  ora  una 
omologia  di  centro  A,  perchè  le 
rette  a,  ABB\  ACC  .  .  .  risul- 
tano unite  (n.°  178).  Si  noti  che 
l'asse  di  omologia  conterrà  le  rimanenti  due  intersezioni  di  K 
e  ^';  si  ha  cosi  un  modo  semplice  per  determinarle,  e  per  ricono- 
scere se  le  due  coniche  hanno  in  A  un  contatto  di  primo, 
secondo  o  terzo  ordine  (n."  226). 

Osservazione.  I.  —  Detto  u  l'asse  di  una  delle  omologie 
che  mutano  K  in  K',  si  faccia  ruotare  di  un  diedro  arbitrario 
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il  piano  di  K'  intorno  ad  m,  in  guisa  che  si  stacchi  dal  piano 
di  À^  Nella  nuova  posizione  le  due  coniche  sono  prospettive 
(n.°  176);  una  di  esse,  ad  es.  K,  può  riguardarsi  come  proie- 
zione dell'altra  K'  da  un  centro  S  situato  fuori  dei  loro  piani, 
0  come  sezione  piana  del  cono  proiettante  K'  da  8.  Se,  in  parti- 
colare, _Sr'  è  un  cerchio,  risulta  che  ogni  conica  (reale^  non  dege- 
nere) può  ottenersi  come  sezione  piana  di  un  cono  circolare  (cono 
proiettante  un  cerchio).  Si  vede  cosi  che  la  definizione  delle 
coniche  data  da  Apollonio  (n.°  191)  conduce  agli  stessi  enti 
da  noi  studiati,  scartate  naturalmente  le  coniche  immae:inarie . 
"^  Osservazione  IL  —  Il  teorema  sopra  dimostrato  sulle  co- 
niche tangenti  è  contenuto  nelle  due  proposizioni  seguenti  : 


Se  due  coniche  di  un  piano 
hanno  due  punti  comuni,  reali 
0  immaginari,  congiunti  da  una 
retta  reale,  colla  condizione  (nel 
primo  caso)  che  il  tratto  di  retta 
interno  all'una  conica  sia  pure 
interno  all'altra,  esistono  due 
omologie,  generalmente  distinte, 
aventi  quella  retta  come  asse,  le 
quali  trasformano  l'una  conica 
nell'altra. 


Se  due  coniclte  di  un  piano 
hanno  due  tangenti  comuni,  reali 
0  immaginarie,  uscenti  da  un 
punto  reale,  colla  condizione  (nel 
primo  caso)  che  l'angolo  completo 
delle  due  tangenti  contenente 
V  una  conica  contenga  anche 
V altra,  esistono  due  omologie  ge- 
neralmente distinte,  aventi  quel 
punto  come  centro,  le  quali  tras- 
formano Vuna  conica  nelValtra. 


Dimostreremo  il  teorema  di  sinistra.  Siano  K,  K'  le  due 
coniche  secanti  una  retta  u  negli  stessi  due  punti  reali,  o  im- 
maginari, che  possiamo  suppor  distinti,  avendo  già  trattato  la 
ipotesi  del  contatto.  Osserviamo  subito  che  due  punti  di  u  con- 
iugati rispetto  a  K,  saranno  pure  coniugati  rispetto  a  K' ;  ed 
anzi  questa  condizione  traduce  in  forma  reale  la  ipotesi  che  le 
due  coniche  abbiano  le  stesse  intersezioni  colla  retta  m,  quando 
queste  risultino  immaginarie.  Ciò  posto,  e  preso  sopra  u  un 
punto  P  che  sia  esterno  a  iT,  e  quindi  a.  K',  conduciamo  da  esso 
le  tangenti  alle  due  coniche;  siano  A,  B  i  punti  di  contatto  su  K, 
ed  A',  B'  ì  punti  di  contatto  su  K' .  Poiché  le  rette  AB,  A'B' 
segano  u  in  uno  stesso  punto  (coniugato  a  P  rispetto  a  iC  e  A''), 
esiste  una  omologia  di  asse  u  e  centro  A  A'  ■  BB'  che  muta  i 
punti  A,  B  in  A',  B',  rispettivamente.  In  questa  si  corrispondono 
due  punti  if,  M'  ogniqualvolta  le  intersezioni  R  =  AM  -  A'M', 
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8^^  BM  •  B'M'  cadono  sull'asse  u.  Ora,  se  M  appartiene  a  jfiT, 
i  punti  i?,   8,  per  il  teorema   del  n.°  210,  risultano   coniugati 
rispetto  a  K^  quindi  anche  rispetto  a  jfiT'.  E  allora,  per  il  teorema 

inverso,  il  punto  M' 
appartiene  a  K' . 
Dunque  la  omologia 
nominata  trasforma 
K  in  K';  e.  d.  d. 
L'  altra  omologia 
«  soddisfacente  alla 
stessa  condizione  ha 
pure  l'asse  m,  e  muta 
A,  B  in  B',  A',  ri- 
spettivamente. 

Si  noti  che,  se 
nell'enunciato  di  si- 
nistra si  toglie  la  restrizione  che  le  coniche  appartengano  ad 
uno  stesso  piano,  le  coniche  risulteranno  prospettive  anziché 
omologiche,  e  (in  due  modi  diversi)  potranno  riguardarsi  come 
sezioni  di  uno  stesso  cono  (di  vertice  AA'  ■  BB',  o  AB'  •  A'B). 
265.  Coniche  affini.  —  Una  affinità  la  quale  trasformi  una 
conica  K  del  piano  n  in  una  conica  K'  di  tt',  conserva  non  solo 
tutti  i  caratteri  proiettivi  della  curva,  ma  pure  una  parte  dei 
caratteri  metrici,  e  precisamente  tutti  quelli  che  si  riattaccano 
alla  retta  all'infinito,  ma  sono  indipendenti  dai  punti  ciclici. 
Cosi  K  Q  K'  saranno  della  stessa  specie  (  cioè  ambedue 
ellissi,  o  parabole  o  iperboli);  e  si  corrisponderanno  i  centri, 
gli  asintoti,  le  coppie  di  diametri  coniugati  delle  due  curve; 
però  agli  assi  di  K  non  corrisponderanno  generalmente  gli  assi 
di  K',  né  ai  fuochi,  i  fuochi. 

Viceversa:  esistono  infinite  affinità  che  trasformano  Vuna 
neW  altra  due  coniche  di  uno  stesso  nome. 

Infatti,  se  le  due  coniche  K,  K'  sono  iperboli,  o  parabole, 
esse  si  corrispondono  in  infinite  coUineazioni,  le  quali  mutano 
i  punti  all'infinito  di  K  nei  punti  all'infinito  di  K'  (n.°  263), 
e  quindi  la  retta  all'infinito  di  tt  nella  retta  all'infinito  di  tv'. 
Se  poi  si  tratta  di  due  ellissi,  detti  OA,  OBdne  semidiametri 
coniugati  di  K,  ed  0'A\  O'B'  due  semidiametri  coniugati  di  iT', 
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quella  affinità  che  trasforma  il  triangolo  OAB  nel  triangolo 
O'A'B',  muta  K  in  una  conica  che,  avendo  comune  con  K'  due 
diametri  coniugati  (in  grandezza  e  posizione),  coincide  con  essa. 
In  particolare:  una  ellisse  può  sempre  riguardarsi  come  affine 
ad  un  cerchio.  Anzi,  se  il  cerchio  ha  per  diametro  un  asse  AOA^^ 
della  ellisse,  Tuna  curva  si  trasforma  nell'altra  mediante  una 
affinità  omologica  orto- 
gonale di  asse  AAq\  il 
rapporto  di  affinità  tra 
ellisse  e  cerchio  è  il  rap- 

,  GB  GB  b 

porto  -^,  =  ^^=  -^ 
dei  due  semiassi  della 
ellisse.  Ogni  punto  P  ' 
del  cerchio  fornisce  un 
punto  P  della  ellisse, 
quando  V  ordinata  di 
P',  rispetto  air  asse 
AAq,  venga  diminuita  nel  rapporto  -  •  E  la  ellisse  può  co- 
truirsi  per  punti  in  modo  semplice,  quando  si  noti  che  le  rette 
omologhe  P'P'  e  BP  si  segano  sull'asse  di  affinità.  Su  que- 
st'asse si  segano  pure  le  tangenti  in  P,  P',  donde  una  costru- 
zione della  tangente  all'ellisse  in  P.  A  diametri  perpendicolari 
del  cerchio  corrispondono  diametri  coniugati  della  ellisse. 

Si  osservi  inoltre  che  lo  stesso  rapporto  costante  —  passa 
fra  le  aree  di  due  figure  corrispondenti,  l'una  appartenente  al 
piano  della  ellisse,  l'altra  al  piano  (sovrapposto)  del  cerchio 
(n.°  182,  ò)).  Segue  ad  es.  che  l'area  della  ellisse  sta  all'area  del 


cerchio  come  h  sta  ad  a.  e  quindi  vale  na'^ 


jiah\  V area 


di  una  ellisse  è  uguale  alVarea  del  rettangolo  dei  due  semiassi 
moltiplicata  per  n  (Archimede).  Segue  ancora  che  è  costante 
(=  "2^  a  è)  l'area  del  triangolo  che  ha  per  lati  due  semidiametri 
coniugati  della  ellisse  (d'accordo  col  n.°  252);  ed  è  pure  co- 
stante (  =  ~r  aìA  l'area  del  settore  limitato  da  due  semidiametri 
coniugati  e  da  un  arco  di  ellisse. 

266.  Coniche  simili.  —  Se  una  similitudine  muta  la  conica 
K  nella  conica  iT',  allora  (accanto  alle  osservazioni  relative 
all'  affinità)  va  notato  che  gli  assi  di  K  corrispondono  agli  assi 
di  Z"',  e  son  proporzionali  a  questi,  quando  si  tratti  di  coniche 


V^/  „2      ^       A2      ^'  ^2       —       o2       ^ 
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a  centro  ;  i  fuochi  corrispondono  ai  fuochi,  e  se  X  è  un  cerchio 
od  una  iperbole  equilatera^  tale  sarà  anche  K' .  In  breve  la 
similitudine  conserva  tutti  i  caratteri  delle  coniche  (a  parte  le 
lunghezze  assolute  dei  segmenti). 

A^ice versa:  due  coniche  a  centro  dello  stesso  nome,  aventi  gli 
assi  omonimi  proporzionali,  sono  simili  (si  corrispondono  in  una 
similitudine).  Infatti  la  similitudine  che  trasforma  il  rettangolo 
avente  per  mediane  gli  assi  dell'una  conica  nel  rettangolo  ana- 
logo dell'altra,  trasforma  la  prima  conica  nella  seconda.  Ana- 
liticamente, se 

sono  le  equazioni  delle  due  curve  riferite  agli  assi  (dovendosi 
prendere  insieme  i  segni  superiori  o  gli  inferiori),  ed  è 

a     __     6     

a     ~     f   ~      ' 
la  similitudine 

(2)  X  =   A'X,       y   =   ìiY 
trasforma  la  prima  conica  nella  seconda. 

Due  parabole  qualisivogliano  sono  simili;  infatti  la  simili- 
tudine (2)  trasforma  l'una  nell'altra  le  parabole 

(3)  y^  =   2px,       r^   ^   2PX, 

quando  si  prenda  k  ==   -y- 

267.  Coniche  omotetiche.  —  Se  la  similitudine  è  una  omo- 
tetia fra  piani  sovrapposti  o  paralleli,  coniche  corrispondenti 
K,  K'  hanno  gli  stessi  punti  all'infinito,  e  gli  asintoti,  gli  assi, 
le  coppie  di  diametri  coniugati  dell'una,  sono  paralleli  agli  asin- 
toti, agli  assi,  alle  coppie  di  diametri  coniugati  dell'altra;  due 
diametri  paralleli  sono  insieme  trasversi  o  non  trasversi. 

Queste  osservazioni  invertite  conducono  al  seguente  teorema. 

Due  coniche  situate  in  uno  stesso  piano,  o  in  piani  paralleli, 
le  quali  abbiano  gli  stessi  punti  all'infinito,  reali  o  immaginari, 
colla  condizione,  nel  primo  caso,  che  il  tratto  di  retta  aW  infinito 
interno  alVuna  conica  sia  pure  interno  alV  altra,  sono  otnotetiche. 
Il  teorema  è  caso  particolare  di  quello  contenuto  nella  Oss.  II. 
del  n.°  264.  E  può  anche  dimostrarsi  direttamente  così. 

Si  osservi  anzitutto  che,  in  virtù  della  ipotesi,  le  due  co- 
niche sono  della  stessa  specie,  e  gli  asintoti  e  gli  assi  dell'una 


i 
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sono  paralleli  agli  asintoti  e  agli  assi  dell"  altra,  e  precisamente 
sono  paralleli  tra  loro  gli  assi  trasversi  quando  si  tratti  di  iper- 
boli. Supposto  anzitutto  che  le  due  coniche  abbiano  centro,  ri- 
ferendole ai  rispettivi  assi,  x,  y  per  l'una,  X,  Y,  paralleli  a 
quelli,  per  T altra,  avremo  due  equazioni  come  le  (1)  del  n." 
precedente.  Ora  gli  asintoti  delle  due  curve  sono  dati,  se  si 
tratta  di  iperboli,  dalle  equazioni 

X     .a  X    a 

J  ~  ~  T'       Y   —  -    .(?  ' 

mentre,  se  si  tratta  di  ellissi,  nei  secondi  membri  comparisce 
ancora  il  fattore  i  =  ]/  —  1.  In  ogni  caso,  per  il  parallelismo 
dei  primi  asintoti  coi  secondi,  occorre  che  sia  "  =  ^  •  Ma  al- 
lora,  mdicando  con  Zr  il  valore  comune  dei  due  rapporti,  si  vede 
che  le  due  coniche  si  mutano  Tuna  nell'altra  mediante  le  so- 
stituzioni (2)  del  n.°  precedente,  le  quali  definiscono  questa  volta 
una  omotetia  fra  i  piani  xy  ed  XY.  Se  poi  si  tratta  di  due 
parabole  come  le  (3)  del  n.°  precedente,  si  osserverà  che  la  si- 
militudine ivi  considerata,  che  trasforma  l'una  parabola  nell'al- 
tra, è  una  omotetia  quando  sono  paralleli  gli  assi  x,  X  delle  due 
curve  e  quindi  le  rette  ?/,  Y,  tangenti  nei  vertici. 

Esercizi  I.  —  1)  Una  conica,  mediante  una  omologia  il  cui  centro 
stia  in  un  fuoco  della  curva,  si  muta  in  una  conica  avente  ancora  un  fuoco 
in  quel  punto. 

2)  In  particolare  :  una  omologia  avente  il  centro  nel  centro  di  un  cer- 
chio, trasforma  questo  in  una  conica  avente  ivi  un  fuoco.  Viceversa:  una 
conica  qualsiasi  può  esser  trasformata  in  un  cerchio,  mediante  una  omolo- 
gia avente  il  centro  in  un  fuoco  di  quella;  quale  sarà  la  retta  limite  nel 
piano  della  conica? 

3)  Mediante  questa  relazione,  dalle  proprietà  del  cerchio  possono  de- 
dursi  varie  proprietà  focali  delle  coniche,  ad  es.  il  teorema  del  n°  262,  es.  14); 
od  anche  il  seguente  :  «  le  corde  di  una  conica  clie  son  viste  da  un  fuoco 
sotto  un  angolo  costante,  inviluppano  una  seconda  conica  che  ha  comune 
colla  prima  quel  fuoco  e  la  relativa  direttrice. 

4)  Data  una  conica  ed  una  retta  esterna,  trasformare  quella  in  un 
cerchio,  mediante  una  omologia  avente  la  retta  data  come  retta  limite  (del 
piano  della  conica).  (Come  si  determina  il  centro  di  omologia?  n.°  89,  es.  7)). 
Il  problema  può  anche  enunciarsi  così:  data  una  conica  ed  un  punto  in- 
terno, trasformare  mediante  una  omologia  quella  in  un  cerchio  ed  il  punto 
nel  relativo  centro. 

5)  Data  una  conica  ed  un  punto  ò'  su  questa,  costruire  una  seconda 
conica  che  abbia  colla  prima  un  contatto  bipunto,  tripunto  o  quadripunto 
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in  S,  e  passi   inoltre  per  tre,  due,  od  un  punto   assegnato.  (La  conica  ri- 
chiesta può  riguardarsi  come  omologica  alla  data  .  . .  )• 

6)  Dei  punti  assegnati  fuori  di  S  due  possono  anche  esser  immagi- 
nari coniugati.  Come  caso  particolare  si  ha  il  seguente  :  «  data  una  conica 
ed  un  punto  S  su  questa,  costruire  il  cerchio  osculatore  alla  conica  in  S, 
riguardandolo  come  omologico  alla  conica  rispetto  al  centro  S  ».  Il  centro 
del  cerchio  è  omologo  al  punto  di  Frégier  di  -S  rispetto  alla  conica  {a.°  222, 
es.  13)). 

7)  Il  problema  del  n."  231,  es.  9):  «  costruire  una  conica  passante  per 
tre  punti  e  tangente  a  due  rette  »  può  anche  risolversi  riguardando  la  co- 
nica come  omologica  di  un  cerchio  tangente  alle  due  rette. 

8)  Anche  il  problema  del  n.°  231,  es.  30,  b):  «  determinare  le  intersezioni 
di  due  coniche  conoscendo  due  tangenti  comuni  ad  esse  »  si  risolve  facil- 
mente riguardando  le  due  coniche  come  corrispondenti  in  una  omologia 
(n."  264,  Oss.  II). 

9)  Una  conica  è  trasformata  in  sé  stessa  da  infinite  omologie  armo- 
niche, per  ciascuna  delle  quali  il  centro  è  polo  dell'  asse  ;  ogni  punto  del 
piano  che  non  appartenga  alla  conica  può  esser  scelto  come  centro  di  una 
siffatta  omologia;  e  dualmente.  Viceversa,  una  omologia  che  trasformi  una 
conica  in  se,  è  armonica,  ed  ha  il  centro  e  1'  asse  nella  relazione  suddetta. 

10)  Dati  due  cerchi  K,  K'  non  concentrici,  esistono  quattro  omologie 
che  mutano  iT  in  K'  ;  di  queste,  due  sono  omotetie  ed  hanno  come  centri  i 
centri  di  similitudine  deijdue  cerchi  (n.°  160,  es.  14));  le  altre  due,  non  omote- 
tiche, hanno  ancora  quegli  stessi  centri,  ma  come  asse  hanno  1'  asse  radi- 
cale dei  due  cerchi  (n.°  1.56).  Segue  che,  se  una  trasversale  condotta  ad  ar- 
bitrio per  un  centro  di  similitudine  sega  K  in  A.  B  e  K'  in  A',  JB',  allora 
le  tangenti  in  A,  B  a  K  saranno  parallele,  in  ordine  conveniente,  ad  es. 
nell'ordine  scritto,  alle  tangenti  in  A',  B'  a  X',  mentre  le  due  prime  tan- 
genti segheranno  rispettivamente  le  tangenti  in  J?',  ^4'  al  secondo  cerchio  K' 
in  punti  dell'  asse  radicale  ;  in  breve,  le  quattro  tangenti  formano  un  paralle- 
logramma una  cui  diagonale  sta  sull'asse  radicale.  E  se  da  un  punto  del- 
l'asse  radicale  si  conducono  le  tangenti  ai  due  cerchi,  i  quattro  punti,  di 
contatto  formano  un  quadrangolo  completo,  il  cui  triangolo  diagonale  ha 
due  vertici  nei  centii  di  similitudine  ed  il  terzo  vertice  sull'asse  radicale, 
nel  punto  coniugato  armonico  del  primitivo  rispetto  alle  intersezioni  dei 
due  cerchi. 

II.  —  11)  Esistono  infinite  affinità  che  trasformano  in  sé  stessa  una 
conica  a  centro;  esse  o  lasciano  fissi  i  punti  all'infinito  della  curva  (affi- 
nità dirette).,  o  li  scambiano  tra  loro  (affinità  inverse).  Ogni  affinità  diretta 
subordina  sulla  curva  una  proiettività  avente  come  asse  (n."  263,  Oss.)  la 
retta  all'infinito;  ogni  affinità  inversa  subordina  una  involuzione  avente 
come  asse  un  diametro  e  come  polo  un  punto  improprio;  le  affinità  in- 
verse sono  dunque  le  simmetrie  oblique  determinate  dai  singoli  diametri, 
e  trasformanti  la  conica  in  sé  stessa.  Fissati  ad  arbitrio  sulla  conica  due 
punti  A,  A',  esistono  due  affinità,  una  diretta  e  l'altra  inversa,  che  mutano 
A  in  A\  e  trasformano  la  curva  in  sé  stessa. 
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12)  n  prodotto  di  due  affinità  inverse  trasformanti  una  conica  in  sé, 
è  una  affinità  diretta  godente  la  stessa  proprietà;  e  viceversa,  ognuna  di 
queste  affinità  dirette  può  riguardarsi  come  prodotto  di  due  di  quelle  affi- 
nità inverse,  delle  quali  anzi  una  può  scegliei'si  ad  arbitrio. 

13)  Ogni  affinità  trasformante,  una  conica  a  centro  in  sé,  è  equivalente 
(n.°  173);  essa  lascia  inalterati  o  inverte  i  segni  delle  aree,  secondo  che 
è  diretta  od  inversa  (d'accordo  colla  locuzione  introdotta  nell'es.  25)  del 
n.°  185).  Da  questo  teorema  sarebbe  facile  ricavar  nuovamente  il  secondo 
teorema  di  Apollonio  (n.°  252). 

14)  Detto  segmento  (AB)  l'area  compresa  fra  la  corda  AB  di  una  curva 
e  l'arco  (minimo)  di  curva  clie  ne  cougiunge  gli  estremi,  si  dimostri  (es.  11), 
13))  che  due  segmenti  {AB),  iA'B'),  dì  una  stessa  ellisse  od  iperbole,  sono 
(direttamente)  equivalenti,  se  le  rette  AB',  A' B  riescono  parallele:  ed  allora 
sono  pure  equivalenti  i  settori  AOB,  A'OB'  limitati  dai  semidiametri  che 
congiungono  il  centro  0  agli  estremi  degli  archi  AB,  A'B'. 

15)  Nella  ipotesi  dell' es.  precedente,  posto  che  si  tratti  di  una  iper- 
bole, si  conducano  da  A,  B,  A',  B'  le  parallele  ad  un  asintoto,  fino  ad  in- 
contrare in  Ao,  Bq,  A'o,  B'o  l'altro  asintoto;  si  dimostri  che  sono  uguali 
le  due  aree  trapezoidali  AAq  B^B,  A'A'q  B'qB\  limitate  ciascuna  da  tre 
lati  rettilinei  e  da  un  arco  AB,  o,  rispettivamente,  A'B'.  Si  può  anche 
dire  che  le  due  aree  nominate  sono  equivalenti,  se  sussiste  la  proporzione 
AAo  :  BBq  =  A' A',)  :  B'B'q.  Segue  che,  se  in  una  iperbole  riferita  agli 
asintoti  si  considera  una  serie  di  punti  le  cui  ordinate  formino  una  pro- 
gressione geometrica,  le  aree  trapezoidali  racchiuse  tra  le  coppie  di  ordi- 
nate successive  sono  tutte  uguali. 

16)  Esistono  infinite  affinità  che  trasformano  una  parabola  in  sé  stessa, 
e  per  fissarne  una  si  possono  dare  sulla  curva,  ad  arbitrio,  due  coppie  di 
punti  corrispondenti.  Segue  che  in  una  parabola  passa  un  rapporto  co- 
stante k  fra  l'area  di  un  segmento  [AB],  e  l'area  del  triangolo  PAB  formato 
dalla  corda  AB  colle  tangenti  in  A  e  B.  Per  calcolare  k  si  consideri  quel 
punto  C  della  parabola  (situato  sul  diametro  uscente  da  P),  la  cui  tan- 
gente RCS  è  parallela  ad  AB.  Confrontando  i  segmenti  (AC),  {CB)  coi 
corrispondenti  triangoli  RAC,  SCB,  si  ottiene  facilmente  una  relazione 
fra  aree  triangolari,  da  cui  si  ricava  k  =  -^-.  Dunque:  «l'area  di  un  seg- 
mento parabolico  è  uguale  ai  due  terzi  dell'area  del  triangolo  racchiuso 
dalla  corda  limitante  il  segmento  e  dalle  tangenti  negli  estremi  di  essa» 
(Archimede).  Quell'area  vale  precisamente  -— —  ,  dove  <5  é  la  differenza  fra 

le  ordinate  (rispetto  all'asse)  degli  estremi  della  corda,  e  dipende  quindi 
soltanto  dalla  detta  differenza. 

17)  L'area  del  settore  compreso  fra  l'asse  di  una  parabola,  il  raggio 
focale  di  un  punto  P  e  la  curva  é  uguale  ad  un  terzo  dell'  area  del  "tra- 
pezio formato  dall'  asse,  dal  diametro  passante  per  P,  dal  raggio  focale  no- 
minato e  dalla  direttrice. 

18)  Fra  le  (oc 2)  afiinità  che  mutano  una  parabola  in  sé  stessa,  vene 
sono  infinite  (x^)  che   lasciano   inalterati  i  valori   delle   aree.   Queste  affi- 
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nità  equivalenti  si  dividono  in  due  famij^lie  :  affinità  dirette^  che  subordinano 
sulla  parabola  proiettività  paraboliche  aventi  l'unico  punto  unito  ali" infinito, 
e  affinità  inverse,  che  sono  simmetrie  oblique  rispetto  ai  singoli  diametri 
della  parabola;  (cfr.  es.  11)). 

III.  —  19)  Data  una  conica  a  centro,  esistono  infinite  coniche  omote- 
tiche e  concentriche  con  quella;  esse  appartengono  ad  un  fascio-schiera 
(n.°  231,  Oss.)  di  coniche  bitangenti  nei  punti  all'infinito  (^).  Supposta  nota 
l'equazione  normale  della  prima  conica,  come  si  scrivono  le  equazioni  delle 
coniche  omotetiche  e  concentriche  ? 

20)  Un  fascio-schiera,  che  ha  proprietà  analoghe,  è  pure  costituito 
dalle  parabole  aventi  un  contatto  quadripunto  (n.°  226)  nel  loro  punto 
comune  all'infinito.  Queste  parabole  hanno  lo  stesso  asse,  e  sono  uguali 
tra  loro  ;  due  di  esse,  prese  ad  arbitrio,  possono  sovrapporsi  mediante  una 
traslazione  parallela  all'asse  comune. 

21)  Una  trasversale  qualsiasi  intercetta  entro  le  coniche  degli  es.  19) 
e  20)  corde  aventi  lo  stesso  punto  medio  ;  in  altre  parole  :  se  una  retta  sega 
una  di  quelle  coniche  in  M,  M',  e  una  seconda  conica  in  N,  N',  si  ha 
MN  =  --  M'N';  e  se  la  retta  tocca  la  seconda  conica,  il  punto  di  con- 
tatto è  medio  per  la  corda  MM'. 

22)  I  poli  di  una  retta  rispetto  alle  infinite  coniche  degli  es.  19)  e  20) 
stanno  sopra  una  retta,  che  è  il  diameti'O  coniugato  colla  direzione  della 
retta  primitiva  rispetto  a  ciascuna  di  quelle  curve  (n,°  231,  es.  41)).  Che  cosa 
formano  le  polari  di  un  punto  rispetto  alle  coniche  stesse  ? 

23)  Ogni  affinità  che  trasformi  una  conica  a  centro  in  sé  stessa,  tras- 
forma pure  in  sé  ogni  conica  omotetica  e  concentrica  con  quella;  (si 
confrontino  infatti  i  diametri  sovrapposti  delle  due  coniche  ;  oppure  analitica- 
mente). Segue  che  l'area  del  segmento  compreso  fra  una  conica  K  ed  una 
tangente  ad  una  seconda  conica  K',  omotetica,  concentrica  ed  interna  alla 
prima,  non  varia  al  variare  della  tangente.  Le  stesse  proprietà  sussistono 
per  le  parabole  aventi  un  contatto  quadripunto  all'  infinito,  purché  dopo  la 
parola  affinità  si  aggiunga  equivalente  (es.  18)  ). 

24)  Date  due  coniche  omotetiche  e  concentriche  K,  K'  (o  due  parabole 
aventi  un  contatto  quadripunto  all'infinito),  di  cui  una,  ad  es.  la  prima, 
conterrà  nel  suo  interno  la  seconda,  e  scelto  su  K  un  punto  Pj  qualsiasi, 
si  conduca  da  Pi  una  tangente  a  iC',  la  quale  incontri  nuovamente  Kin  P2; 
])oi  da  P2  si  conduca  la  ulteriore  tangente  P2  P3  a  K',e  così  si  prosegua. 
Si  otterrà  una  spezzata  PiP^Fs.  .  .  iscritta  in  K  e  circoscritta  &  K' .  Vale 
ora    la  proprietà,    che   la   tangente   a  K  in  un    vertice  Pi  della  spezzata  é 


(1)  Se  la  conica  primitiva  è  una  iperbole  {sy  =  fc).  il  fascio-schiera  contiene,  oltre 
alle  iperboli  omotetiche  con  quella  {xy  =  le',  dove  *:'  è  un  numero  arbitrario  che  ha  il 
segno  (U  t),  una  seconda  famiglia  di  iperboli  {xy  =  —*:')  omotetiche  tra  loro,  ma  non 
eolle  precedenti;  le  iperboli  delle  due  famiglie  sono,  per  dir  cosi,  separate  dagli  asintoti. 
Varie  proprietà  contenute  negli  es.  20)  e  seguenti  si  estendono  anche  alle  curve  di 
questa  seconda  famiglia. 
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parallela   alla   retta  P,  -  i  Pi  +  i   congiungente   i   due   vertici  contigui,  ed 
anche  alle  rette  Pi  —  ìPì  +  2,  ecc. 

25)  Nella  ipotesi  die  K  e  K'  siano  ellissi,  può  accadere  (in  relazione 
a  valori  particolari  del  rapporto  di  omotetia)  che  la  spezzata  si  chiuda, 
venendo  ad  es.  a  coincidere  il  vertice  P«  col  punto  di  partenza  Pi.  In  tal 
caso,  comunque  si  scelga  il  punto  Pi  su  iti,  la  spezzata  n.latera  avente  ivi 
r  origine  si  chiude,  ed  esistono  infiniti  n.goni  semplici  iscritti  nella  conica 
K  e  circoscritti  alla  conica  K'  (cfr.  n."  215,  es.  29)).  «  Tutti  questi  n.goni 
hanno  la  stessa  area  »  ;  e,  supposto  che  si  tratti  di  n.goni  convessi,  si  dimostra 
che  queir  area  è  massima  fra  le  aree  degli  n.goni  iscritti  in  K,  e  minima  fra 
le  aree  degli  n.goni  circoscritti  a  K'.  I  detti  n.goni  hanno  tutti  come 
baricentro  il  centro  delle  ellissi  Ji,  K' ;  (per  n  =  3  si  riducono  a  quei 
triangoli  considerati  nell'es.  12)  del  n.°  238). 

26)  Le  ultimi  proposizioni  possono  facilmente  dedursi  dalla  seguente  : 
una  aiìinità  che  trasformi  una  ellisse  K  in  un  cerchio  Kq,  trasforma  le 
ellissi  omotetiche  e  concentriche  a  K  in  cerchi  concentrici  a  Kq\  e  muta 
quindi  i  poligoni  suddetti  in  poligoni  regolari  iscritti  in  Jiq. 
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APPENDICE 


I. 

Sui  problemi  geometrici  (^). 

268.  Classificazione  dei  problemi  i^eometrici.  —  Le  brevi 
considerazioni  che  abbiamo  dedicato  (n.°  90)  ai  problemi  di 
primo  e  secondo  grado,  appartengono  ad  una  teoria  dedicata 
allo  studio  generale  dei  problemi  geometrici  e  degli  strumenti 
comunemente  impiegati  a  risolverli.  Questa  teoria  costituisce 
forse  la  più  notevole  applicazione  dei  metodi  analitici  nel  campo 
della  Geometria  elementare  ;  vai  quindi  la  pena  di  porne  in  luce 
brevemente  i  concetti  generali,  rimandando,  per  i  risultati  alge- 
brici e  per  lo  studio  di  particolari  problemi,  ad  opere  che  il  let- 
tore potrà  facilmente  consultare. 

Due  questioni  noi  ci  proponiamo.  Vogliamo  in  primo  luogo 
stabilire  una  classificazione  razionale  dei  problemi  geometrici. 
Ed  in  secondo  luogo  vogliamo  esaminare  quali  classi  di  pro- 
blemi siano  risolubili  con  determinati  strumenti. 

Assegnare  un  problema  di  geometria  piana  vuol  dire  asse- 
gnare nel  piano  su  cui  si  opera  un  certo  numero  finito  di  punti, 
rette,  curve  .  .  . ,  e  chiedere  nuovi  punti,  nuove  rette,  nuove 
curve  .  .  .  ,  che  siano  in  determinate  relazioni  cogli  enti  dati. 
Possiamo  supporre  però  che  gli  enti  richiesti  siano  sempre  pun- 
ti; infatti,  se  fosse  domandata  una  retta,  basterebbe  costruirne 
due  punti  (ad  es.  le  intersezioni  con  due  rette  prefisse),  giac- 
che la  retta  potrebbe  poi  tracciarsi  collo  strumento  riga^  di  cui 
riterremo  permesso  l'uso;   ed  una  osservazione  analoga  si  fa- 


(1)  Questo  articolo  è,  salvo  alcune  modificazioni  di  forma  e  qual- 
che ampliamento,  una  riproduzione  di  un  mio  scritto  «  Sulla  risolubilità 
dei  problemi  geometrici  ...  »,  redatto  per  il  volume  pubblicato  dal  Sig. 
Enriques  sopra  alcune  «  Questioni  riguardanti  la  geometria  elementare  » 
(Bologna,  Zanichelli,  1900). 
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rebbe  quando  fosse  richiesto  un  cerchio,  e  si  disponesse  del 
compasso.  Ma,  in  generale,  se  non  si  possiede  uno  strumento  atto 
a  tracciare  d' un  tratto  continuo  una  curva  che  venga  richiesta, 
si  intenderà  che  la  curva  deve  esser  costruita  per  punti,  e  si 
riguarderanno  come  altrettanti  problemi  staccati  la  determina- 
zione di  singoli  suoi  punti,  ad  es.  dei  punti  che  si  trovano  so- 
pra rette,  cerchi...  condotti,  sia  ad  arbitrio,  sia  in  modo  prefisso. 
Considerazioni  analoghe  possiamo  applicare  ai  dati  del  pro- 
blema. Alle  rette,  ai  cerchi  e,  sotto  ipotesi  molto  larghe,  alle 
curve  che  comparissero  fra  i  dati,  possiamo  sostituire  un  nu- 
mero finito  di  punti  atti  ad  individuare  quelle  linee  (}).  Limi- 
tandoci ai  casi  in  cui  ciò  è  possibile,  il  nostro  problema  potrà 
ridursi  ad  uno  o  più  problemi  del  seguente  tipo: 

Dati  in  un  piano    alcuni  punti  in  numero  finito,  costruire 
un  punto  che  abbia  coi  dati  relazioni  assegnate. 

Per  tradurre  il  problema  in  forma  analitica,  riferiamo  i 
punti  nominati  ad  un  sistema  di  coordinate  proiettive,  o  casi 
particolari,  ad  es.  coordinate  cartesiane.  Nel  fissare  gli  elementi 
fondamentali  del  sistema  eviteremo  tuttavia  (per  ragioni  che 
poi  saranno  dette)  di  introdurre  enti,  che  non  abbiano  relazione 
colla  natura  del  problema  proposto.  Cosi,  se  questo  ha  carattere 
puramente  proiettivo,  faremo  uso  di  un  sistema  di  coordinate 
proiettive,  di  cui  i  punti  fondamentali  ed  il  punto  unità  si  tro- 
vino possibilmente  fra  i  dati,  od  in  punti  arbitrari  che,  in  tal 
caso,  vanno  aggiunti  (associati)  ai  dati.  Ma  se  si  ritiene  cono- 
sciuto un  parellelogramma,  due  lati  contigui  di  questo  potranno 
assumersi  come  assi  di  un  sistema  cartesiano,  e  il  vertice  opposto 
all'origine  come  punto  unità;  se  finalmente  si  ritiene  conosciuto 
un  quadrato  (o  costruibile  coi  mezzi  di  cui  si  dispone),  potremo 
adoperare  un  sistema  cartesiano  ortogonale,  con  un'unica  unità 
di  lunghezza  per  le  ascisse  e  le  ordinate. 


Q)  Si  intende  clie  i  punti,  a  cui  si  allude,  possono  appartenere  alla 
curva  ;  ma  non  è  necessario  che  cosi  sia,  bastando  che  la  loro  conoscenza 
permetta  di  determinare  la  curva.  Cosi,  se  una  curva  algebrica  fosse  rife- 
rita ad  assi  cartesiani,  e  si  conoscessero  più  punti  aventi  come  coordinate 
i  coefficienti  della  equazione  della  curva,  si  potrebbe  dire  che  quei  punti 
permettono  di  individuare  là  curva. 
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Rispetto  al  sistema  di  coordinate  prescelto,  i  punti  dati  (in- 
sieme ai  punti  fondamentali  ed  al  punto  unità)  avranno  certe 
coordinate,  ad  es.  non  omogenee,  che  promiscuamente  indicheremo 
con  1,  a,  h,  e . .  . ,  e  riguarderemo  come  quantità  note.  Esse,  in- 
sieme a  tutte  le  quantità  che  si  ottengono  da  quelle  con  ope- 
razioni razionali  (addizione  algebrica,  moltiplicazione,  divisione) 
eseguite  in  numero  indeterminato,  purché  finito,  costituiscono, 
come  si  suol  dire,  un  campo  di  razionalità  {^) 

K  —  [1,  a,  6,  e.  .], 
la  cui  considerazione  è  fondamentale  nella  discussione  che  stiamo 
per  fare;  lo  chiameremo  il  campo  di  razionalità  definito  dai  dati. 
Insieme  ai  dati  dobbiamo  pur  considerare  il  punto  incognito, 
il  quale  avrà  come  coordinate  certi  numeri  incogniti  x,  y.  I 
legami  espressi  nell'enunciato  del  problema  fra  i  punti  dati  ed 
il  punto  incognito,  si  tradurranno  in  certe  relazioni  analitiche 
fra  le  quantità  note  e  le  incognite  x,  y.  Operando  su  queste 
relazioni  mediante  i  processi  di  eliminazione  forniti  dall'analisi, 
arriveremo  in  fine,  se  il  problema  è  determinato,  a  due  equa- 
zioni, una  contenente  la  sola  incognita  x, 

(1)  f(x)   =   0, 

l'altra  la  sola  y.  Ed  il  problema  si  spezzerà  in  due:  uno,  di- 
pendente dalla  equazione  (1),  per  determinare  la  coordinata  x 
del  punto  incognito,  o,  se  si  vuole,  per  determinare  il  punto  (x,  0) 
sopra  una  retta  assegnata  (y  =  0);  l'altro  problema  per  de- 
terminare la  coordinata  y,  ossia  il  punto  (0,  y),  quando  sia 
nota  la   x. 

In  seguito  a  questa  osservazione,  possiamo  limitarci  a  consi- 
derare i  problemi  dipendenti  da  una  sola  equazione  con  una 
sola  incognita.  Essi  possono  classificarsi  a  seconda  dell'equa- 
zione nominata.  Precisamente: 

Uh  problema  si  dice  algebrico,  se  la  equazione  da  cui  esso 
dipende  è  algebrica,  e  quindi  può  porsi  sotto  la  forma  (razionale, 
intera  ) 

(2)  X-  -f  Aix--^  -f  A,x--'^  +  ...  +  ^„  r=  0, 


(^)  Per  questo  concetto  si  veda  ad  es.  le  Istituzioni  di  Analisi 
brica  del  Capelli  (1902),  pag.  548. 
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dove  si  suppone  precisamente  che  Ai,  A^ ...  An  siano  quantità 
appartenenti  al  campo  di  razionalità  definito  dai  dati. 

Ogni  problema  che  non  rientri  in  questa  categoria  dicesi 
trascendente. 

Quanto  ai  problemi  algebrici,  essi  possono  suddividersi  ulte- 
riormente a  seconda  del  grado  n  della  equazione  (2),  da  cui 
dipendono.  Avremo  dunque  problemi  di  primo  grado,  dipendenti 
da  una  equazione  lineare;  problemi  di  secondo  grado,  dipendenti 
da  una  equazione  quadratica,  ecc. 

Qui  però  va  fatta  un'  avvertenza  nel  caso  che  la  equa- 
zione (2)  sia  riducibile  entro  al  campo  di  razionalità  K,  vale  a 
dire  nel  caso  che  il  polinomio  (2)  sia  il  prodotto  di  due  o  più 
polinomi  <pi{x),  (p<,{x)...,  i  cui  coefficienti  appartengano  ancora 
al  campo  K  Q-).  Supponiamo  infatti,  ad  es.,  che  l'equazione  (2) 
possa  scriversi  sotto  la  forma 

(pAx)  '  (p,{x)   =   0, 
dove    gji,   (fi  sono    due    polinomi    della    natura    indicata    e   di 
grado  ni,  n^  (con  n^  -{-  n^  :=  n);  l'equazione,  in  tal  caso,  si 
scinde  nelle  due 

cp,(x)  =  0,  (p,{x)  =  0. 
Allora,  o  le  radici  di  una  di  queste  due  equazioni,  ad  es. 
della  prima,  soddisfano  al  problema  proposto,  e  forniscono  anzi 
tutte  quelle  radici  della  (2)  che  soddisfano  al  problema  stesso, 
e  in  tal  caso  il  problema  non  è  veramente  di  grado  w,  ma  di 
grado  ni  <[  n;  oppure  le  radici,  sia  di  tp^^^O,  che  di  g)^  =  0, 
soddisfano  al  problema,  ed  in  tal  caso  il  problema  è  riducibile, 
e  si  scinde  in  due  problemi  uno  di  grado  ni,  l'altro  di  grado  no. 
Perciò,  parlando  nel  seguito  di  un  problema  di  grado  n,  sup- 
porremo comunemente  irriducibile  la  relativa  equazione.  Gli 
esempi  di  problemi  che  porteremo  fra  poco  renderanno  evidenti 
queste  considerazioni. 

Osservazione.  —  Se  ai  punti  dati,  aventi  le  coordinate 
1,  a,  b,  e  .  . .  ,  si  aggiungono  nuovi  punti  di  coordinate  p,  q  •  . .  ■, 
che  si  riguardano  pure  come  dati,  il  campo  di  razionalità 
ir  =  [1,    a,    b,    e,  .  .  .  ]  si    muta   nel    campo    di    razionalità 


(1)  Per  questa  nozione  si  veda  Capelli,  1.  e,  pag.  650,  631. 
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^'  =  [1,  a,  ò,  e,  . . . ,  J9,  g . .  .],  il  quale  può  differire  da  K  (esser 
più  ampio  di  K).  In  questa  ultima  ipotesi  può  accadere  che 
una  equazione  algebrica  irriducibile  nel  campo  K,  sia  invece 
riducibile  rispetto  al  nuovo  campo  K'  (^).  Può  accadere  dunque 
che  un  problema,  il  quale  sia  irriducibile  di  grado  n,  quando 
certi  punti  si  riguardano  come  dati,  si  scinda  in  problemi  di 
grado  inferiore,  quando  il  gruppo  dei  punti  dati  si  ampli  col- 
l' introdurne  dei  nuovi  (^). 

Va  però  notato  che  questo  fatto  non  si  presenta,  se 
i  nuovi  punti  che  si  aggiungono  sono  interamente  arbitra- 
ri. Se  infatti  accadesse  che  una  equazione  irriducibile  nel 
campo  A'  =  [  1,  a,  ò,  e  .  .  .  ],  divenisse  riducibile  nel  campo 
K'  =  [1,  o,  b,  e,...,  p,  g  .  .  •  ],  e  ciò  comunque  fossero  scelti 
i  numeri  p^  q  .  .  .  (coordinate  dei  punti  aggiunti),  l'equazione 
sarebbe  riducibile  anche  se  a  ^,  r? ...  si  attribuissero  valori  ap- 
partenenti al  campo  K.  Ma  allora  il  campo  K'  verrebbe  a  coin- 
cidere col  campo  K;  l'equazione  nominata  sarebbe  dunque,  nel 
tempo  stesso,  irriducibile  e  riducibile  in  K,  il  che  è  assurdo. 

Queste  considerazioni  possono  applicarsi  a  giustificare  certe 
avvertenze,  di  cui  abbiamo  parlato,  nella  scelta  del  particolare 
sistema  di  coordinate  proiettive  (o  cartesiane)  a  cui  il  problema 
vien  riferito.  Si  è  già  detto  che  gli  elementi  fondamentali  di 
quel  sistema  vanno  aggiunti  ai  dati  primitivi,  quando  non  vi 
siano  già  inclusi.  Segue  che,  mutando  il  sistema  delle  coordi- 
nate proiettive,  muterà  generalmente  il  campo  di  razionalità 
definito  dai  dati.  L' equazione  da  cui  il  problema  dipende  non 
muterà  grado  per  questo,  giacché  le  relazioni  fra  le  antiche 
coordinate  e  le  nuove  sono  lineari;  ma  l'equazione  stessa  potrà 
da  irriducibile  divenir  riducibile,  o  viceversa.  Dunque  un  pro- 
blema  irriducibile,   di   un   certo   grado,   rispetto  ad  un  primo 


(^)  Vedi  Capelli,  1.  e.  pag.  631. 

(2)  Cosi  ad  es.,  mentre  il  problema  di  bisecare  un  angolo  retto,  dati 
i  punti  ciclici,  è  di  secondo  grado  (e  consiste  nel  costruire  le  rette  doppie 
di  una  involuzione  determinata  dai  due  lati  dell'angolo  e  dalle  due  dire- 
zioni assolute  uscenti  dal  vertice),  quel  problema  si  scinde  in  due  problemi 
di  primo  grado  quando  si  suppongano  dati  i  vertici  di  un  quadrato  (Cfr. 
n.°  89,  es.  28)). 
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sistema  di  coordinate  proiettive  (o  cartesiane),  può  scindersi  in 
problemi  di  grado  inferiore,  quando  esso  venga  riferito  ad  un 
nuovo  sistema  di  coordinate  proiettive  (o  cartesiane)  (^). 

Ecco  perchè,  volendo  evitare  che  la  scelta  del  sistema  di 
riferimento  alteri  artificialmente  le  condizioni  del  problema,  con- 
verrà scegliere  gli  elementi  fondamentali  fra  i  punti  inizial- 
mente dati  (con  che  il  campo  di  razionalità  K  sarà  ristretto, 
quanto  è  possibile,  rapporto  al  problema),  o,  quando  ciò  ]ion 
si  possa  fare,  in  punti  affatto  arbitrari  del  piano,  da  aggiun- 
gersi ai  dati  (che  questa  scelta,  pur  ampliando  il  campo  A', 
non  rende  riducibile  un  problema,  per  sua  natura  irriducibile). 

269.  Sulle  costruzioni  che  possono  eseguirsi  colla  riga.  — 
Passando  ora  alla  seconda  parte  della  nostra  trattazione,  vo- 
gliamo esaminare  quali  classi  di  problemi  siano  risolubili  con 
determinati  strumenti.  Dovremo  perciò  precisare  le  operazioni 
grafiche  che  un  dato  strumento  può  eseguire,  e  trovarne,  col 
mezzo  delle  coordinate,  le  equivalenti  operazioni  analitiche. 

Si  tratti  anzitutto  della  riga.  La  riga  permette  di  eseguire 
le  seguenti  due  operazioni: 

1)  tracciare  la  retta  che  passa  per  due  punti  assegnati; 

2)  determinare  la  intersezione  di  due  rette,  che  possono  esser 
definite  ciascuna  da  una  coppia  di  punti. 

Queste  operazioni  noi  riteniamo  sempre  eseguibili,  anche 
quando  i  punti  o  le  rette  nominate  cadano  fuori  del  foglio  del 
disegno,  o  siano  improprie,  purché  quei  punti  e  quelle  rette  si 
suppongano  allora  graficamente  definite  secondo  il  modo  indi- 
cato nel  n.°  16. 

Ciò  posto,  supponiamo  dati  più  punti,  in  numero  finito,  i 
quali,  rispetto  ad  un  sistema  di  coordinate  proiettive  non  omo- 
genee (i  cui  punti  fondamentali  trovansi  fra  i  dati),  abbiano, 
promiscuamente,  le  coordinate  1,  a,  6,  e  .  .  . ,  definenti  il  solito 
campo  di  razionalità 

K  :=   [1,  a,  b,  e  . . .]. 


(')  Ad  es.,  d'accordo  colla  nota  precedente,  si  troverà  che  il  problema 
di  secondo  grado  della  bisezione  di  vin  angolo  retto,  si  scinde  in  due  pro- 
blemi di  primo  grado,  quando  si  riferisca  la  figura  ad  un  sistema  carte- 
siano ortogonale  con  una  sola  unità  di  lunghezza. 
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La  operazione  grafica  1)  ci  dà  una  retta,  la  cui  equazione 
ha  coefficienti  che  si  ottengono  eseguendo  operazioni  razionali 
sulle  coordinate  dei  due  punti;  quei  coefficienti  appartengono 
dunque  al  campo  K.  La  operazione  grafica  2)  ci  dà  un  puntO;, 
le  cui  coordinate  si  ottengono  con  operazioni  razionali  eseguite 
sui  coefficienti  delle  equazioni  delle  due  rette;  quelle  coordi- 
nate appartengono  dunque  ancora  al  campo  K.  Segue  di  qua 
che,  per  quante  volte  si  ripetano  costruzioni  grafiche  della 
natura  indicata,  partendo  dai  punti  dati,  ai  quali  vanno  ag- 
giunti via  via  quelli  già  costruiti,  si  otterranno  sempre  punti  le 
cui  coordinate  apparterranno  al  campo  K]  da  questo  non  sarà 
possibile  uscire,  finche  si  operi  colla  sola  riga  nel  modo  indicato. 

Rimane  però  da  esaminare  la  questione  inversa:  se  ogni 
punto  le  cui  coordinate  appartcDgano  al  campo  A',  possa  otte- 
nersi mediante  un  numero  finito  di  costruzioni  eseguibili  colla 
sola  riga. 

Una  questione  siffatta  ebbe  già  risposta  affermativa  nella 
ipotesi  che  i  punti  dati  appartenessero  ad  una  stessa  retta 
(n.°  75).  Noi  potremo  sempre  ridurci  a  quel  caso  mediante  la 
considerazione  seguente. 

Riprendiamo  il  triangolo  fondamentale  XYZ  del  sistema  di 
coordinate,  il  punto  unità  E{1^  1),  e  gli  altri  punti  dati  aventi, 
promiscuamente,  le  coordinate  a,  6,  e  .  .  .  Partendo  da  questi  e 
valendoci  di  costruzioni  eseguibili  colla  sola  riga,  possiamo  an- 
zitutto procurarci  sopra  una  delle  rette  fondamentali,  ad  es.  ZX^ 
punti  aventi  la  prima  coordinata  uguale  rispettivamente  ad  1, 
a,  6,  e .  .  .  (la  seconda  coordinata  essendo  nulla).  Infatti  uno 
qualsiasi  di  questi  numeri,  a  ad  es.,  sarà  la  prima,  o  la  se- 
conda coordinata  di  uno,  P,  fra  i  punti  dati.  Nel  primo  caso  la 
proiezione  di  P  su  ZX  da  Y  sarà  il  punto  richiesto  (a,  0);  nel 
secondo  caso  conduciamo  la  retta  XP  che  ha  l' equazione  y  ■=1  a^ 
e  seghiamola  colla  retta  ZE  avente  la  equazione  x  =  y;  ot- 
terremo il  punto  (a,  a),  il  quale,  proiettato  da  Y  su  ZX^  ci  darà 
il  punto  desiderato  (a,  0).  Ottenuti  cosi  i  punti  x  =  1,  a,  6,  e. .. 
sopra  ZX,  ed  operando  su  questi  e  su  ^  (a:  =  0)  ed  X(x  =  ±  00) 
mediante  costruzioni  eseguibili  colla  sola  riga,  noi  sappiamo  co- 
struire (n.''  75)  sulla  retta  stessa  ogni  punto  M,  la  cui  prima  coor- 
dinata x=zm  appartenga  al  campo  di  razionalità  K  =  [1  a,b,  e..]. 
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In  modo  perfettamente  analogo  potremo  costruire  sulla  retta  Z  Y 
un  punto  iV,  la  cui  seconda  coordinata  y  =z  n  appartenga  al 
campo  stesso.  E  finalmente  nella  intersezione  delle  due  rette 
FJf,  XN  avremo  un  punto,  le  cui  coordinate  m,  n  sono  due 
numeri  arbitrari  del  campo  K.  In  conclusione: 

Dati  più  punti  in  un  piano  (riferiti  ad  un  sistema  di  coor- 
dinate proiettive,  i  cui  punti  fondamentali  ed  unità  sono  com- 
presi fra  i  dati),  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  un 
nuovo  punto  possa  ottenersi  da  quelli  mediante  un  numero  finito 
di  costruzioni  eseguibili  colla  sola  riga,  è  che  le  coordinate  di  questo 
punto  appartengano  al  campo  di  razionalità  definito  dai  dati. 

Il  risultato  stesso  può  esser  anche  presentato  sotto  la  forma 
seguente,  che  ne  mette  in  rilievo  tutta  l'importanza: 

«  Siano  dati  in  un  piano  più  punti  in  numero  finito;  si 
congiungano  questi  a  due  a  due,  si  determinino  le  intersezioni 
»  delle  rette  così  ottenute,  si  estenda  il  gruppo  dei  punti  pri- 
»  mitivi  aggregandovi  i  nuovi  punti  trovati,  si  operi  sul  nuovo 
gruppo  come  sull'antico,  e  cosi  si  continui  all'infinito.  Si  ot- 
»  terrà  in  tal  guisa  una  classe  di  infiniti  punti  (eccettuato  il 
»  caso  che  i  punti  primitivi  siano  tutti,  o  tutti  meno  uno,  alli- 
»  neati).  Si  domanda  di  caratterizzare  in  qualche  modo  la  classe 
»  dei  punti  cosi  ottenuti,  la  quale,  come  subito  si  verifica,  non 
»  comprende  tutti  i  punti  del  piano  ».  La  risposta  è  data  dal- 
l'ultima proposizione: 

«  Se  tra  i  punti  dati  si  scelgono  quattro,  che  siano  vertici 
»  di  un  quadrangolo,  come  punti  fondamentali  ed  unità  di  un 
»  sistema  di  coordinate  proiettive,  e  si  chiamano  a,  ò,  e  ...  le  coor- 
»  dinate  degli  altri  punti  dati,  ove  esistano,  la  nostra  classe  di 
»  punti  si  compone  di  tutti  quei  punti,  le  cui  coordinate  appar- 
»  tengono  al  campo  di  razionalità  [1,  fl,  b,  e  .  .  .]  ». 

Le  operazioni  geometriche  che  conducono  alla  costruzione 
di  una  siffatta  classe  di  punti,  trovano  dunque  riscontro  nelle 
operazioni  aritmetiche  che  conducono  alla  costruzione  di  un 
campo  di  razionalità,  partendo  da  quantità  date  in  numero  fi- 
nito. Il  caso  più  semplice  di  quattro  soli  punti,  il  quale  con- 
duce alla  classe  di  tutti  i  punti  aventi  le  due  coordinate  razio- 
nali, fu  considerato  la  prima  volta  dal  Mòbius,  che  chiamò  rete 
quella  classe. 


» 


» 
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270.  Sui  problemi  risolubili  colla  sola  riga.  —  La  propo- 
sizione del  n°  precedente  ci  permette  di  risponder  subito  ad 
una  delle  questioni  che  ci  siamo  proposte:  quali  siano  i  pro- 
blemi risolubili  colla  sola  riga. 

Supposto  al  solito  (n.°  268)  che  il  problema  si  riduca  alla 
ricerca  di  un  punto,  affinchè  questo  sia  costruibile  colla  sola 
riga,  dovranno  le  sue  coordinate  ic,  //  appartenere  al  campo  di 
razionalità  K  definito  dai  dati.  Ma  allora  le  equazioni  irriduci- 
bili da  cui  dipendono  x,  y,  saranno  per  forza  di  primo  grado; 
e  viceversa.  Dunque: 

Mediante  Vuò-o  della  sola  riga  si  possono  7'isolvere  i  problemi 
di  primo  grado ^  e  questi  soltanto. 

Osseryazione.  —  S'intende  però  che  devono  esser  dati  grafi- 
camente tutti  quegli  elementi,  ad  es.  punti,  che  sono  necessari 
perchè  il  problema  sia  determinato  (e  possa  esser  posto  in  equa- 
zione). Ora,  se  il  problema  è  di  natura  grafica,  i  punti  in  questione 
saranno  generalmente  quelli  soltanto  che  compariscono  esplici- 
tamente neir  enunciato.  Se  invece  il  problema  è  di  natura  metrica, 
converrà  aggiungere  ai  punti  esplicitamente  nominati,  quei  punti 
(ad  es.  impropri,  o  in  particolare  ciclici)  che  occorrono  per 
tradurre  graficamente  (n.*'  89,  Oss.)  le  relazioni  metriche  contem- 
plate nel  problema  proposto.  Cosi,  se  è  richiesta  la  parallela  per 
un  punto  ad  una  retta  assegnata  r,  o  il  punto  medio  di  un 
segmento  giacente  su  r, . . .  ,  deve  esser  dato  graficamente  il  punto 
all'infinito  di  r,  ad  es.  (n."*  16)  mediante  una  retta  parallela 
ad  r,  tracciata  nella  figura.  E  se  nel  problema  figurano  dae  o 
più  direzioni  distinte,  deve  esser  compresa  fra  i  dati  la  retta 
all'infinito;  il  che  si  ottiene,  ad  es.,  assegnando  un  parallelo- 
gramma. Per  risolvere  colla  riga  problemi  in  cui  compariscano 
relazioni  di  ortogonalità,  bisognerà  che  sia  data  inoltre  la  invo- 
luzione circolare  intorno  ad  un  punto  coli'  assegnarne  due  coppie  ; 
basta  perciò  supporre  dato  un  quadrato,  del  quale  le  direzioni 
dei  lati,  e  quelle  delle  diagonali  fissano  la  involuzione  circolare 
sulla  retta  all'infinito. 

Il  lettore  che  volesse  veder  confermate  queste  osservazioni 
generali  sopra  esempi  concreti,  riprenda  in  esame  i  vari  pro- 
blemi metrici  di  primo  grado  che  furono  trattati,  o  proposti 
nel  corso;  (ad  es.  n.°  16;  n.''  53,  es.  4);  n.°  89,  es.  24)  e  seg.).  Egli 
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comprenderà  ora  a  priori  la  ragione  per  la  quale  quei  problemi 
potevano  risolversi  coi  mezzi  indicati. 

271.  Sulle  costruzioni  eseguibili  colla  riga  e  col  compasso. 

—  Esaminiamo  ora  quale  contributo  porti  l'uso  del  compasso 
aggiunto  alla  riga.  Il  compasso  permette  di  eseguire  le  seguenti 
operazioni  (  da  aggiungersi  alle  1)  e  2),  relativo  alla  riga,  men- 
zionate nel  n.°  269): 

3)  descrivere  il  cerchio  che  ha  per  centro  un  punto  noto 
e  per  raggio  la  distanza  di  due  punti  noti; 

4)  determinare  le  intersezioni  di  un  cerchio  noto  con  una 
retta  nota; 

5)  determinare  le  intersezioni  di  due  cerchi  noti. 

Per  tradurre  analiticamente  queste  operazioni,  riferiamo  i 
punti  dati  ad  un  sistema  di  coordinate,  che  possiamo  supporre 
ormai  sia  cartesiano  ortogonale  con  un'  unica  unità  di  lunghezza, 
visto  che  il  compasso  permette  di  costruire  un  angolo  retto,  e 
di  trasportare  un  segmento  dall'uno  all'altro  lato  dell'angolo. 
Comprendendo  fra  i  dati  anche  il  punto  unità,  indichiamo  al 
solito  con  1,  a,  6,  e  .  .  .  le  coordinate  dei  punti  dati,  e  con  K 
il  campo  di  razionalità  che  esse  determinano. 

Ciò  posto,  il  cerchio  di  cui  parla  la  costruzione  3),  appli- 
cata ai  punti  primitivamente  dati,  ha  una  equazione  del  tipo 

(x  -  ay  +  (y  -  ^y  =  r\ 
nella  quale  a,  /?,  r^,  e  quindi  i  coefficienti,  sono  numeri  appar- 
tenenti al  campo  K.  Per  trovare  analiticamente  le  intersezioni 
di  questo  cerchio  con  una  retta  congiungente  due  punti  dati 
(operazione  4)),  o  con  un  altro  cerchio  definito  come  il  primo 
(operazione  5)),  noi  dobbiamo  eseguire  (n.'  155,  156)  la  risolu- 
zione di  una  equazione  di  secondo  grado,  i  cui  coefficienti  dipen- 
dono razionalmente  da  quelli  delle  equazioni  delle  linee  interse- 
cantisi,  e  quindi  appartengono  al  campo  K.  Le  radici  di  quella 
equazione,  e,  per  conseguenza,  le  coordinate  dei  punti  richiesti,  si 
otterranno  adunque  eseguendo,  oltre  ad  operazioni  razionali, 
una  estrazione  di  radice  quadrata  sopra  un  numero  del  campo  K. 
Queste  coordinate  appartengono  perciò  a  quel  campo  di  razio- 
nalità K\  che  si  ottiene  dal  campo  Z",  aggiungendovi  le  radici 
quadrate  di  tutti  i  numeri  positivi  (se  vogliamo  limitarci  ad 
enti  reali)  contenuti  in  K. 
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Viceversa,  ogni  punto  le  cui  coordinate  a;,  y  appartengono 
B,  K\  può  ottenersi  dai  punti  dati  mediante  costruzioni  ese- 
guibili con  riga  e  compasso.  La  ipotesi  è  infatti  che  il  numero  x 
{oà  y)  possa  ottenersi  mediante  un  numero  finito  di  operazioni 
razionali  eseguite  sui  numeri  di  X  e  sulle  loro  radici  quadrate;  ma 
poiché  le  operazioni  razionali  si  traducono,  come  già  sappiamo, 
in  costruzioni  eseguibili  colla  riga,  possiamo  supporre  che  la 
stessa  X  sia  la  radic^  quadrata  di  un  numero  k  di  K.  In  tal 
caso  però  x  =z  Y  k  -  1  e  \\  valore  del  segmento  medio  pro- 
porzionale fra  due  segmenti  noti,  aventi  i  valori  1  e  A:;  quel  seg- 
mento è  adunque  costruibile  con  riga  e  compasso,  come  si  era 
affermato. 

Noi  finora  abbiamo  applicato  le  costruzioni  3),  4)  e  5)  im- 
mediatamente ai  punti  primitivi,  o,  ciò  che  conduce  alle  stesse 
conseguenze,  a  punti  le  cui  coordinate  appartengano  al  campo  K. 
Quelle  costruzioni  ci  hanno  fornito  nuovi  punti,  le  cui  coordi- 
nate appartengono  ad  un  campo  più  esteso  K'.  Ma  sui  nuovi 
punti,  che  vengono  aggiunti  ai  primitivi,  e  su  questi,  possiamo 
ancora  operare  mediante  le  dette  costruzioni.  Arriveremo  cosi 
ad  ottenere  ulteriori  punti,  le  cui  coordinate  apparterranno  a 
quel  campo  di  razionalità  K"  che  proviene  da  K'  (colF aggiunta 
delle  radici  quadrate  dei  numeri  di  ^')  come  Z'  proveniva  da  K. 
Si  può  proseguire  in  tal  guisa,  ed  è  chiaro  che  si  giungerà  al 
seguente  risultato: 

Si  parta  da  un  numero  finito  di  punti  aventi  le  coordinate 
ortogonali  1,  a,  b,  e  .  .  . ,  e  su  questi^  e  sui  punti  che  via  via  si 
ottengono,  si  operi  mediante  costruzioni  determinate  da  eseguirsi 
colla  riga  e  col  compasso.  Ogni  punto  a  cui  si  perverrà  in  tal 
guisa  (dopo  un  numero  finito  di  costruzioni),  avrà  coordinate 
che  potramio  calcolarsi,  partendo  dai  numeri  dati,  mediante  un 
numero  finito  di  operazioni  razionali  e  di  estrazioni  di  radici 
quadrate;  e  viceversa,  ogni  punto  avente  coordinate  di  tal  natura 
potrà  costruirsi  mediante  la  riga  ed  il  compasso. 

Od  anche,  se  chiamiamo  campo  euclideo  determinato  dai  nu- 
meri dati  1,  a,  b,  e .  . .  ,  V  insieme  dei  numeri  reali  che  si  otten- 
gono da  questi,  mediante  un  numero  finito  di  operazioni  razio- 
nali ed  estrazioni  di  radici  quadrate,  potremo  dire  : 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè,  partendo  da  certi 
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punti  dati,  si  possa  costruire  un  nuovo  punto  mediante  riga  e 
compasso,  è  che  le  coordinate  ortogonali  di  questo  punto  appar- 
tengano al  campo  euclideo  determinato  dalle  coordinate  dei  punti 
dati. 

Siccome  poi  la  estrazione  di  radice  quadrata  è  equivalente 
alla  risoluzione  di  una  equazione  di  secondo  grado,  un  numero 
generico  del  campo  euclideo  sopra  nominato  può  anche  defi- 
nirsi nel  modo  seguente.  Si  formi  una  prima  equazione  qua- 
dratica, i  cui  coefficienti  appartengano  al  campo  di  razionalità 
K  =  [1,  a,  b,  e  .  .  .]  definito  dai  numeri  dati,  e  si  aggiungano 
le  radici  di  questa  al  campo  K,  ottenendo  un  campo  (general- 
mente) più  ampio  Ki  ;  si  costruisca  poi  una  seconda  equazione 
quadratica,  i  cui  coefficienti  appartengano  al  campo  A'i,  e  si 
aggiungano  a  Ki  le  radici  di  questa  equazione,  ottenendo  un 
nuovo  campo  K^',  e  cosi  si  continui.  Tutte  le  equazioni  qua- 
dratiche che  in  tal  guisa  si  possono  formare  hanno  per  radici 
reali  numeri  del  campo  euclideo;  e  viceversa,  ogni  numero  di 
questo  campo  è  radice  di  una  equazione  costruibile  nel  modo 
detto. 

272.  Sui  problemi  risolubili  mediante  la  riga  e  il  com- 
passo. —  Le  considerazioni  precedenti,  quando  si  ricordino  le 
convenzioni  fatte  per  classificare  i  problemi  geometrici,  ci  con- 
ducono al  risultato  fondamentale  che  segue: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  un  problema  geo- 
metrico possa  risolversi  colla  riga  e  col  compasso,  è  che  la  equa- 
zione da  cui  il  problema  dipende  abbia  le  radici  appartenenti  al 
campo  euclideo  determinato  dai  dati;  od,  in  altre  parole,  che 
quella  equazione  possa  risolversi  mediante  un  numero  finito  di 
operazioni  razionali  e  di  estrazioni  di  radici  quadrate  eseguite 
partendo  dai  numeri  dati. 

Potremo  dire  ancora: 

Sono  risolubili  colla  riga  e  col  compasso  tutti  i  problemi  di 
primo  e  di  secondo  grado;  e,  fra  i  problemi  (algebrici)  digrado 
superiore,  quelli  soltanto  che  conducono  ad  equazioni,  la  cui  riso- 
luzione può  farsi  dipendere  dalla  risoluzione  di  un  numero  finito 
di  equazioni  quadratiche,  formate  nel  modo  sopra  indicato.  Que- 
sti ultimi  problemi  si  risolvono  mediante  la  successiva  risolu- 
zione di  più  problemi  di  secondo  grado. 
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In  base  a  questo  teorema,  la  questione  geometrica  di  deci- 
dere se  un  determinato  problema  possa  risolversi  colla  riga  e 
col  compasso,  si  riduce  (quando  si  riesca  a  scrivere  la  equazione 
del  problema)  alla  questione  algebrica  di  decidere  se  una  data 
equazione  possa  risolversi  mediante  operazioni  razionali  ed  estra- 
zioni di  radici  quadrate.  Ora  V  algebra  possiede  oggi  metodi 
generali  per  affrontare  questioni  siffatte.  Essa  quindi  ha  potuto, 
nel  secolo  XIX,  portare  una  risposta  definitiva  a  domande  che 
i  geometri  greci  avevano  posto,  e  che  per  oltre  venti  secoli 
erano  rimaste  insolute. 

Non  possiamo  qui  trattenerci  sulla  teoria  algebrica  delle 
equazioni  risolubili  mediante  radicali  quadratici.  Ci  limitiamo 
ad  enunciare  un  teorema  fondamentale  in  quella  teoria,  riman- 
dando, per  la  dimostrazione  e  per  altre  nozioni,  agli  autori  che 
si  occuparono  in  particolare  di  questo  argomento  (^): 

Condizione  necessaria^  non  sufficiente,  affinchè  una  equazione 
algebrica  irriducibile  (in  un  campo  di  razionalità  cui  apparten- 
gono i  suoi  coefficienti)  possa  risolversi  mediante  u?i  numero 
finito  di  operazioni  razionali  ed  estrazioni  di  radici  quadrate,  è 
che  il  grado  della  equazione  sia  una  potenza  di  2. 

273.  Esempi  di  problemi  di  secondo  grado,  o  di  grado 
superiore,  risolubili  con  mezzi  elementari.  —  Euclide  ha  inse- 
gnato a  risolvere  colla  riga  e  col  compasso  i  problemi  di  secondo 
grado  (^);  tali  sono,  ad  es.,  la  costruzione  di  un  segmento  medio 
proporzionale  fra  due  segmenti  dati,  la  bisezione  di  un  dato 
angolo,  la  divisione  di  un  segmento  in  media  ed  estrema  ra- 
gione, ecc. 

Molti  problemi  grafici  di  secondo  grado  si  incontrano,  come 
vedemmo,  nella  Geometria  proiettiva  (n.°  90  e  seg.);  fondamen- 
tale, tra  questi,  la  determinazione  dei  punti  uniti  in  una  proietti- 
vita  od  involuzione  tra  punteggiate  sovrapposte,  al  quale  pro- 


{^)  Petersen,  Teoria  delle  equazioni  (trad.  Rozzolino  e  Sforza);  Klein, 
Conferenze  sopra  alcune  questioni  di  Geometria  elementare  (trad.  Giudice) 
pp.  5-11  (Torino,  1896);  Enriques,  Sulle  equazioni  algebriche  risolubili  per 
radicali  quadratici .  .  .  nel  volume  citato  «  Questioni  riguardanti  la  Geome- 
tria elementare  »  pp.  357-368. 

(-)  Tale  risoluzione  era  già  nota  alla  Scuola  Pitagorica  del  V°  secolo 
av.  Cr. 
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blema  mostreremo  tra  poco  potersi  ricondurre  ogni  altro  problema 
di  secondo  grado. 

Fra  i  problemi  di  grado  superiore  al  secondo,  che  possono 
risolversi  tuttavia  con  riga  a  compasso,  citiamo  anzitutto  la 
costruzione  di  un  cerchio  che  tocchi  tre  rette  date,  lati  di  un 
triangolo,  problema  di  quarto  grado,  la  cui  risoluzione  dipende 
dalla  bisezione  di  due  angoli  del  triangolo,  cioè  da  due  problemi 
di  secondo  grado.  Sotto  l' aspetto  proiettivo  quel  problema  rien- 
tra nel  seguente,  che  abbiamo  imparato  a  risolvere  (n.''  231, 
es.  9),  10)):  costruire  una  conica  di  cui  siano  date  tre  tangenti 
e  due  punti,  o  tre  punti  e  due  tangenti;  qui  della  curva  si 
domandano  tali  ulteriori  elementi,  che  si  possa  applicare  una 
delle  note  costruzioni  lineari  per  punti  o  per  tangenti. 

Pure  di  quarto  grado,  ma  risolubile  con  mezzi  elementari, 
è  il  problema  di  costruire  le  quattro  tangenti  comuni  a  due 
cerchi,  o,  in  generale,  a  due  coniche  di  cui  si  conoscano  già  due 
intersezioni  (n."  231,  es.  30));  ed  il  problema  duale  di  costruire 
le  intersezioni  di  due  coniche  conoscendo  due  tangenti  comuni 
(o  il  triangolo  autopolare  comune,  ad  es.  di  due  coniche  aventi 
un  fuoco  comune  (n.°  262,  es.  9)). 

Citiamo  finalmente  un  celebre  problema  di  ottavo  grado, 
che  Apollonio  ha  insegnato  a  risolvere  coi  mezzi  euclidei:  la 
determinazione  di  un  cerchio  tangente  a  tre  cerchi  assegnati. 
Delle  numerose  risoluzioni  proposte,  una,  dovuta  a  Newton, 
trovasi  accennata  nell'es.  10)  del  n.°  262.  Quanto  al  problema 
dei  poligoni  regolari,  si  veda  il  n.°  277. 

274.  Sopra  alcuni  strumenti  atti  a  sostituire  il  compasso 
nelle  costruzioni  elementari.  —  La  ricerca  generale  che  pre- 
cede sui  problemi  risolubili  mediante  riga  e  compasso,  può  esten- 
dersi in  due  direzioni.  Si  può  infatti  domandare  se  esistano 
strumenti  atti  a  sostituire,  in  parte  o  interamente,  la  riga  o  il 
compasso  nella  risoluzione  dei  detti  problemi.  Oppure  si  può 
esaminare  quali  strumenti  convenga  aggiungere  alla  riga  ed 
al  compasso  per  risolvere  nuove  classi  di  problemi  geometrici. 

Per  quanto  riguarda  la  prima  domanda,  ricordiamo  anzi- 
tutto che  l'operazione  essenziale  risoluta  dal  compasso  (quando 
sia  associato  alla  riga)  è  la  seguente:  noto  un  segmento,  la  cui 
lunghezza  sia  a  rispetto  ad  una  data  unità  di  lunghezza,  co- 
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struire  un  nuovo  segmento  la  cui  lunghezza  sia  y  a.  Ogni  altro 
strumento  che  permetta  di  eseguire  la  stessa  costruzione  (qua- 
lunque sia  a  >  0),  può  esser  sostituito  al  compasso. 

Notiamo,  in  secondo  luogo,  che  quella  costruzione  può  com- 
piersi mediante  uno  strumento  il  quale  permetta,  dati  i  seg- 
menti  1  e  /^  <  1,  di  costruire  il  segmento  di  valore  K  1  —  /c^. 
Sia  infatti  a  la  lunghezza  di  un  dato  segmento.  Noi  possiamo 
costruire  colla  sola  riga  (n.*'  269)  un  segmento  avente  la  lunghezza 

^  —    1  +  a' 
poi,  collo  strumento  in  discorso,  il  segmento 


a;     _    ^ 
e  finalmente  il  segmento 


1  -1-  a 


Va    =-— 2— -^ 

Applichiamo  queste  considerazioni  a  due  esempi: 
I.  Sia  tracciato  (con  uno  strumento  qualsiasi)  un  cerchio 
in  una  determinata  posizione  nel  piano;  e  ne  sia  noto  il  cen- 
tro 0.  È  chiaro  intanto  che  si  potranno  condurre,  colla  sola 
riga,  due  rette  perpendicolari  x,  y  per  0,  giacche  basterà  iscri- 
vere nel  cerchio  un  rettangolo,  di  cui  due  diametri  arbitrari 
possono  esser  assunti  come  diagonali,  e  costruir  poi  le  mediane 
del  rettangolo.  Assumendo  il  raggio  del  cerchio  come  unità, 
abbiamo  un  sistema  di  coordinate   ortogonali  a  cui  riferiremo 

i  dati.  Il  cerchio  avrà  l'equazione  

^2  j^  y2  _  1^  ossia  y  =  :t  l/l  —  x'^', 
ora  questa  ci  mostra  che,  noto  il  segmento  x  <  1,  si  può  co- 
struire il  segmento  V  1  —  x^ ,  ordinata  del  punto  che  ha  l'a- 
scissa X.  Ricaviamo,  in  base  alla  considerazione  precedente,  il 
teorema  di  Poncelet  (1822)  e  Steinek  (1833):  ogni  problema  riso- 
lubile colla  riga  e  col  compasso,  può  pure  risolversi  colla  sola  riga, 
purché  sul  foglio  del  disegno  sia  segnato  un  cerchio  fisso.  Il  centro 
del  cerchio  si  adopera  soltanto  nei  problemi  d' indole  metrica  Q). 


(1)  Per  la  esecuzione  effettiva  di  siffatte  costruzioni  si  veda  l'opuscolo 
di  Steiner,  Die  Geometrischen  Comtrudionen  . . . ,  riprodotto  in  Steiner  '  s 
Gesammelte  Werke,  Voi.  I,  pag.  4G1  ;  od  anche  l' articolo  di  Giacomini,  Sulla 
risoluzione  dd problemi  geometrici . . . ,  nel  citato  volume  di  Enriques,  pag.  279. 
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II.  Sia  data  una  riga  a  due  orli  paralleli,  vale  a  dire  una 
riga  ordinaria,  di  cui  si  adoperino  insieme  i  due  orli,  in  guisa  da 
poter  condurre  due  rette  parallele  distanti  quanto  la  larghezza 
(od  altezza)  della  riga,  che  assumeremo  come  unità  lineare. 

Osserviamo  subito  che  questa  riga  può  adoperarsi  in  due 
modi  diversi.  Un  primo  modo  consiste  nel  far  combaciare  un 
orlo  di  essa  con  una  retta  data,  e  costruire  le  parallele  a  questa, 
distanti  da  essa  dell'  unità  di  lunghezza.  Così  procedendo,  pos- 
siamo, dati  i  due  lati  di  un  angolo,  costruire  un  parallelogram- 
ma equilatero  avente,  come  uno  degli  angoli,  l'angolo  dato; 
possiamo  adunque  bisecare  l'angolo,  ottenendo  due  rette  per- 
pendicolari X,  ?/,  sulle  quali  potremo  costruire  un  quadrato  avente 
per  lato  l'unità  lineare.  Possiamo  ancora,  servendoci  di  paral- 
lele alle  nominate  bisettrici,  costruire  sopra  un  lato  dell'  angolo 
un  segmento,  che  sia  uguale  ad  un  segmento  dato  sopra  l'altro 
lato.  Ora  i  due  problemi  di  «  bisecare  un  angolo  dato  »,  e 
«  trasportare  un  dato  segmento  da  una  retta  ad  un'  altra  »  sono 
di  secondo  grado;  ma  non  si  deve  credere  che  ogni  problema 
di  secondo  grado  possa  ricondursi  a  questi.  Ciò  fu  dimostrato  (^) 
a  proposito  di  uno  strumento,  detto  trasportatore  di  segmenti,  il 
quale  permette  appunto  di  risolvere  il  secondo  (e  quindi  il 
primo)  problema.  A  questo  strumento  è  equivalente  la  riga 
a  due  orli  adoperata  nel  modo  ora  esposto  ;  essa  adunque  non 
può  sostituire  interamente  il  compasso,  finché  si  limiti  la  sua 
azione  alle  operazioni  indicate. 

Ma  vi  è  un  secondo  modo  di  adoperare  la  riga  a  due  orli, 
che  consiste  nell' adagiar  la  riga  in  modo  che  i  suoi  due  orli 
passino  rispettivamente  per  due  punti,  la  cui  distanza  superi 
od  uguagli  r  altezza  della  riga,  tracciando  le  rette  cosi  deter- 
minate. In  tal  guisa  si  riesce  a  risolvere  ogni  problema  che  sia 
risolubile  colla  riga  e  col  compasso. 

Per  veder  ciò,  partiamo  da  un  segmento  0  J.  =  p  >>  1, 
posto  sopra  l'asse  delle  x,  segmento  che  riguardiamo  come  noto. 


(^)  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Gap.  VII  (Leipzig,  1899); 
m  emoria  tradotta  in  francese  nel  periodico  «  Annales  de  l' École  Nor- 
male Supérieure  »  (1900).  Un  cenno  sul  detto  strumento  si  trova  pure  nel 
mio  articolo  citato,  inserito  nella  Eaccolta  di  Enriques  pp.  343-348. 


—  483  — 
Collocata  la  riga  in  guisa  che  un  orlo  passi  per  0,  e  l'altro  per  A, 
tracciamo,  seguendo  quest'ultimo  orlo,  la  retta  AB,  che  incon- 
trerà in  B  l'asse  y;  sia  0-B  =  g  il  segmento  che  così  si  co- 
struisce. Per  calcolare  q,  notiamo  che  la  retta  indefinita  AB 
ha  r  equazione 

^      I     J_  _   1 

P    +    ^     -   ^' 

e  dista  dell'unità  dall'origine  0;  ricaviamo  di  qua  la  relazione 

1 

=  1, 


V 


P 
donde  (in  valore  assoluto) 


2     T^     «2 


q         r  p- 

Questa  ci  mostra,  che,  data  la  riga  a  due  orli  e  noto 

k  =  ~  <1, 

P  

si  può   costruire  l'espressione  y  1  —  ^■■^.  E  tanto  a  noi  basta 

per  affermare: 

Ogni  problema  risolubile  colla  riga  e  col  compasso,  può  anche 
risolversi  usando  la  sola  riga  a  due  orli  paralleli  (^). 

I  risultati  precedenti  si  confermano  per  via  sintetica,  pur- 
ché si  ricordi  che  il  problema  di  secondo  grado  consistente 
nella  determinazione  dei  punti  uniti  di  una  proiettività  od  invo- 
luzione fra  punteggiate  sovrapposte,  può  risolversi  colla  sola 
riga  quando  sia  noto  un  cerchio  (n.'  77,  87),  o  colla  sola  riga 
a  due  orli  (n.°  78,  es.  10),  11));  e  si  noti  inoltre  che  ogni  altro 
problema  di  secondo  grado  può  ridursi  a  quello  ora  nominato. 
Quest'ultima  affermazione  si  giustifica  osservando  che  la  riso- 
luzione di  un  qualsiasi  problema  di  secondo  grado,  vale  a  dire 
la  determinazione  grafica  delle  radici  di  una  equazione 
x^  -{-  px  -}-  q   =   0, 


(*)  L'  applicazione  di  questo  strunieiito,  in  luogo  del  compasso,  fu  in- 
dicata da  Adler  (nei  «  Sitzungsberichte  »  dell'Accad.  di  Vienna,  1890).  Si 
veda  in  proposito  l'articolo  di  Giacomini,  Sulla  risoluzione  dei  problemi  geo- 
metrici . . . ,  nella  raccolta  citata  di  Enriques,  pp.  304-309. 
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dove  p,  q  possono  riguardarsi  come  coordinate  proiettive  (od 
anche    ascisse)    di    punti    noti   sopra    una    retta,  su    cui    sono 
segnati  i  punti  fondamentali  (a?  =  ±  go  ,  0,  1),  equivale  alla 
costruzione  dei  punti  doppi  della  involuzione 

xx'  -f  ^  (x  +  x')  -f  g-  =  0, 

la  quale  è  nota,  perchè  di  essa  si  possono  costruire  linearmente 

quante  coppie  si  vogliano  (ad  es.  la  coppia  x  =  0,  x'  =z ^^ 

e  la  coppia  a;  =  ±  co ,  a;'  =  —  -|-), 

III.  Finalmente  ricordiamo  il  risultato  ottenuto  del  Masche- 
roni {Geometria  del  compasso,  1797;  ediz.  francesi  del  1798  e 
1828),  secondo  il  quale  si  può  risolvere  col  solo  compasso  ogni 
problema  risolubile  con  riga  e  compasso  (quando,  s'intende,  l'ele- 
mento richiesto  sia  un  punto  od  un  cerchio).  Non  ci  fermiamo 
ad  esporre  qui  la  dimostrazione  di  questo  fatto,  giacché,  essendo 
fondata  sopra  concetti  diversi  da  quelli  contenuti  nelle  pagine 
precedenti,  ci  porterebbe  troppo  lontano  dai  nostri  studi  Q). 

275.  Risoluzione  dei  problemi  di  3°  e  é''  grado  mediante 
una  conica  fissa.  —  Veniamo  ora  alla  seconda  questione  propo- 
sta al  principio  del  n°.  274:  quali  strumenti  convenga  aggiun- 
gere alla  riga  ed  al  compasso  per  la  risoluzione  dei  problemi 
di  grado  superiore  al  secondo.  Ci  limiteremo  a  dimostrare  il 
teorema  seguente,  dovuto  ai  due  fondatori  della  Geometria  ana- 
litica Fermat  e  Descartes  (1637): 

Ogni  problema  di  3°  o  4°  grado  può  risolversi  colla  riga  e 
col  compasso,  purché  sia  tracciata  inoltre,  sul  foglio  del  disegno, 
una  curva  del  secondo  ordine. 

Supponiamo  ad  es.  che  questa  curva  sia  la  parabola 

(1)  x^  =  y, 

riferita  ad  assi  ortogonali.  Osserviamo  anzitutto  che  il  problema 
di  determinarne  le  intersezioni  con  un  dato  cerchio 

(2)  ic2  _|_  ^2  _  2a:r  —  2py  -\-  y  =  0, 
viene  a  dipendere  dall'equazione  di  quarto  grado 

(3)  x^  -^  {1  —  2^)x^  —  2ax  -^  y  =  0, 


(^)  Il  lettore  potrà  consultare,  oltre  all'  opera  originale  del  Mascheroni, 
l'articolo  di  Daniele,  Sulla  risoluzione  dei  problemi  geometrici  col  compasso, 
nella  E  accolta  citata  di  Enriques,  pag.  247. 


—  485  — 

che  si  ottiene  eliminando  y  fra  le  (1)  e  (2);  le  radici  reali 
della  (3)  possono  dunque  esser  costruite  graficamente^  quando 
siano  tracciate  la  parabola  e  il  cerchio. 

Ciò  premesso,  supponiamo  di  dover  risolvere  un  problema 
di  quarto  grado,  il  quale  dipenda  dall'equazione 

(4)  a;*  +  ax^  -\-  hx^-  ^  ex  -\-  d  =  0, 

dove  a,  6,  e,  d  sono  quantità  appartenenti  al  campo  di  razio- 
nalità definito  dai  dati  (sono  ad  es.  lunghezze  di  segmenti  noti 
sull'asse  x).  Possiamo  intanto,  senza  introdurre  restrizioni,  limi- 
tarci al  caso  che  sia  a  =  0;  infatti,  nella  ipotesi  opposta,  si 
assuma  come  incognita  la  quantità  a?i,  legata  ad  x  dalla  rela- 
zione X  :=^  x^ j-  ;  fatta  la  sostituzione  nella  (4),  si  riconosce 

che  la  nuova  equazione  in  X\^  pur  essendo  di  quarto  grado, 
manca  del  termine  a  terzo  grado,  come  desideriamo. 

Sia  adunque 
(4')  x^  ^  hx^-  ^  ex  -^  d   =.   0 

l'equazione  del  nostro  problema.  Paragonandola  colla  (3),  ve- 
diamo che,  quando  si  siano  determinate  a,  |5,  y  in  guisa  da 
avere 

1  —  2/9  =  6,       —  2a  ~  e,       y  =  d, 
ossia 

(5)  ^  = 2 '       "  ~  "~  "^  '       5'  —  ^' 

allora  le  radici  richieste  della  (4')  sono  le  ascisse  delle  interse- 
zioni della  parabola  (1)  col  cerchio  (2).  E  poiché  la  costruzione 
di  questo  cerchio  (di  centro  (a,  ^)  e  raggio  y  a^  -^  P^  —  v) 
può  farsi  con  mezzi  elementari,  in  virtù  delle  (5),  concludiamo 
che  la  risoluzione  di  ogni  problema  di  quarto  grado  si  può  ri- 
condurre alla  determinazione  delle  intersezioni  di  una  parabola 
fissa  con  un  cerchio  costniibile  elementarmente. 

La  stessa  conclusione  vale,   a  fortiori,  per  i  problemi  di 
terzo  grado,  giacché  la  equazione  cubica 

x^  -\-  ax^  -\-  hx  -\-  e  =i  0 
ha  le  tre  radici  comuni  colla  equazione  di  quarto  grado 

X*  -\-  ax^  -j-  hx^  -j-  ca:  =  0, 
di  cui  la  quarta  radice  è  nulla.  Vorrà  dire   che  il   cerchio   da 
adoperarsi  segherà  la  parabola  (1)  in  quattro  punti,  di  cui  uno 
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sarà  noto  a  priori  (cadrebbe  nell'origine  se  fosse  a  =  0,  perchè 
allora  F  ultima  delle  (5)  darebbe  7  =  6?  =  0),  e  gli  altri  tre 
condurranno  alle  soluzioni  del  problema. 

Lasciamo  al  lettore  l'applicazione  di  questo  metodo  alla  riso- 
luzione dei  due  problemi  di  terzo  grado  di  cui  ora  parleremo. 

276.  I  problemi  della  duplicazione  del  cubo  e  della  trise- 
zione dell'  angolo.  —  Portiamo  qualche  esempio  di  problemi  di 
grado  superiore  al  secondo. 

Due  problemi  di  terzo  grado  sono  celebri  per  aver  fermato 
l'attenzione  dei  geometri  fin  dai  tempi  più  remoti;  (per  il  primo 
le  notizie  risalgono  al  V  secolo  av.  Cr.). 

I.  Il  problema  della  duplicazione  del  cubo  (o  problema  di 
Delo)  consiste  nella  ricerca  di  un  segmento,  il  cui  cubo  sia  dop- 
pio del  cubo  costruito  sopra  un  segmento  dato.  Assunto  que- 
st'  ultimo  come  unità  lineare,  il  problema  dipende  dall'  equazione 

rr^  —  2  =  0, 
mentre  il  campo  di  razionalità  definito  dai  dati  è  il  campo  [1] 
costituito  da  tutti  i  numeri  razionali.  Quella  equazione  è  irridu- 
cibile; infatti,  se  il  primo  membro  fosse  il  prodotto  di  due  fat- 
tori (x  —  a)  (aj^-|-  ^x  -\-  y)  a  coefficienti  razionali,  l'equazione 
stessa  avrebbe  una  radice  razionale  a,  mentre  nessun  numero 
razionale  ha  per  cubo  il  numero  2.  Ricordando  il  teorema  finale 
del  n.°  272,  possiamo  dunque  concludere  che  il  problema  della 
duplicazione  del  cubo  non  è  risolubile  colla  riga  e  col  compasso. 

Eccone  una  semplice  risoluzione,  in  cui  si  usa  una  curva 
del  terzo  ordine,  la  cissoide  (n.°  163,  1)).  Partendo  da  un  cer- 
chio, il  cui  diametro  si  assume  come  unità  di  lunghezza,  si 
descriva  la  cissoide  (v.  la  figura  di  pag.  267),  che  ha  l'equazione 

{x^  -\-  y^)x  —  ?/2  =  0. 
Preso  poi  sull'asintoto  un  segmento  arbitrario  AN  =^  w,  si 
conduca  la  retta  OiV,  y  =  mx^  la  quale  incontra  la  curva, 
oltre  che  in  0,  nel  punto  P{t^^  ,  Y^k^)-  ^i  *i"  finalmente 
AP^  che  segherà  1'  asse  y  in  un  punto  N'  di  ordinata 
ON'  z^  m^,  come  il  lettore  verificherà  facilmente.  Eseguendo 

la  costruzione  nell'ordine  inverso,  si  può  dunque,  quando   sia 

3 

dato  un  segmento  ON'  =  m',  costruire  un  segmento  ON  =  J/m'; 

e  se  m'  =  2,  si  viene  a  risolvere  il  problema  di  Delo. 
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II.  Il  problema  della  trisezione  dell'angolo  consiste  nel  divi- 
dere in  tre  parti  uguali  un  angolo  dato  go.  Si  assumano  il  vertice 
ed  un  lato  come  origine  ed  asse  x  di  un  sistema  cartesiano 
ortogonale;  l'altro  lato  sarà  noto,  quando  si  conosca  ad  es.  la 
ordinata  a  =  tg  go  del  punto  in  cui  esso  sega  la  retta  a;  =  1. 
Il  campo  di  razionalità  definito  dai  dati  è  ora  X  =  [1,  a]. 
Come  incognita  assumiamo 

m 

!/  =  tg3, 

ordinata  del  punto  in  cui  una  retta  trisettrice   sega  la  retta 

a;  =  1.  Ricordando  la  formola  trigonometrica 

,     „             3  tg  a  —  tg^a 
tg  3a  =  -y= 5— -f , 

e  ponendo  «  =  -|-,  risulta  subito  che  y  è  radice  della   equa- 

ó 

zione  cubica 

(1)  y^  —  3ay^  —  3y  -f-  a  =  0. 

Se  noi  dimostriamo  che  questa  equazione  è  irriducibile  nel 
campo  K^  in  corrispondenza  ad  infiniti  valori  di  a,  risulterà 
(in  virtù  del  teorema  algebrico,  n.°  272,  sopra  citato)  che  la 
trisezione  di  un  angolo  dato  è  generalmente  ineseguibile  colla 
riga  e  col  compasso.  Premesso  che  la  riducibilità  della  equa- 
zione (1)  porterebbe  (come  nel  problema  precedente)  l'esistenza 
di  una  radice  appartenente  al  campo  K^  supponiamo  ad  es. 
che  a  sia  un  numero  intero.  In  tal  caso  K  è  l'insieme  dei  nu- 
meri razionali,  e  quella  radice  dovrebbe  esser  razionale,  anzi  (per 
un  noto  teorema  sulle  equazioni  a  coefficienti  interi)  dovrebbe 
esser  un  numero  intero  divisore  di  a.  Ora  che  un  divisore  di  a 
non  soddisfi  all'equazione  (1),  si  verifica  subito  per  a  =  2,  3...; 
e,  con  un  facile  calcolo,  si  verificherebbe  lo  stesso  fatto  per 
qualunque  valore  intero  di  a,  esclusi  i  tre  valori  a  =  1,  0,  — -  1 
(ai  quali  corrispondono  le  radici  razionali  y  =  —  1,  ?/  =  0, 
y  =  1  ).  Concludiamo  che  per  infiniti  valori  dell'  angolo  dato  la 
trisezione  è  inseguitile  colla  riga  e  col  compasso  (^).  Esistono  però 


(^)  Per  una  dimostrazione  più  completa  si  veda  il  volume  citato  del 
Capelli,  pag.  648.  Si  consultino  inoltre  l' opuscolo  citato  del  Klein,  pp.  11-14, 
e  r  articolo  di  Conti,  Problemi  di  3°  grado  . . .  ,  nel  volume  citato  di  Enriques, 
pag.  415,  dove  si  troveranno  altre  costruzioni  o  notizie  sui  due  problemi 
qui  nominati. 
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angoli  particolari  che  possono  esser  trisecati  coi  detti  strumenti; 
tali  sono  ad  es.  l'angolo  retto  (a  =  db  oo),  l'angolo  semiretto 
(a  =  l)j  ecc. 

La  trisezione  di  un  angolo  qualsiasi  può  ottenersi  in  modo 
elegante,  ricorrendo  ad  una  curva  del  4°  ordine,  la  concoide  di 
Nicomede  (n.°  163,  2)).  Detto  AOM  l'angolo  in  questione,  da 
un  punto  M  di  un  lato  si  conduca  la  perpendicolare  MA  sul- 
r  altro  lato,  e  si  descrìva  poi  la  concoide  che  ha  il  vertice  0 
come  polo,  la  retta  MA  come  base,  e  il  doppio  del  segmento 
OM  come  intervallo;  di  questa  concoide  basta  il  ramo  che  è 
separato  da  0  mediante  la  base  (cfr.  la  figura  di  pag.  269), 
Condotta  per  M  la  parallela  ad  OA  fino  ad  incontrare  in  N 
il  detto  ramo  di  curva,  si  congiunga  N  con  0;  dico  che  l'ul- 
tima retta  forma  con  OA  un  angolo  95  =  -|-  A'OM.  Infatti, 
se  indichiamo  con  S  il  punto  in  cui  ON  sega  MA^  e  con  T  il 
punto  medio  di  8N^  per  una  nota  proprietà  del  triangolo  ret- 
tangolo 8MN,  si  ha  MT  =  -~-  SN  =  OM  (metà  deW inter- 
vallo), quindi  TOM  =  3£T8  =  2Mm  —  2N0A,  che  giu- 
stifica la  nostra  affermazione. 

^77.  Il  problema  dei  poligoni  regolari. 

I.  La  divisione  di  un  dato  angolo  (p  in  un  numero  intero  n 
di  parti  uguali  dipendo  da  una  equazione  di  grado  w,  quando 
si  consideri  come  quantità  data  tgg?  e  come  incognita  tg  ---• 
Quella  equazione  è  irriducibile  per  un  valore  generico  di  q>]  il 
problema  non  può  dunque  risolversi  in  generale  mediante  la 
riga  e  il  compasso,  quando  n  non  sia  una  potenza  di  2. 

Ma  se  w  =  2*  (Zr  intero  positivo),  il  problema  si  risolve 
coi  detti  strumenti,  qualunque  sia  90;  giacché  si  riduce  a  k  bi- 
sezioni successive  dell'angolo  go  e  degli  angoli  che  via  via  si 
ottengono.  E  la  risoluzione  della  equazione  di  grado  2*  si  ese- 
guisce risolvendo  k  successive  equazioni  quadratiche. 

II.  Un  esame  speciale  esigono  valori  particolari  dell'angolo  cp. 
n  caso  più  interessante  si  presenta  quando  (p  r=:2n,  giacché  ad 
esso  corrisponde  la  iscrizione  di  un  n.  gono  regolare  in  un  cer- 
chio. Qui  conviene  assumere  come  incognita  il  numero  complesso 

2n      1      .  2yr 

z  =  cos  — —  -|~  ^  sen 


n 


—  489  — 
noto  il  quale,  è  pur  noto  il  lato  dell' n.  gono  iscritto  nel  cerchio 
di  raggio  1.  Ora  z  è  radice  della  equazione  binomia 

zn  —  \    —   0. 
Questa  però  è  riducibile  nel  campo  JT  =  [1],  giacche 

2~  —  1    r=   (0  —  \){z--^  +  0"-'^  -[-•••  +  !)• 
Fatta  astrazione  dalla  radice  0  =  1,  priva  di  interesse,  rimane 
r  equazione 

la  quale,  nella  ipotesi  che  n  sia  un  numero  primo,  Gauss  di- 
mostrò essere  irriducibile  (^).  Dunque  la  iscrizione  di  un  n.gono 
regolare  in  un  cerchio,  per  n  numero  primo^  è  ineseguibile  colla 
riga  e  col  compasso,  a  meno  che  n  —  1  non  sia  una  potenza 
di  2.  Di  fronte  a  questo  risultato  negativo,  è  notevolissimo  il 
risultato  positivo  pure  dovuto  a  Gauss  (1796)  (^): 

Si  può  iscrivere  in  un  cerchio^  colla  riga  e  col  compasso^  un 
n.  gono  regolare,  ogniqualvolta  n  sia  un  numero  primo  della  forma 
n  =  2'^  -\-  1  (k  essendo  un  numero  intero  positivo).  I  più 
piccoli  valori  di  n  che  soddisfano  a  queste  condizioni  sono 

n  =  3,  5,  17,  257, 
(corrispondenti  a  A;  =  1,  2,  4,  8);  dei  relativi  poligoni  rego- 
lari solo  i  primi  due  erano  noti  agli  antichi;  dei  due  successivi 
furono  indicate  costruzioni  elementari,  fondate  sulla  discussione 
algebrica  della  detta  equazione  di  grado  n  —  1  (^)- 

Volendo  considerare  anche  i  valori  composti  di  n,  si  trova 
il  teorema  seguente: 

Affinchè  si  possa  iscrivere  in  un  cerchio^  colla  riga  e  col 
compasso^  un  n.gono  regolare^  è  necessario  e  sufficiente  che  i  fattori 
primi  dispari  componenti  il  numero  n  siano  tutti  della  forma 
2*  -|-  1,  e  tutti  compariscano  alla  prima  potenza]  (il  fattore  2 
può  comparire  a  potenze  qualsiasi). 


('j  Si  troveranno  semplici  dimostrazioni  nell'opuscolo  del  Klein,  pag.  18, 
nell'articolo  citato  di  Enriques,  Sulle  equazioni  algebriche...^  pag.  373,  nel 
volume  del  Capelli,  pag.  638. 

(^)  Per  la  dimostrazione  rinviamo  il  lettore  agli  autori  sopra  citati. 

(^)  Si  vedano,  per  n  =  17,  tre  costruzioni  nell'  articolo  di  Daniele, 
Sulle  costruzioni  delV  ettadecagono  regolare.,  inserito  nel  Volume  citato  di 
Enriques,  pag.  397. 
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278.  Il  problema  della  rettificazione  del  cerchio.  —  Le 

considerazioni  che  precedono  si  riferiscono  a  problemi  algebrici. 
Per  i  problemi  trascendenti  si  presentano  speciali  difficoltà.  Può 
accadere,  ad  es.,  che  non  si  riesca  a  scrivere  la  equazione  da 
cui  dipende  il  problema,  e  si  debba  limitarsi  a  dimostrare  che 
quella  equazione  non  può  essere  algebrica;  e  può  accadere, 
d' altra  parte,  che  tra  le  radici  di  una  equazione  trascendente  si 
trovino  numeri,  i  quali  soddisfino  pure  ad  equazioni  algebriche, 
nel  qual  caso  sarà  da  decidere  se  fra  questi  numeri  siano  com- 
prese, o  no,  le  soluzioni  del  problema. 

Accenniamo  qui  ad  un  problema  notissimo,  che  si  riconobbe 
esser  trascendente:  quello  della  rettificazione  (o  quadratura)  di 
un  cerchio.  Dato  il  raggio  del  cerchio,  che  si  potrà  assumere 
come  unità  di  lunghezza,  si  domanda  di  costruire  un  segmento, 
il  quale  sia  lungo  quanto  la  circonferenza  del  cerchio,  cioè  2n 
(od  un  quadrato  equivalente  al  cerchio,  cioè  di  area  tt).  Se  il 
problema  fosse  algebrico,  visto  che  il  campo  di  razionalità  de- 
finito dall'unico  dato  (unità  di  lunghezza)  è  il  campo  di  tutti 
i  numeri  razionali,  esisterebbe  una  equazione  algebrica  a  coef- 
ficienti razionali  avente,  fra  le  sue  radici,  ti.  Ora,  in  epoca 
recente  (1882),  il  Lindemann  riuscì  a  dimostrare  che  una  sif- 
fatta equazione  non  esiste,  che  ?r  è  un  numero  trascendente  (^). 
Di  qua  segui  senz'altro  l'impossibilità  di  rettificare  o  quadrare 
un  cerchio  colla  riga  e  col  compasso,  o  con  qualsiasi  altro  stru- 
mento il  quale  permetta  di  tracciare  soltanto  curve  algebriche. 


(^)  Di  questo  teorema  furono  date  varie  dimostrazioni,  tutte  però  troppo 
complicate  per  esser  qui  riprodotte.  Il  lettore  potrà  consultare,  su  questo 
argomento,  l'opuscolo  citato  del  Klein,  pag.  57;  o  l'articolo  di  Calò,  Sui 
problemi  trascendenti . . . ,  nella  citata  raccolta  di  Enriques,  pag.  471. 
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II. 


Raccolta  di  alcune  formole 
di   Geometria  analitica   piana. 

(Le  coordinate,  di  cui  si  fa  uso,  sono  cartesiane,  anzi  or- 
togonali quando  il  numero  d'ordine  di  una  formola  è  seguito 
dalla  lettera  o.  Con  P,  P',  . .  .  si  indicano  punti  di  coordinate 
(x,  y),  {x\  y'),...;  conr,  r',...  rette  di  equazioni  ax-\-hy  -\-  €^=^0^ 
a'x  +...  =  0,  ..  .)• 

Punti  e  rette. 

1)  Varie  forme  dell'equazione  di  una  retta  r: 

(1)  ax  -j-  ^2/  ~r  ^  =  O5 

(1')  y  =  mx  -\-  p^       dove  (1',  0)       ))i  =  tgxr; 

(1")  ^^  ^  JL.   =   1 

p         q 

dove  p,  q  sono  i  segmenti  staccati  dalla  retta  sugli  assi  a  par- 
tire dall'origine. 

2)  Equazione  di  una  retta  uscente  dal  punto  P': 

(2)  a(x  -  x')  4-  b(y  -  y')  =  0. 

3)  Equazione  della  retta  P'  P": 
X       y       1 


(3) 


x'      y'      1 
x"     y' 


„  X    —  X  y    —  y 

0,  oppure  ^^7-37^,7-  =  -^^~y' 


4)  Intersezione  di  due  rette  r^  r': 


/.v  he'   —  h'c  ca'  —  c'a 


ab'  —  a'h  '       ^  ah'  —  a'h 

5)  Condizione  di  parallelismo  delle  rette  r,  r': 
(5)  .  a  :  a'  =  h  :  h'. 
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6)  Retta  generica  del  fascio  rr': 

(6)  ax  -\-  hy  ^  e  -^  À{a'x  +  b'ij  +  e')   =   0. 

7)  Condizione  perchè  tre  rette  r,  r',  r"  passino  per  uno 
stesso  punto: 

a       h       e 

(7)  a'      y      e     =  0. 

a"     h"     e 

8)  Distanza  di  due  punti  P,   P': 

(8,  0)  PP'  =  VJx  -  x'y  +  (y  -  2/')=^. 

9)  Distanza  del  punto  P'  dalla  retta  r: 
ax'  -j-  hy'  -\-  e 


(9,  o) 


P'r  = 


(10,  o) 


10)  Angolo  di  due  rette  r,  r': 

i  aa'  +  66' 

\    


cosrr 


]/^2    _^    ^2    y  a^2    _|_    ft'2' 

ah'  —  a'b 


senrr 


Se  le  rette  r,  r'   sono   date  mediante  equazioni  del   tipo 
y  z=z  mx  -{-  p,     y  =:^  m'x  -\-  p',     si  ha  pure 

m'  —  m 


(10',  0) 


tgrr' 


1  -|-  mm' 

11)  Condizione  di  perpendicolarità  delle  rette  r,  r': 
(11,  0)     aa'  -|-  66'  1=  0,     oppure  (11',  0)  mm'  -f  1  =  0. 

12)  Equazione  della  perpendicolare  ad  r  condotta  per  P': 
x  —  x'    _     y  —  y' 


(12,  0) 
oppure 
(12',  0) 


y 


y 


{x  —  x'). 


m 


13)  Area  del  triangolo  PP'P": 


(13,  0) 


PP'P"  = 


X 

y 

1 

x' 

y' 

1 

x" 

y" 

1 
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Trasformazione  delle  coordinate. 


14)  Se  i  nuovi  assi  X,  Y  sono  paralleli  agli  antichi  x,  y, 
ed  escono  dal  punto  (a,  b): 

(14)  X  =  a  -^  X,       y  =  b  -{-   Y. 

15)  Se  i  due   sistemi,    hanno   la   stessa  origine,    ed    è  xy 


=   XY  =  ^,       a  =  xX: 


(15,  o)  a:  =  Xcosa  —  Fsena,     y  =  Xsena  -\-  Fcosa. 

16)  Formole  di  passaggio  dal  sistema  polare  (q,  <p)  al  si- 
stema cartesiano  ortogonale  (x,  ?/),  nella  ipotesi  che  il  polo 
coincida  coli' origine  e  l'asse  polare  coli' asse  x: 


X  =  ()C0S9D,  y  =  Qsenq), 

X 


^^^'  ''^  Q=Vx^  ^y^       tg9,=    y 


Curve  di  secondo  ordine. 

17)  Equazione  del  cerchio  di  centro  (a,  /?)  e  raggio  r: 
(17,  0)  {x  -  aY  -\-  {y  -  ^r  =  r^ 

oppure 

(17',  o)  x^  -}-  y^  -}-  ax  -{-  by  -^  e  =  0, 

dove      a  =  —  ^,     ^  =  —  — ,     r=  ^V'a^'^  è^  _~4^. 

18)  Equazione  generale  di  una  conica: 

(18)  aiix^  -f  2ai2a7y  +  a^^y^  +  ^flia^;  -|-  2^23^  +  «33  =  0, 

(«,A    =    «A-.)- 

19)  Condizioni  perchè  la  conica  (18)  sia  una  ellisse,  para- 
bola od  iperbole,  rispettivamente: 

(19)  «11  «22  —  «12^  >,  =,  <  0. 

20)  Condizione  perchè  la  conica  (18)  si  spezzi  in  due  rette: 

«11  «12  «13 

(20)  (A    =:   )  «21  «22  «23  =    0. 

Cvqi  ttqo  t^qq 
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21)  Condizioni  perchè  la  conica  (18)  sia  un  cerchio: 

(21,  Ó)  «11    =    «22,       «12    =    0. 

22)  Condizione  perchè  la  conica  (18)  sia  una  iperbole  equi- 
latera : 

(22,  o)  «11  -^  a.2.2  =  0. 

23)  Equazione  della  tangente  alla  conica  (18)  nel  punto 
(ic'j  2/'),  o  della  polare  del  detto  punto: 

(23)  («iix'  -1-  «12^/'  +  «13)3^  +  («21^'  +  «^22^'  +  «^23)2/ 

+  {a^ix'  +  «^82?/'  +  «33)  =  0. 

24)  Diametro  della  conica  (18)  coniugato  colla  retta  y  =zkx: 

(24)  («1107  +  «12^  +  «13)  +  A-(«2ia7  -f  «222/  +  «23)  =  0. 

25)  Coordinate  del  centro  della  conica  (18): 

(25)  ^«=4^.       2^0=  4-. 

-^33  -^38 

dove  Ai/,  è  il  complemento  algebrico  di  «,a.  entro  al  discrimi- 
nante (20). 

26)  Equazione  complessiva  degli  asintoti  della  conica  a 
centro  (18): 

(26)  «ii(:z;  —  a;o)^  +  2«i2(x  —  XQ)(y  —  y^)  -j-  «22(2/  —  ^o)^  =  0- 

27)  Equazione  complessiva  degli  assi  della  conica  a  cen- 
tro (18): 

(27,  0)        «12(37  —  XqY  —  («11  —  «22)  (x  —  XQ){y  —  2/0) 

—  «12(2/  —  2/0)^  =  0- 

28)  Equazione  dell'asse  della  conica  (18),  se  è  una  parabola: 

{Zìi,  0)     «11  x  -f-  a^^y  H — J-— —  0. 

29)  Invarianti  della  conica  (18)  relativi  ad  una  trasforma- 
zione ortogonale  di  coordinate: 

(29,  0)  «11    -f    «22,       (^33    =    )«U«22    —    «12^       -4- 

30)  Equazioni  della  ellisse  reale  (segno  superiore),  od  iper- 
bole (segno  inferiore),  riferite  ai  relativi  assi  (0  a  due  diametri 
coniugati,  se  xy  è  qualsiasi): 

(30,«)  ^±4=1, 

dove  a  e  b  sono  i  semiassi,  il  primo  trasverso  e  il  secondo  non 
trasverso  nella  iperbole. 
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31)  Tangente  nel  punto  (x',  y')  alla  conica  (30,  o): 

(31,  0)  _^  dz  --^  _  1. 

32)  Asintoti  della  iperbole  (30,  o) 
(32,  0)  ^  ±  i  =  0. 

33)  Distanza  focale  per  la  ellisse  od  iperbole  (30,  o): 
(33,0)  e  =1/^2 -p  52^ 

supposto,  per  la  ellisse,  a  >  5. 

34)  Eccentricità  per  la  ellisse  od  iperbole  (30,  0): 

(34,0)  e  =  ~-. 

(L 

35)  Equazione  di  una  iperbole  riferita  agli  asintoti: 
(35)  xy  =  cost. 

36)  Equazione  di  una  parabola  riferita  all'  asse  e  alla  tan- 
gente nel  vertice  (o  ad  un  diametro  e  alla  tangente  nell'estremo 
di  esso,  SQ  xy  è  qualsiasi)  : 

(36,  0)  y^  =  2px  (p,  parametro) 

37)  Distanza  dal  vertice  al  fuoco,  ed  eccentricità  nella  pa- 
rabola (36,  0): 

(37,0)  |-,     e  =  l. 

38)  Equazione  polare  di  una  ellisse,  parabola  od  iperbole, 
scegliendo  come  polo  il  fuoco  e  come  asse  polare  l'asse  focale 
diretto  dal  fuoco  verso  la  corrispondente  direttrice: 

(38)  g  =  -—-p-^ , 

^  1  -f-  e  cos  q> 

dove  e  è  la  eccentricità  (34,  0),  (37,  0),  e  p,  che  per  la  para- 
bola entra  nell'equazione  (36,  0),  vale  per  la  ellisse  od  iperbole 
(30,0);,  =  A!. 
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Parte  Quarta. 
Geometria  analitica  dello  spazio. 

Capitolo  I. 
Relazioni   di   posizione   tra   punti,   rette   e   piani. 

279.  Sistema  cartesiano  di  coordinate.  —  Il  procedimento 
seguito  per  fissare,  mediante  coordinate  cartesiane,  la  posizione 
di  un  punto  in  un  piano  (n."  97)  si  estende  subito  allo  spazio. 

Per  un  punto  proprio  0  (origine)  conduciamo  tre  rette 
x^  y,  z^  non  giacenti  in  un  piano,  che  diremo  assi  coordinati 
(rispettivamente  asse  a?,  y,  z)]  i  piani,  che  esse  determinano  a 
due  a  due,  saranno  i  piani  coordinati  xy,  xz,  yz.  Fissiam©  ad 
arbitrio  sui  tre  assi  i  versi  positivi,  ed  assumiamo  un  segmento 
come  unità  di  misura  (^). 

Conduciamo  poi  per  un  punto  qualunque  P  dello  spazio 
tre  piani  paralleli  rispettivamente  ai  piani  yz^  zx^  xy\  quei 
piani  segheranno  rispettivamente  gli  assi  x,  y,  z  in  tre  punti 


(^)  Sebbene  i  versi  positivi  sui  tre  assi  possano  scegliersi  ad  arbitrio, 
tuttavia  la  maggior  parte  degli  autori  adotta  la  scelta  indicata  nella  figura. 
In  parole:  un  osservatore  situato  lungo  l'asse  z  coi  piedi  in  0  ed  il  capo 
dalla  banda  positiva,  il  quale  guardi  la  semiretta  positiva  x,  deve  avere 
alla  sua  destra  la  semiretta  positiva  y.  Il  verso  (da  sinistra  a  destra),  in  cui 
r  osservatore  vedrebbe  ruotare  la  semiretta  positiva  ce,  se  questa  si  portasse 
a  coincidere  colla  semiretta  positiva  //,  descrivendo  un  angolo  inferiore  a  tt, 
si  definisce  come  verso  positivo  delle  rotazioni  intorno  alla  retta  orientata  z. 
E  questa  definizione  può  estendersi  alla  rotazione  intorno  ad  una  qualsiasi 
retta  orientata  dello  spazio,  purché  si  faccia  muovere  con  continuità  il 
triedro  degli  assi,  finché  l'asse  z  venga  a  coincidere  colla  nuova  retta. 

Quanto  all'unità  di  misura,  si  potrebbero,  a  dir  vero,  nei  problemi 
di  questo  Gap.  I,  assumere  senza  inconvenienti  tre  unità  diverse  per  misu- 
rare i  segmenti  paralleli  ad  x,  y,  z  rispettivamente.  Ma  la  maggior  gene- 
ralità cosi  ottenuta  non  avrebbe  alcun  vantaggio  pratico,  e  perciò  vi  si 
rinuncia. 
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A,  B,   C,  sicché  rimarranno  individuati,  in  valore  e  segno,  tre 
numeri  a  =  0 A,  h  =  OB,  e  =  OC. 

Viceversa,  dati  i  tre  numeri  a,  è,  e,  restano  individuati  i 
punti  A,  -B,  C,  e  quindi  il  punto  P,  come  intersezione  di  tre 
piani  paralleli  ai  piani  coordinati. 

I  tre  numeri  a,  6,  e  si  chiamano  coordinate  cartesiaìie  del 
punto  P  (rispettivamente  prima  coordinata  od  a;,  seconda  coor- 
dinata od  y,  terza  coordinata  o  2^  di  P);  e  si  scrive:    P(a,  ò,  e). 

I  tre  piani  passanti  per  P,  e  paralleli  ai  piani  coordinati, 
racchiudono  con  questi  un  parallelepipedo,  di  cui  0  e  P  sono 
due  vertici  opposti;  OA,  OB,  OC  sono  i  lati  uscenti  da  0, 
e  PQ,  PB,  PS,  rispettivamente  ad  essi  uguali  e  paralleli,  sono  i 

lati  uscenti  da  P.  Ne  viene  che, 
volendo  costruire  il  punto  P  di 
coordinate  a,  6,  e,  si  può  de- 
terminare su  X  il  punto  A  tale 
che  OA  =:  a,  condurre  per  A 
la  parallela  ad  y,  e  prendere  su 
questa  il  segmento  A8=b  (di- 
retto come  il  semiasse  positivo 
o  negativo  y,  secondo  che  6  è 
positivo  o  negativo  ),  e  final- 
mente condurre  per  8  la  paral- 
lela a  z,  sulla  quale  si  prenderà 
SP  =  e  (diretto  come  il  se- 
miasse positivo  0,  se  e  >»  0,  ecc.).  Cosi  si  viene  a  costruire  una 
spezzata,  che  comincia  nell'origine  e  termina  in  P,  ed  i  cui  lati 
successivi  (tenuto  conto  delle  loro  direzioni)  hanno  per  misura 
le  coordinate  di  P  Altre  spezzate  della  stessa  natura  si  tro- 
vano, considerando  i  tre  assi  in  ordine  diverso. 

Crii  otto  vertici  del  parallelepipedo  prima  nominato  hanno 
evidentemente  le  coordinate 

P(a,  h,  e),      Q(0,  6,  e),     R(a,  0,  e),     8  (a,  b,  0), 
A{a,  0,  0),     P(0,  è,  0),     C(0,  0,  e),     0(0,  0,  0). 

In  generale,  ogni  punto  del  piano  yz  ha,  la  x  nulla,  ogni 
punto  del  piano  zx  ha  la  y  nulla,  ed  ogni  punto  del  piano  xy 
ha  la  z  nulla.  Per  un  punto  dell'  asse  x  sono  nulle  la  seconda 
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e  la  terza  coordinata  {ij  :=:  z  ^^  0),  ecc.;  l'origine  ha  nulle  le 
tre  coordinate. 

I  tre  piani,  coordinati  dividono  lo  spazio  in  otto  regioni 
(triedri)  ;  a  ciascuna  regione  corrispondono  particolari  segni  per 
le  coordinate.  Così  un  punto,  che  si  trovi  nel  triedro  formato 
dalle  semirette  positive  x,  y,  0,  ha  le  tre  coordinate  positive, 
mentre  un  punto  del  triedro  formato  dalla  semiretta  negativa  x 
e  dalle  semirette  positive  y,  z  ha  la  prima  coordinata  negativa 
e  le  altre  due  positive,  ecc. 

Gli  otto  punti 
(a,  6,  e),  (—  a,  ò,  e),         {a  —  ò,  e),  (a,  h,  —  e), 

(a,  —  6,  —  e),  (—  a,  ò,  —  e),  (—  a,  —  6,  e),  (—  a,  —  ò,  —  e), 
le  cui  coordinate  differiscono  solo  per  i  segni,  sono  vertici  di 
un  parallelepipedo,  che  ha  le  facce  parallele  ai  piani  coordinati  e 
le  diagonali  passanti  per  1"  origine. 

Se  le  coordinate  di  un  punto  sono  uguali  e  di  segno  op- 
posto alle  coordinate  di  un  secondo  punto,  i  due  punti  sono 
simmetrici  rispetto  all'origine. 

280.  —  Nel  sistema  cartesiano  i  punti  dello  spazio  risul- 
tano determinati  come  intersezioni  di  terne  di  piani,  i  quali  de- 
scrivono rispettivamente  tre  fasci  impropri,  aventi  per  assi  le 
rette  alF  infinito  dei  piani  coordinati.  Ad  un  punto  proprio  cor- 
rispondono valori  finiti  e  determinati  per  le  tre  coordinate  carte- 
siane, e  viceversa.  Per  un  punto  improprio,  in  generale,  le  tre 
coordinate  sono  infinite  ;  ed  alla  terna  x=oo,y==oo,0=:Go 
corrispondono  tutti  i  punti  impropri  dello  spazio.  Da  questo 
difetto  della  corrispondenza  tra  punto  e  terna  di  numeri  pro- 
vengono alcuni  inconvenienti  del  sistema  di  coordinate  carte- 
siane, inconvenienti  che,  come  si  vedrà  in  seguito,  possono 
togliersi  colla  introduzione  di  una  ulteriore  coordinata  (cfr.,  nella 
geometria  piana,  il  n.°  124). 

281.  Punto  che  divide  un  segmento  in  un  dato  rapporto.  — 
Proponiamoci  il  problema: 

Dati  due  punti  I\{xij  yi,  ^i),  P^ipc^^  ^2,  z^^,  determinare 
le  coordinate  di  quel  punto  P  della  retta  Pi  Po,  che  forma  con 

P      P 

essi  un  dato  rapporto  semplice  p-^p  =  r. 

Proiettiamo  i  tre  punti  Pj,  P2,  P  sopra  uno  degli  assi 
coordinati  (ad  es.  x),  mediante  piani  paralleli  al  piano    coordi- 
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nato  opposto  {yz)-  Ragionando  sui  punti  proiezione   come  in 
geometria  piana  (n.°  99),  ricaviamo  che  le  coordinate  di  P  sono 
..,  iCi  —  rx.2  Vi  ~  ry2  _    ^i  —  rz^^ 

(1)  ^  =  -irzrr"''  y  "=  t~:^t~'  '  -  i  -  r 

In  particolare,  il  punto  medio  di  P1P-2  {'^  =  —  1)  baie 
coordinate 

xi  -[-  ^2  '^1  +J/2      ,   _    2^1  +  ^2 

X  =  — 2 — '  y  =  — 2 — '  '  -  """2 

282.  Retta  congiungente  due  punti.  —  Ricavando  r  dalle 
relazioni  (1),  risulta 

_  ^  —  xi  __  y  —  Vi  __  ^  —  ^1  . 
rr  —  Xa  2/  —  ?/2  ^  —  •s^a 

quindi  le  equazioni 

X  —  xi        y  —  y\  ^  —  ^1 


a^  —  3^2        y  —  y2        z  —  Z2 

sono  certo  soddisfatte  dalle  coordinate  (x,  ?/,  2),  (a;i,  ?/i,  Zi), 
{x2,  2/2,  •S2)  di  tre  punti  allineati.  Viceversa,  se  sussistono  le 
ultime  relazioni,  i  tre  punti  sono  in  linea  retta,  perchè,  indi- 
cando con  r  il  valore  comune  delle  tre  frazioni,  e  ricavando 
X,  y,  z,  si  ritorna  alle  (1),  le  quali  dicono  che  (x,  y,  z)  è  un  punto 
determinato  della  retta  congiungente  (xj,  y^  ^i),  {x2,  2/2?  ^2)- 

Le  ultime  relazioni,  o  le  relazioni  equivalenti 
/o\  X   —  Xi   __  y   —  yi    __   z    —  z^    ^ 

^  ^  xi  —  x^        y\  —  y^         2^1  —  ^2  ' 

le  quali,  quando  x,  y^  z  si  considerino  come  variabili,  sono  soddi- 
sfatte dalle  coordinate  di  ogni  punto  della  retta  P1P2,  e  di 
nessun  altro  punto,  si  dicono  le  equazioni  (due  indipendenti) 
della  retta  congiungente  i  due  punti  (xi,  ?/i,  ^i),  (x2,  ^25  z^)  (  )• 


(1)  Le  tre  equazioni  (due  indipendenti),  die  si  ottengono  dalle  (2)  man- 
dando via  i  denominatori,  possono  adoperarsi  (poiché  seguono  direttamente 
dalle  (1))  anche  nel  caso  che  qualcuno  dei  denominatori  delle  (2)  si  an- 
nulli, mentre  allora  le  (2)  non  hanno  più  significato. 

Le  condizioni  di  allineamento  di  tre  punti  si  esprimono  pure  annul- 
lando i  quattro  determinanti  di  3°  ordine  estratti  dalla  matrice 

X      y      z      1 

Xi      iji      Zi      1 
^2      2/2      ^2      1 

si  ottengono  cosi  quattro  condizioni,  di  cui  però  due  sole  sono  indipendenti. 
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Indicando  i  tre   denominatori  con  tre  lettere  Z,  w,  w,   ab- 
biamo le  equazioni 

(3)  X  —  xx   _   y  —  Vx    _    z  —  zx 

l  m  w         ' 

le  quali  servono  a  rappresentare  una  retta  generica  uscente  dal 
punto  {xx^  ?/i,  Zx),  retta  che  vien  determinata  coli'  assegnare  i 
valori  dei  tre  denominatori,  o  almeno  dei  loro  mutui  rapporti. 
Ad  es.,  una  retta  qualsiasi  uscente  dall' origine  ha  equazioni 
del  tipo 

X   y    z 

l  m  n  ' 

esprimenti  la  proporzionalità  delle  coordinate  di  un  punto  va- 
riabile sulla  retta. 

283.  Piano  coiigi ungente  tre  punti.  —  Trascriviamo  le 
formole  (1)  (n.°  281)  ponendovi  r=  —  ~^-,  dove  m,  n  sono  due 
quantità,  di  cui  interessa  solo  il  rapporto.  Vediamo  allora  che 
le  coordinate  di  ogni  punto  P  della  retta  PiP-z  si  presentano 
sotto  la  forma 

/i/\  ^  ^^1  +  nxo  myx  +  ny^  mzx  4-  nz--> 

yi.  j  Ju   ■ j ,    y   — i —      0   — ' , 

m  -\-  n         ^  yn  J^  n  m  -{-  n 

Preso  ora  un  punto  PaCx,,  .yg,  2^3)  fuori  di  quella  retta,  con- 
giungiamolo con  P.  Un  punto  generico  Q  della  retta  PP3  avrà 
similmente  coordinate  del  tipo 

f^x  -\-  VX3      jA,y  -f  vy^        fiz  -|-  vz^ 

dove  X,  y,  z  sono  date  dalle  (1'),  ed  è  (PP,Q)  =  —  -•  So- 
stituendo  al  posto  di  x,  y,  z  ì  loro  valori,  e  ponendo  per  sempli- 
cità (visto  che  dì  /4,  e  V  interessa  solo  il  rapporto)  /n  :=  m  -j-  n, 
V  =.  2),  le  coordinate  di  Q  acquistano  la  forma 

Variando  m,  n,  p^  o,  meglio,  i  loro  mutui  rapporti,  varia  il 
punto  Q  sul  piano  PxP-zPa]  e  viceversa,  per  ogni  posizione 
di  Q  sul  piano,  si  possono  scegliere  m,  n,  p  in  guisa,  che  le 
(4)  diano  le  coordinate  del  punto  stesso.  In  breve,  diremo  che 
le  (4)  esprimono  lo  coordinate  di  ogni  punto  del  piano  P1P2P3. 
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Di  qua  è  facile  ricavare  la  condizione  perchè  quattro  punti 
siano  in  un  piano.  Infatti,  dette  ora  x,  y,  z  le  coordinate  (4) 
del  punto  Q,  e  indicato  con  k  il  denominatore  comune  delle  (4), 
abbiamo  le  uguaglianze 

k     =  m       -f-  n       -{-  Pi 

kx  =  mxi  -f-  nx2  ~\-  px-s, 

ky   —  myi  +  w?/2   +  Py^> 

kz  ■=  mzi  -\-  nz2  -\-  pzs, 
le  quali  devono  coesistere  per  valori  non  tutti  nulli  di  k,  w, 
n,  p,  se  il  punto  Q(.r,  y,  z)  sta  sul  piano  P1P2  P3;  e  viceversa. 
La  condizione  analitica,  perchè  ciò  accada,  è  1'  annullarsi  del 
determinante  formato  coi  coefficienti  di  k^  m,  n,  p  in  quelle 
equazioni,  ossia  (scambiando  linee  e  colonne) 


(5) 


In  parole  : 

Affinchè  quattro  punti  stiano  in  un  piano,  è  necessario  e 
sufficiente  che  si  annulli  il  determinante  (5)  formato  colle  coor- 
dinate dei  putiti  e  colle  unità  (^). 

284.  Equazione  di  un  piano.  —  Se  si  considerano  come 
variabili  x,  y,  0,  e  come  costanti  gli  altri  elementi,  l'equazione  (5) 
è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  ogni  punto  del  piano,  che  con- 
tiene ipunti  (.xi,  /yi.  Zi),  (iC2,  2/2?  •2^2),  (oc^,  2/3,  z^),  e  non  dalle 
coordinate  di  un  punto  esterno.  La  (5)  dicesi  perciò  equazione 
del  piano  congiungente  i  tre  punti  nominati  (^). 

Sviluppando  la  (5)  secondo  gli  elementi  della  prima  oriz- 
zontale, si  ottiene  una  equazione  del  tipo 

(6)  ax  -\-  hy  -\-  cz  -\-  d  =:^   0. 

Dunque  :  un  piano  è  rappresentato  da  una  equazione  di 
primo  grado  nelle  coordinate  cartesiane  di  un  punto  variabile, 
che  lo  descriva. 


x 

y 

z 

1 

Xi 

.Vi 

^1 

1 

X-z 

2/2 

2  2 

1 

Xa 

?/3 

^3 

1 

(^)  Cfr.  per  l'analoga  questione  in  geometria  piana,  il  n.**  100. 
(2)  Cfr.  il  n.°  101. 
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Viceversa  :  ogni  equazione  di  primo  grado  in  coordinate 
cartesiane  x,  y,  z  rappresenta  un  piano;  si  dimostra  in  modo 
analogo  a  quello  tenuto  per  le  rette  in  geometria  piana  (n.°  101). 

285.  Posizioni  particolari  di  uii  piano  rispetto  agli  assi. 

—  Consideriamo  il  piano 

(1)  ax  -\-  bìj  -^  cz  ~\~  d  =z   0, 

e  determiniamone  le  intersezioni  cogli  assi  coordinati.  Se  ci 
occupiamo,  ad  es.,  dell'  asse  x,  ricorderemo  che  per  ogni  punto 
di  esso  è  ?/  =:  0,  z  =  0]  sostituendo  questi  valori  nella  (1), 
otteniamo 

(2)  ax  -[-  d   =   0, 

^  .  d 

da  CUI  X  ■= : 


il  punto  ricJiiesto  è  dunque  A( —    ''  ,  0,  0). 

Vanno  considerati  però  alcuni  casi  particolari 

Se  6?  =  0,  la  (2)  è  certo  sod- 
disfatta da  a?  =  0  (ossia  la  (1) 
è  soddisfatta  da  2;  =  0,  JJ  =  0, 
z  ^  0)]  segue  che  un  piano  passa 
per  r origine,  quatido  nella  sua  equa- 
zione manca  il  termine  noto. 

Se  invece  è  d  ^  0  ed  a  =  0, 
la  (2)  non  è  soddisfatta  da  valori 
finiti  di  X,  ed  il  piano  (1),  la  cui 
equazione  diventa 

by  -{-  cz  -]-  d  =:z  0, 

risulta  parallelo  all'asse  x. 

Finalmente,  se  sono  nulli  a  e  d,  la,  (2)  è  soddisfatta  qua- 
lunque sia  X,  ed  il  piano  (1),  la  cui  equazione  si  riduce  a 

by  -f-  cz  =  0, 
passa  per  1'  asse  x. 

Raccogliendo  gli  ultimi  due  casi,  diremo  :  ;^e  nell'equazione 
di  un  piano  manca  una  coordinata,  il  piano  è  parallelo  al  cor- 
rispondente asse;  se  manca  inoltre  il  termine  noto,  l'asse  stesso 
giace  nel  piano. 
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Se  nell'equazione  (1)  mancassero  due  variabili,  per  esempio 
X,  y,  e  1'  equazione  si  riducesse  a 

C0  -{-  e?   =   0,  ossia  2:  =  —  —, 

e 

il  piano,  dovendo  riuscir  parallelo  agli  assi  x,  y,  sarebbe  pa- 
rallelo al  piano  xy.  Se  inoltre  mancasse  il  termine  noto,  e  si 
avesse  dunque  (per  e  4=  0) 

cz  =  0,  ossia  z  =  0^ 

V  equazione  rappresenterebbe  il  piano  xy.  Dunque  i  tre  piani 
coordinati  yz,  zx,  xy  hanno ^  rispettivamente^  le  equazioni  x  ==:  0, 
y  :=  0,  z  =  0. 

Ritornando  all'equazione  (1),  nell'  ipotesi  che  siano  diversi 
da  zero  i  coefficienti  e  il  termine  noto,  vediamo  che  i  segmenti 
0 A,  OB,  OC  staccati  dal  piano  (1)  sugli  assi  coordinati,  a 
partire  dall'  origine,  valgono 

d  d  d 

a  ò  '  e 

Ricavando  di  qua  a,  b,  e  e  sostituendo  nella  (1),  si  ottiene 

^  +  ^  +  ±=1, 

p  q  r 

equazione  del  piano  che  stacca  i  segmenti  p,  q,  r  sugli  assi 
coordinati. 

Se  poi  si  volesse  la  retta  intersezione  del  piano  (1)  con 
uno  dei  piani  coordinati,  ad  es.  col  piano  xy(z  =  0),  baste- 
rebbe porre  z  =  0  nella  (1).  Si  trova  così  1'  equazione 

ax  -\-  by  -{-  d  =  0, 
che,  nel  piano  xy,  rappresenta  la  retta   richiesta  AB  (mentre 
nello  spazio  rappresenta  il  piano  condotto  per  la  retta  AB  pa- 
rallelamente all'  asse  0). 

286.  Piani  passanti  per  un  punto  dato.  —  Ragionando 
come  in  geometria  piana  (n"  103),  si  vede  subito  che  ogni 
piano  passante  per  un  punto  assegnato  P(.xi,  7/1,  zi)  ha  un'  equa- 
zione del  tipo 

a{x  —  xi)  +  b(y  —  yx)  -f  c(z  —  ^i)  —  0, 
dove  a,  ò,  e  sono  coefficienti,  i  cui  valori,  o,  meglio,  i  cui  rap- 
porti determinano  la  posizione  del  piano  nella  stella  di  centro  P. 
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287.  Condizione  di  parallelismo  di  due  piani.  —  Occupia- 
moci ora  del  sistema  di  due  piani 

^)  ax    -j-  by   -\-  cz    -\-  d    =1  0, 

^')  a'x  -f  b'?j  -f  c'z  -{-  d'  =  0, 

ed  esaminiamo  anzitutto  come  si  possa  riconoscere  se  essi  siano 
paralleli. 

E  chiaro  che,  se  i  due  piani  sono  paralleli,  essi  devono 
segare  ciascun  piano  coordinato  (a  cui  non  siano  paralleli) 
lungo  due  rette  parallele,  e  viceversa.  Supposto,  ad  es.,  che  i 
due  piani  ti,  n'  non  siano  paralleli  al  piano  ^  =  0,  essi  hanno 
in  comune  con  questo  piano  le  rette 

ax  ^  hy  ^  d  —  0,  a'x  +  h' y  ^  d'  ~  0, 
le  quali  risultano  parallele  (n.°  105)  se  a  :  6  =  a'  :  6'.  Ra- 
gionando analogamente  sugli  altri  piani  coordinati,  si  conclude: 
affinchè  due  piani  di  date  equazioni  siano  paralleli,  è  necessario 
e  sufficiente  che  i  coefficienti  delle  coordinate  nelVuna  equazione 
siano  proporzionali  agli  omologhi  coefficienti  dell' altra;  in  simboli: 
(1)  a  :  b  :  e  —   a'  :  b'  :  c\ 

Si  deve  intendere,  naturalmente,  che  se  una  o  due  delle 
quantità  a  primo  membro  sono  nulle,  devono  annullarsi  pure 
le  quantità  omologhe  a  secondo  membro,  giacché  allora  il 
piano  n  è  parallelo  ad  uno  o  a  due  degli  assi  coordinati,  ed 
agli  stessi  assi  deve  riuscir  parallelo  il  piano  ji'.  Quest'avver- 
tenza è  superflua,  se  in  luogo  delle  (1)  si  adoperano  le  relazioni, 
che  da  quelle  si  ottengono  riducendo  a  forma  intera,  relazioni 
espresse  dall' annullarsi  dei  minori  del  secondo  ordine  estratti 
dalla  matrice 

a      b      e 

a'    b'    e' 

Se  poi  nelle  equazioni  Ji\  ti  ')  sono  proporzionali,  non  solo 
i  coefficienti  delle  variabili,  ma  pure  i  termini  noti,  i  duo  piani 
coincidono,  e  viceversa. 

Dalle  condizioni  (1)  di  parallelismo  segue  che  il  piano  pa- 
rallelo al  piano  ti,  condotto  per  un  punto  dato  P(iCi,  yi,  Zy), 
ha  l'equazione 

a{x  —  xi)  -f  b{y  —  yt)  -f  c(z  —  zi)  =z  0, 
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e,  in  particolare,  se  quel  punto  è  T  origine, 
ax  -\-  bìj  -\-  cz  =  0. 

288.  Fascio  dì  piani.  —  Due  piani  distinti 
ji)  ax   -\-   hy    -\-    cz   -\-    d  =  0, 

7c')  '  a'x  4-  h'y  -^  c'z   -\-   d'  =  0 

determinano  un  fascio  di  piani;  come  si  potrà  scrivere  l'equa- 
zione di  un  terzo  piano  del  fascio  ? 

Formiamo  una  combinazione  lineare  delle  equazioni  date, 
e  sia 
n")       X{ax-\-hy^cz-\-d)-\-f^{a'x-^h'y-^c'z-\-d')  =  Q, 

ossia 

(;ia  +  f^a')x-^  {Ab  +  f^b')  y-i-(Zc-{-/^c')z-^{Xd-{-  fid')  =  0, 
dove /l, /f*  sono  due  parametri  non  entrambi  nulli.  L'equazione 
lineare  ti")  rappresenta  intanto  un  piano  ti".  Di  più,  ogni  punto 
proprio  P  comune  ai  due  piani  ti,  ti'  appartiene  certo  al  piano  ti", 
perchè  le  coordinate  di  P  soddisfano  alle  equazioni  tt),  ti')  ed 
in  conseguenza  alla  tv").  Dunque,  se  i  due  piani  tt,  ji'  si  se- 
gano in  una  retta  propria,  questa  appartiene  pure  al  piano  ti". 
Se  invece  i  due  piani  ti,  ti'  sono  paralleli,  le  due  terne  di  quan- 
tità (a,  6,  e),  (a',  ò',  e')  sono  proporzionali;  ma  allora  risultano 
pure  proporzionali  le  due  terne  (a,  b,  e),  (Àa  -\-  /uà',  Ab  -{-  f^b', 
Zc  -\-  if*c'),  sicché  il  piano  ti"  riesce  parallelo  a  ti,  ed  appar- 
tiene ancora  al  fascio  titi'. 

À 
Al  variare  di  A  e  f^,  o,  meglio,  del  rapporto--,  il  piano  ti" 

«       ^         .     .        « 
varia  nel  fascio  tvtv',  e  lo  descrive  interamente,   perche  si  può 

sempre  calcolare  il  valore  di  in  modo,  che  il  piano  tv"  passi 
per  un  punto  assegnato  ad  arbitrio  nello  spazio. 

Conchiudiamo  che  :  la  equazione  di  ogni  piano  formante 
fascio  con  due  piani  assegnati  può  scriversi  come  una  combina- 
zione lineare  delle  equazioni  di  questi. 

A  due  valori  distinti  '^  ,  -^  del  rapporto  dei  due  pararne- 
f.1     fÀ, 

tri  corrispondono  due  piani  ti",  ti"'  del  fascio,  che  formano 
coi  due  primi  ti,  tc'  il  doppio  rapporto 

{n,    TI   ,    TI     ,    TI      )    ^-  .    j; , 

ciò  si  dimostra  segando  i  quattro  piani  con  uno  dei  piani  coor- 
dinati, e  tenendo  presente  il  n.''  107. 


(!') 
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289.  Equazioni  di  una  retta  nello  spazio.  —  Riprendiamo 
due  equazioni  lineari 

i  ax    -\-  by    -^  cz    -\-  d    =  0, 
^^  \  a'x  4-  h'y  -j-  c'z  \-  d'  =  0, 

rappresentanti  due  piani,  che  supporremo  distinti  e  non  paral- 
leli. Ad  ogni  soluzione  (e,  y,  z)  del  sistema  (1)  corrisponde  un 
punto,  che  appartiene  alla  retta  r  intersezione  dei  due  piani  ; 
e,  viceversa,  ogni  punto  di  r  ha  coordinate  soddisfacenti  le  (1). 
Diremo  perciò  che  il  sistema  (1)  rappresenta  la  retta  r  ;  una  retta 
nello  spazio  è  rappresentata  da  due  equazioni  lineari^  le  quali, 
prese  isolatamente,  rappresentano  due  piani  passanti  per  la  retta. 
E  chiaro  che  la  stessa  retta  r  potrà  rappresentarsi  mediante 
due  equazioni,  che  si  ottengano  dalle  (1)  formando  due  combi- 
nazioni lineari  distinte  (n.°  288).  Possiamo  disporre  dei  relativi 
parametri  in  guisa  da  eliminare  una  volta  y,  ed  una  seconda 
volta  X,  fra  le  (1).  Otteniamo  così  le  due  equazioni 

j  (ab'  —  a'b)  x  +  {cb'  —  c'b)  z  +  {db'  —  d'h)  =  0, 
\  {ba'  —  b'a)  y-j-  {co.'  —  C a)  z-^{da'  —  d'a)  =  0. 
E  però  da  notare  che  le  operazioni  eseguite  non  sarebbero 
lecite,  se  6  e  6',  oppure  a  ed  a',  si  annullassero  insieme;  inol- 
tre, che,  se  ab'  —  a'b  fosse  nullo,  le  due  equazioni  ora  scritte 
sarebbero  equivalenti,  e  rappresenterebbero  un  unico  piano  pas- 
sante per  la  retta  r  e  parallelo  al  piano  xy  ;  la  retta  stessa 
sarebbe  parallela  ad  xy  (o  vi 
giacerebbe).  Supposto  dunque 
che  ab'  —  a'b  4--  0,  vale  a  dire, 
che  la  retta  r  non  sia  parallela 
al  piano  xy  (ne  vi  giaccia),  noi 
possiamo  porre  le  equazioni  di 
r  sotto  la  forma  (!').  Conviene 
anzi  risolvere  le  (1')  rispetto 
ad  X,  y  ordinatamente,  e  scri- 
verle cosi: 

^   X   =    Iz    +  2>, 
'         f  y  =z  mz  -\-  q. 

Le  (2)  si  chiamano  talvolta  equazioni  ridotte  della  retta; 
esse,  isolatamente,  rappresentano  i  piani  proiettanti  la  retta  r 
dai  punti  all'  infinito  degli  assi  y,  x  rispettivamente,  od  anche, 
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se  si  vuole,  rappresentano  le  proiezioni  di  r  da  quei  punti  sui 
piani  xz^  yz  rispettivamente.  Le  (2)  vengono  spesso  adoperate, 
giacche  esse  contengono  il  minimo  numero  di  coefficienti  (quat- 
tro), che  possono  comparire  nelle  equazioni  di  una  retta  Q).  Va 
però  notato  che  le  (2)  non  trattano  simmetricamente  le  tre 
coordinate  ;  ne  si  prestano  a  rappresentare  le  rette  parallele  al 
piano  xy^  per  le  quali  converrebbe  adoperare,  ad  es.,  equazioni 
risolte  rispetto  ad  x  e  e,  ovvero  Q.à  y  q  z. 

Le    (2),    risolte    rispetto  a  z  nella  ipotesi    che   non   siano 
nulle  ^,  w,  possono  scriversi  cosi 
/o.x  X  —  p_y  —  q_    z 

^^^  l         -  ^    ^nT  -  J^ 

e  rientrano  perciò  nel  tipo 

X  —  x'         y 
(3)  -  ^ 


l 


sotto  questa  forma  abbiamo  già  visto  (n."  282)  potersi  scrivere 
le  equazioni  di  una  retta  generica  uscente  dal  punto  (x'^  y\  z'). 
Ed  ora  possiamo  aggiungere  che  le  tre  equazioni  (due  indipen- 
denti), riunite  nella  (3),  rappresentano  i  tre  piani  proiettanti  la 
retta  dai  punti  all'infinito  degli  assi. 

Dal  confronto  fra  le  (2')  e  le  (3)  risulta  che  le  tre  quan- 
tità /,  w,  1^  nelle  equazioni  ridotte  (2)  di  una  retta,  hanno  lo 
stesso  ufficio  che  i  tre  denominatori  l^  m,  n  nelle  equazioni 
(3);  in  altre  parole,  i  due  coefficienti  l,  m  che  compariscono 
nelle  equazioni  (2),  hanno  lo  stesso  significato  geometrico 
dei  rapporti  -^--,  "^  tra  i  denominatori  delle  equazioni  della  retta 
scritte  sotto  la  forma  (3).  Quale  sia  questo  significato  geome- 
trico si  vedrà  in  seguito. 

Ritorniamo  alle  (2).  Se  poniamo  in  esse  z  =  0,  troviamo 
X  =^  p,  y  ^=1  q]  dunque  p  6  q  sono  le  prime  due  coordinate  del 
punto,  ove  la  retta  sega  il  piano  xy. 

In  particolare,  una  retta  uscente  dall'origine,  e  non  giacente 
nel  piano  xy,  ha  equazioni  del  tipo 

X  =^  Iz,     y  ==  mz  ; 


(^)  Una  retta  dipende  infatti  da  quattro  costanti,  ad  es.  dalle    coordi- 
nate (xi,  7/i),  {x^i  22)  d^i  punti,  ove  essa  incontra  i  piani  coordinati  xy,  xz. 
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se  invece  sta  sopra  xy^  come  equazioni  di  essa  possono  pren- 
dersi 0  z=  0,  y  ==:  Xx. 

Gli  assi  coordinati  x,  y^  z  hanno  ordinatamente  le  coppie 
di  equazioni 

^  =  0,  0=:O;     0  =  0,  x  =  0;     x  =  0,  y  =  0. 

290.  Parallelismo  di  due  rette.  —  I  due  coefficienti  Z,  w, 
che  compariscono  nelle  equazioni  ridotte  (2)  di  una  retta,  de- 
finiscono la  direzione  della  retta;  ciò  risulta  dalla  osservazione 
che  segue,  ed  apparirà  in  modo  più  preciso,  quando  determi- 
neremo gli  angoli  che  una  retta  forma  cogli  assi. 

Cerchiamo  le  condizioni  di  parallelismo  fra  la  retta  (2)  e 
la  retta 

X  ■==■  l'z     -|-  P'5 
y  =  m'z  -\-  q'. 
Poiché  i  piani  proiettanti  le  due  rette  dal  punto  all'infinito  del- 
l'asse X,  o  dell'asse  y,  devono  risultare  paralleli,  si  avrà  (n.°  287) 

l  =z  l\     m  =  m' ] 
queste  sono  le  condizioni  richieste. 

Segue  subito  che  la  retta  parallela  alla  (2),  condotta  per 
un  punto  assegnato  (xi,  y^,  Zi),  avrà  le  equazioni 

X    —    Xi    =::     l(z    —    Zi), 

y   —  yi  =  ni{z  —  Zi). 
Segue  ancora,  con  analoghe  considerazioni,  che  la  retta  (3) 
(n.°  289)  e  la  retta 

X  —  xi    __     y  —  yi    __     z  —  Zi 
h  nii  ni 

sono  parallele,  se 

l  :  7n  :  n   =   li  :  nii  :  m   (^). 

291.  Punto  di  incontro  di  tre  piani;  stella  di  piani.  — 
Date  le  equazioni  di  tre  piani 

.  tt)  ax    -\-  by    -\-  cz     -^  d     =:  0, 

Ji')  a'x  -ì-  h'y  4-  c'z  -^  d'   =0, 

Ti")  a"x  4-  h"y  -f  c"z  -\-  d"  =  0, 


(^)  In  relazione  a  questi  risultati,  si  può  dire  che  i  coefficienti  l,  m, 
i  quali  entrano  nelle  equazioni  ridotte  (2)  di  una  retta,  sono  le  coordinate 
(non  omogenee)  della  direzione  della  retta,  mentre  i  denominatori  l,  m,  n 
delle  equazioni  (3)  sono  le  coordinate  omogenee  della  direzione.  Queste  locu- 
zioni saranno  chiarite  meglio  in  seguito. 
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la  ricerca  del  punto  ad  essi  comune  si  riduce  alla  risoluzione 
del  sistema  scritto  di  tre  equazioni  lineari  con  tre  incognite.  Le 
soluzioni,  coordinate  del  punto  richiesto,  possono  indicarsi  bre- 
vemente cosi: 

ABC 

(1)  ^  =  1)'         y  =  -JD^         ^=   ID^ 

dove  A,  B,  C,  D  sono  i  determinanti  del  terzo   ordine  (presi 
con  segni  convenienti),  che  si  ottengono  dalla  matrice 

a       h       e       d 
a'      h'      e'      d' 
a"     h"     e"     d" 

omettendo  o  la  prima,  o  la  seconda,  . . .  o  l'ultima  colonna. 

Se  jD  =t=  0,  il  punto  richiesto  è  proprio  e  determinato.  Ma 
56  D  =  0,  senza  che  si  annullino  tutti  i  numeratori  delle  (1), 
non  esiste  alcun  punto  proprio  comune  a  tt,  ti',  n",  ed  i  tre 
piani  sono  paralleli  ad  una  stessa  retta  (come  le  facce  di  un 
prisma).  Finalmente,  5eA  =  Br=C  =  D  =  0,  i  tre  piani 
appartengono  ad  un  fascio;  ciò  risulta  subito,  se  ad  es.  i  due 
primi  piani  si  segano  in  una  retta  propria,  perchè  allora  ogni 
soluzione  (x,  y,  z)  delle  equazioni  n),  Ji')  è  una  soluzione  della 
equazione  ti"),  sicché  il  terzo  piano  passa  per  quella  retta;  e 
risulta  pure,  se  i  piani  ti,  ti'  sono  paralleli,  giacché  allora  si 
riconosce  che  ti"  e  parallelo  ad  essi  (^)  (^). 

Supposto  che  i  tre  piani  ti,  ti',  ti"  non  appartengano  ad  un 
fascio,  formiamo  una  combinazione  lineare  delle  loro  equazioni 

(2)  ;i(ax  -^  hy  -{-  cz  +  d)  +  fi{a'x  +  b'y  +  c'z  +  d') 

4-  v{a"x  +  b"y  +  c"z  +  d")  =  0. 


(^)  Qui,  e  nel  seguito,  occorrerebbe  trattare  a  parte  il  caso  che  certi 
elementi  della  figura  (ad  es.  la  retta  ttjt')  divenissero  impropri.  Questa 
distinzione  proviene  però  solo  dal  fatto,  già  rilevato  (n."  280),  che  il  sistema 
cartesiano  non  si  presta  a  rappresentare  gli  elementi  impropri  ;  e  non 
avrebbe  più  ragion  d'essere,  quando  si  facesse  uso  di  coordinate  omogenee. 
Non  crediamo  perciò  necessario  di  insistere  nell'  esame  del  caso  particolare, 
quando  il  risultato  generale  si  estenda  anche  ad  esso. 

(2)  Lo  stesso  fatto  si  giustifica  osservando  che,  seA  =  B  =  C  —  D—0, 
una  delle  tre  equazioni  primitive  può  ottenersi  come  combinazione  lineare 
delle  altre  due,  sicché  i  tre  piani  formano  fascio. 
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Questa    rappresenta    un    piano,    il    quale    passa    per    il   punto 
P  =  nn' 7i'\  perchè  la  (2)  è  soddisfatta  dalla  terna  di  valori 
(re,  y,  0),  che  soddisfano  le  equazioni  ti),  ti'),  n").  La  conclu- 
sione vale  (come  si  dimostra  direttamente)  anche  se  il  punto  P" 
è  improprio. 

Al  variare  dei  parametri  i,  ^,  v^  o,  meglio,  dei  rapporti 
--,  ^,  il  piano  (2)  varia  nella  stella  di  centro  P,  e  la  descrive 
tutta,  perchè  si  possono  calcolare  i  detti  rapporti  in  modo,  che 
il  piano  (2)  passi  per  due  punti  assegnati  ad  arbitrio.  Con- 
cludiamo :  date  le  equazioni  di  tre  piani.,  che  determinino  una 
stella,  la  equazione  di  ogni  altro  piano  della  stella  può  ottenersi 
come  una  combinazione  lineare  di  quelle. 

292.  Intersezione  di  una  retta  con  un  piano  ;  condizione 
perchè  una  retta  sia  parallela  ad  un  piano,  o  vi   giaccia.  — 

Poiché  una  retta  è  rappresentata  da  due  equazioni  lineari,  il 
punto  d' incontro  della  retta  con  un  piano  si  otterrà  risolvendo 
il  sistema  formato  dalle  due  equazioni  della  retta  colla  equa- 
zione del  piano. 

In  particolare,  se  la  retta  è  data  mediante  le  equazioni 
r)  X  =  Iz  -^  p,  y  =  rnz  -\-  q, 

ed  il  piano  mediante  1'  equazione 
^)  ax  -{-  hi/  -{-  cz  -\-  d    =z   0, 

sostituiremo  in  questa,  al  posto  di  x  ed  y,  ì  valori  dati  dalle  r); 
otteniamo 

(al  -f  òw  +  c)z  +  (ap  -^  bq  -^  d)  =  0^ 
donde 

^  __  ap  ^  bq  -{-  d 


al  -j-  bm  -j-  e 

Le  altre   due  coordinate    x,  y    del  punto  richiesto  si  ricavano 
servendosi  delle  r). 

L'  espressione  di  z  ci  mostra  che  la  condizione  di  paralle- 
lismo tra  la  retta  r  e  il  piano  n  è 

(1)  al  -\-  bm  -\-  e   =  0; 
mentre,  se,  insieme  a  questa  relazione,  coesiste  la 

(2)  ap  -\-  bq  -{-  d  =   0, 
la  retta  r  giace  per  intero  nel  piano  n. 
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Se  le  equazioni  della  retta  r  sono  date  invece  sotto  la  forma 

X  —  x'   y  —  y'   z  —  z' 

l  m  w        ' 

per  trovare  le  coordinate,  del  punto  yrr,  conviene  indicare  con 
una  nuova  variabile  q  il  valor  comune  delle  tre  frazioni,  espri- 
mere le  coordinate  (^,  2/,  z)  di  un  punto  descrivente  la  retta 
in  funzione  di  (>, 

x  =  a:'  -j-  Z^,     y  z=.  y'  -\~  mq^     0  =  0'-]-  nq, 
sostituire  questi  valori  nella  equazione  n)  e  ricavare  q]  si  ot- 
tiene cosi 

ax'  -j-  hy'  -\-  cz'  -)-  d 

al  -\-  hm  -\-  en 
Conosciuto  (),  le  formolo  precedenti  danno  subito  le  coor- 
dinate X,  '</,  z  del  punto  richiesto.  Questa   volta  la  condizione 
di  parallelismo  tra  retta  e  'piano  è 
(1')  aZ  +  6m  +  cn  =  0; 

questa^  insieme  alla 

(2')  ax'  -f  hy'  -\-  cz'  -\-  d  =   0, 

dà  le  condizioni  perchè  la  retta  stia  nel  piano  Q-). 

293.  Condizione  affinchè  quattro  piani,  o  due  rette,  abbiano 
un  punto  comune.  —  Date  le  equazioni  di  quattro  piani 

ax     -\'  hy     -\-  cz     -\-  d      =0, 

a'x    4-  h'y   +  c'z   -\-  d'    =  0, 

W  \     a"x  4-  h"y  +  c"z  4-  d"  =  0, 

a'"x-{-  ò'"y-{-  c"'z-^  d'"  =  0, 

se  questi  hanno  un  punto  proprio  comune,  devono  coesistere 
quelle  quattro  equazioni  a  tre  incognite,  ed  è  quindi 

a       h        e       d 

a'      h'      e'      d' 

a"     h"     e"     d" 

a'"    h'"    e'"    d'" 


(2) 


=  0; 


la  stessa  condizione  sussiste,    se  i  piani  sono  paralleli  ad  una 
medesima  retta  (n.°  291).  Viceversa,  sia  nullo  il  determinante  (2); 


(^)  Le  condizioni  (1)  e  (2),  oppure  (1')  e  (2'),  si  interpretano  e  si  ri- 
cordano nel  modo  più  semplice  introducendo  le  coordinate  omogenee  del 
punto  all'  infinito  della  retta  r,  come  si  vedrà  in  seguito  (n."  310). 
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allora,  od  esiste  un  sistema  di  valori  {x,  y,  z)  soddisfacente  tre, 
e  quindi  tutte  quattro  le  equazioni  (1),  ed  i  quattro  piani  hanno 
un  punto  proprio  comune;  oppure  un  tal  sistema  non  esiste, 
ed  i  quattro  piani  sono  paralleli  ad  una  stessa  retta.  Dunque  : 
condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  quattro  piani  abbiano 
un  punto  {proprio  o  improprio)  comune^  è  che  sia  nullo  il  deter- 
minante formato  coi  coefficienti  e  termini  noti  delle  relative  equa- 
zioni. In  tale  ipotesi,  una  delle  equazioni  (1)  può  scriversi  come 
combinazione  lineare  delle  rimanenti  (n.*'  291). 

La  (2)  esprime  pure  la  condizione,  perchè  si  seghino  due 
rette  rappresentate,  la  prima  da  due  delle  equazioni  (1),  la  se- 
conda dalle  due  rimanenti.  Se  le  rette  sono  date  mediante 
equazioni  ridotte 

r)  X  =z  Iz  -\-  p,      y  :=  mz   -f-  ?, 

r')  X  =  l'z  -}-  p',     y  =z  m'z  -f  q\ 

per  trovare  la  detta  condizione  conviene  eliminare  x  tra  le 
equazioni  deUa  prima  colonna,  y  tra  le  equazioni  della  seconda 
colonna,  e  z  tra  le  equazioni  risultanti: 

{l  —l')  z  -{-  p  —  p'  =z  0,     (m  —  m')  z  -}-  q  —  q'   =1  0] 
si  trova  in  fine 

(l  —  r)  (q  —  q')  —  (m  —  m')  (p  —  p')  =   0, 
che  è  la  condizione  affinchè  si  seghino  le  rette  r,  r'. 

Se  le  due  rette  sono  rappresentate  invece  mediante  equa- 
zioni del  tipo 

x  —  x^    __  y  —  y^  z  —  zx 


l\  m\  ni 

X  —  X2    y  —  y2    z  —  Z2 


7 
W2 


I2  ^s 

per  esprimere  la  condizione  di  incontro,  conviene  scegliere  due 
punti  (xi,  yi,  0i),  (xi  -f-  ^1^1,  ?/i  -f  ^1^1,  z,  -f  Q,n,)  della 
prima  retta,  e  due  punti  (x^,  y^,  Zo),  (x^  +  ^2^2,  ^2  +  Q^m^, 
^2  -\-  («2^2)  della  seconda,  ed  imporre  ai  quattro  punti  la  con- 
dizione di  trovarsi  in  un  piano  {n°  283).  Con  facili  trasfor- 
mazioni si  può  presentare  quella  condizione  cosi: 


Xi    —    X2       yi    —    2/2       Zi    —    Z2 

11  mi  ni 

12  W2  M2 


=  0. 
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294.  Nuova  forma  della  condizione  perchè  tre  piani  ap- 
partengano ad  un   fascio,  o  quattro  piani   ad   una  stella.    — 

Conviene  talvolta  presentare  sotto  la  forma  seguente  alcune 
condizioni  sopra  enunciate  (^): 

Condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  tre  piani  appar- 
tengano ad  un  fascio,  o  quattro  piani  ad  una  stella,  è  che  si  possa 
formare  colle  equazioni  di  quei  piani,  adoperando  parametri  non 
tutti  nulli,  una  tale  combinazione  lineare,  che  sta  verificata  iden- 
ticamente (cioè  per  valori  arbitrari  di  x,  y,  z). 

Infatti,  se  indichiamo  per  brevità  con  L,  M,  .  .  .  dei  poli- 
nomi lineari  in  x,  ?/,  z,  e  quindi  con  iy  =  0,  If  =  0,  .  .  .  le 
equazioni  di  certi  piani,  il  verificarsi  di  una  identità  del  tipo 
XL  +  fiM  -\-  vN  =z  0, 

ossia  (supposto  ad  es.  i  ^  0)  L  ^ '^M j-N,    significa 

che  il  polinomio  L  è  una  combinazione  lineare  dei  polinomi 
M,  N,  e  quindi  (n."  288)  che  il  piano  iy  =  0  appartiene  al 
fascio  dei  piani  IT  =  0,  ^  =  0  ;  e  viceversa.  Analogamente 
si  procede,  quando  si  tratti  di  quattro  piani  di  una  stella. 

Dati  quattro  piani  non  appartenenti  ad  una  stella,  mediante 
una  conveniente  combinazione  lineare  delle  loro  equazioni  si  può 
rappresentare  un  piano  arbitrariamente  assegnato.  Si  dimostra 
come  l'analogo  teorema  di  geometria  piana  (n.°  109). 

Esercizi  I  —  1).  Segnati  sul  foglio  di  disegno  le  immagini  dei  tre 
assi  cartesiani,  si  rappresentino  i  punti,  le  cui  coordinate  sono:  (0,  1,  2), 
(1,  0,  -  1),  (2,  1,  0),  (1,  -  1,  1)  (2).    ■ 

2)  Trovare  l' equazione  del  piano  determinato  :  a)  dai  tre  punti  (2,  ^ —  1,1), 
(1,  1,  —  1),  (—  1,  0,  1)  ;  b)  dal  punto  (2,  1,  —  1)  e  dalla  retta  x  =  2z  -\-  1, 
y  =  z  -{-  3. 

3)  Trovare  l'equazione  del  piano:  a)  passante  per  i  punti  (2,  —  1,  1), 
(1,  1,  —  1)  e  parallelo  alla  retta  x  =  —  y  =  z-^  b)  passante  per  il  punto 
(2,  —  1,  1)  e  parallelo  al  piano  x  -{-  2y  -}-  z  -\-  1  =  0;  e)  passante  per  il 


(^)  Cfr.  Geometria  piana,  n.°  108. 

(*)  La  figura  disegnata  può  riguardarsi  come  una  proiezione  della  figura  nello 
spazio  da  un  punto  improprio  Conoscendo  le  posizioni,  rispetto  al  foglio,  dei  tre  assi 
e  del  centro  di  proiezione,  si  potrebbero  calcolare  i  rapporti,  secondo  cui  vengono  alte- 
rati tre  segmenti  uguali  ad  1  situati  sugli  assi.  Se  invece  sono  arbitrari  gli  assi  obiet- 
tivi ed  il  centro  di  proiezione,  quei  rapporti  possono  (come  si  dimostra)  esser  scelti  ad 
arbitrio.  Si  può  dunque,  anche  nel  disegno,  assumere  un  unico  segmento  come  unità  di 
misura  sullo  proiezioni  degli  assi  x,  y,  a. 


1 
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punto  (2,  —  1,  1)  e  parallelo  alle  rette  a»  =  -—  y  =  ^,  -|-  =  -|-  =  —  2'; 
d)  passante  per  la  retta  x  =  z--l,  y  =  2z-\-^e  parallelo  alla  retta 
X  ^  2y  =1  z. 

4)  Le  faccie  di  un  tetraedro  hanno  le  equazioni 

X  -  z  -\-  1   =  0,    2a;  -f  3.y  +  2   =   0,     ce  +  3^/  +  2   =   0, 
3a;  +  t/  —  z  —  2   =   0; 
si  trovino  le  coordinate  dei  vertici. 

5)  Rappresentare  sulla  figura  le  rette  x  ^=  z  -\-  2,  y  :=  2z  -j-  1; 
~2  ^^  ^=nr  ^^  ~"3~~ ;  X  =  —  y  =  z;  determinare  le  intersezioni  delle 
due  prime  coi  piani  coordinati. 

6)  Si  scriva  l'equazione  del  piano  che  proietta,  parallelamente  all'asse  z, 
la  retta  x  =^  Iz  -{-  p,  y  =i  mz  -\-  q. 

7)  Equazioni  dei  piani  proiettanti,  parallelamente  ai  singoli  assi,  la  retta 

2x  +  3?/  —  4z  +  1  =  0,     'òx  —  by  ^  2z  =  0. 

8)  Presi  come  vertici  di  un  tetraedro  i  quattro  punti,  di  cui  nell'es.  1) 
sono  date  le  coordinate,  trovare  le  equazioni  degli  spigoli. 

9)  Trovare  le  equazioni  della  retta:  a)  passante  per  il  punto  (1,  1,  —  1) 
e  parallela  alla  retta  x  =  z  —  1,  y  z=  ^z  +  2\  b)  passante  per  il  punto 
(—  1,  2,  2)  e  parallela  ai  due  piani  x  —  z  -\r  1  =  0,  2cc  +  3/y  —  3^  =  0; 
e)  che  passa  per  il  punto  (0,  1,  —  1)  e  incontra  le  rette  x  =  3?/  =:  32'— 1 

X   —    1     '^  ' 

'"2'^  —  y  -~  ^  —  —  z-,  a)  che  passa  per  il  punto  (1,  —  1,  2),  incontra 
la  retta  a;  =  3,  «/  =  2:  —  2,  ed  è  parallela  al  piano  a;  -—  2?/  —  2  =  0; 
e)  che  incontra  le  due  rette  a;^^^^,  x  —  l  =  ?/4-2=  —  ^  ed  è 
parallela  ad  uno  degli  assi. 

10)  Determinare  le  coordinate  del  punto  d'intersezione  del  piano 
2a;  +  2/  —  2«-|-3  =  0  colla  retta  a;  =  2z  —  1,  y/  =  ^  -f-  1. 

11)  Le  due  rette 

X  —  x'    __   y  —  y'   _   z  —  z'         ^_i^:^'    _   y  —  y'   _   z  —  z' 

l  m  n       '  V  m'  n" 

passano  pel  punto  {x\  y',  z'):  scrivere  l'equazione  del  piano  che  le  contiene. 

12)  Trovare  l'equazione  del  piano  contenente  le  due  rette  parallele 
X  —  x'  __  y  —  y'  _  z  —  z'  X  —  x"   _  y  —  y"  _  z  —  z" 

I  m  n       '  l  m  n 

II  —  13)  Dati  n  punti  dello  spazio  e  in  corrispondenza  n  numeri,  si  de- 
finisca il  baricentro  di  questi  punti,  presi  coi  pesi  uguali  ai  numeri  dati, 
in  modo  analogo  a  quello  tenuto  nel  caso  di  punti  allineati  o  giacenti  in 
un  piano  (n."  32,  es.  4);  n.°  110,  es.  6));  si  trovino  le  coordinate  di  questo 
punto,  e  si  consideri  il  caso  particolare,  in  cui  i  pesi  sono  tutti  uguali. 

14)  I  tre  segmenti,  che  congiungono  i  punti  medi  delle  coppie  di  lati 
opposti  di  un  tetraedro,  passano  per  uno  stesso  punto,  che  divide  ciascuno 
di  quei  segmenti  per  metà.  Quel  punto  è  pure  comune  ai  quattro  segmenti, 
che  congiungono  i  vertici  del  tetraedro  ai  baricentri  delle  faccie  opposte,  e 
divide  ciascuno  di  questi  segmenti  nel  rapporto  da  3  ad  1.  Esso  è  il  bari- 
centro dei  vertici  del  tetraedro  presi  con  pesi  uguali,  0,  come  suol  dirsi 
brevemente,  il  baricentro  del  tetraedro. 
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15)  Se  delle  rette  intersezioni  delle  tre  faccie  di  un  triedro  con  un 
piano  condotto  per  il  vertice  si  costruiscono  le  coniiigate  armoniche,  ri- 
spetto alle  coppie  di  spigoli  giacenti  sulle  faccie  stesse,  le  nuove  rette,  con- 
giunte cogli  spigoli  opposti,  danno  tre  piani  passanti  per  una  stessa  retta. 
E  viceversa.  (Cfr.  n.°  110,  d)}.  Si  esamini  in  particolare  il  caso  che  si  tratti 
del  triedro  degli  assi. 

16)  Se  delle  intersezioni  dei  sei  spigoli  di  un  tetraedro  con  un  piano 
qualsiasi  si  costruiscono  i  punti  coniugati  armonici,  rispetto  alle  coppie  di 
vertici  esistenti  sui  relativi  spigoli,  i  nuovi  punti  congiunti  cogli  spigoli 
opposti  danno  sei  piani  passanti  per  uno  stesso  punto.  E  viceversa.  Il  piano 
primitivo  ed  il  punto  ottenuto  diconsi  armonici  rispetto  al  tetraedro. 

17)  Si  dimostri  analiticamente  il  teorema  relativo  a  due  triedri  omo- 
logici collo  stesso  vertice,  teorema  che  si  ottiene  da  quello  di  geometria 
piana  (n.'  14,  15)  mediante  proiezione;  (cfr.  n.°  131,  a)). 

18)  Questione  analoga  relativa  ai  tetraedri  omologici  (n.°  16,  es.  12)). 


Capitolo  II. 
Distanze,  angoli,  aree,  volumi. 

295.  Proiezioni  parallele  di  segmenti.  —  Seguendo  lo 
stesso  ordine  tenuto  nella  geometria  piana  (n.°  111),  alla  ri- 
cerca delle  formole  esprimenti  i  principali  caratteri  metrici, 
premettiamo  alcune  nozioni  relative  alle  proiezioni  parallele. 

Nello  spazio  si  possono  considerare  proiezioni  sopra  una 
retta  secondo  una  data  giacitura,  oppure  sopra  un  piano  secondo 
una  data  direzione. 

Per  definire  il  primo  tipo  di  proiezioni,  supponiamo  data 
una  retta  x^  su  cui  sia  fissato  il  verso  positivo,  ed  un  piano  ^ 
non  parallelo  ad  x.  Proiettare  sopra  la  retta  x  un  punto  A,  ^e- 
condo  la  giacitura  |  (o  parallelamente  al  piano  ^),  significa  co- 
struire il  punto  A'  intersezione  della  x  col  piano  parallelo  a  | 
condotto  per  A.  I  punti  di  un  segmento  AB  hanno  le  proie- 
zioni nei  punti  di  un  segmento  A'B\  il  quale,  preso  col  segno 
che  gli  spetta,  dicesi  proiezione  dì  AB.  I  lati  di  una  spezzata 
AB  CD  .  .  .  hanno  come  proiezioni  i  segmenti  consecutivi  A'B', 
B'C\  C'D\  . .  .,  la  cui  somma  (algebrica)  àìcQ&ì proiezione  della 
spezzata.  Anche  qui  la  proiezione  di  una  spezzata  è  uguale  alla 
proiezione   del  segmento,    che  ne   congiunge   gli  estremi,    e   due 


—  517  — 
spezzate  aventi  gli  stessi  estremi  danno  proiezioni  uguali  (sopra 
una  stessa  retta,  secondo  una  stessa  giacitura). 

a)  Si  parta  dai  tre  assi  coordinati  .t,  y,  0,  e  si  conside- 
rino le  proiezioni  A'B',  A"B",  A"'B'"  di  uno  stesso  segmento 
AB  sopra  x  parallelamente  ad  yz,  sopra  y  parallelamente  b,  zx, 
sopra  z  parallela- 
mente a  xy  ]  quelle 
proiezioni  diconsi  le 
componenti  del  seg- 
mento AB,  secondo 
gli  assi  X,  y,  z.  I  sei 
piani  condotti  per  A  e 
J?,  mediante  i  quali  si 
eseguiscono  le  'proie- 
zioni nominate,  limi- 
tano un  parallelepi- 
pedo, in  cui  ^,5  sono 
vertici  opposti,  ed  i 
cui  lati  sono  equi- 
pollenti alle  compo- 
nenti del  segmento. 

Con  tre  segmenti  equipollenti  alle  tre  componenti  si  può 
(in  più  modi)  formare  una  spezzata  trilatera  (ad  es.  APQB) 
avente  come  estremi  ^  e  ^.  Se  {x,  y,  z\  {x\  y\  z')  sono  le 
coordinate  di  A,  B,  le  dette  componenti  valgono  ordinatamente 


—  X,  y' 


V:  z 


e  divengono  le  coordinate  di  B,  se  A  cade  nell'origine. 

ò)  Useremo  di  solito  proiezioni  ortogonali^  mediante  piani 
normali  alla  retta  sopra  cui  si  proietta. 

Fra  un  segmento  AB  appartenente  ad  una  retta  r,  su 
CUI  sia  fissato  il  verso  positivo,  e  la  sua  proiezione  ortogo- 
nale A:B'  sopra  una  retta  x,  passa  la  relazione 

A'B'  =  AB  cosajr; 
la  proiezione  ortogonale  di  un  segmento  sopra  una  retta  è  data 
(in  valore  e  segno)  dal  prodotto  del  segmento  obiettivo  per  il  co- 
seno dell'angolo  formato  dalle  rette  contenenti  il  segmento  e  la 
proiezione.  Infatti,  se  il  segmento  ^i?  si  sposta  parallelamente 
a  sé  stesso,  non  variano  né  in  valore,  né  in  segno,  le  quantità 
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che  entrano  nella  relazione  scritta;  ora  quella  sussiste  (n.°  111,  e)) 
se  A  cade  su  x,  perchè  allora  la  figura  è  contenuta  nel  piano  xr, 
quindi  sussiste  in  ogni  caso  (^). 

296.  Proiezione  di  un'area.  —  Se  per  i  punti  A,  B,... 
dello  spazio  si  conducono  rette  parallele  ad  una  retta  assegnata  r, 
e  si  determinano  le  intersezioni  di  queste  con  un  piano  fìsso  tv, 
non  parallelo  ad  r,  i  punti  J.',  B',  .  .  .,  che  cosi  si  ottengono, 
diconsi  proiezioni  dì  A,  B,  .  .  .  su  n  secondo  la  direzione  r;  o, 
brevemente,  proiezioni  ortogonali  su  tt,  se  r  è  normale  a  ti. 

I  punti  di  un'  area  situata  in  un  piano  q  si  proiettano  nei 
punti  di  un'area  di  tt,  area  proiezione.  Ora,  nel  caso  di  proie- 
zioni ortogonali,  vale  il  teorema: 

La  proiezione  ortogonale  di  un''  area .,  situata  in  un  piano., 
sopra  un  secondo  piano.,  è  uguale  aW  area  obiettiva  moltiplicata 
per  il  coseno  del  diedro  dei  due  piani. 

Infatti  la  proiezione  ortogonale  dei  punti  di  (>  su  tt  stabilisce 
tra  i  due  piani  un'affinità  (prospettiva;  n.*  176,  173);  passa  dun- 
que un  rapporto   costante 
tra  le  aree  di   (>    e  le  loro 
proiezioni  su   ti  (n."  173). 
Per  valutare  quel  rapporto, 
consideriamo,  ad  es.,  su  q 
un    quadrato    ABCD,     il 
cui   lato    AB,  di  valore  1, 
stia  sulla  retta  intersezione 
dei  due  piani  ti,  q.  La  proie- 
zione ortogonale   del  qua- 
drato su  TT  è  un  rettangolo 
AB  CD',  che  ha  un  lato  AB  =  1,  ed  il  lato  perpendicolare  AD' 
uguale  alla  proiezione  ortogonale  di  AD,  cioè 

AD'  —  AD  cosDAD'  =  costt^). 
Dunque  il  rapporto  cercato  è 

AB  CD    __         1 

j 


ABC'D' 

come  si  doveva  dimostrare. 


COS  TIQ 


(})  I  risultati   di   questo  n.°  possono   enunciarsi  col   linguaggio   della 
teoria  dei  vettori,  estendendo  allo  spazio  l'Osg.  che  segue  il  n."  111. 
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297.  Distanza  dì  due  punti.  —  Riprendiamo  i  tre  assi  car- 
tesiani X,  y,  z,  che  supporremo  ortogonali^  cioè  perpendicolari 
a  due  a  due,  ogniqualvolta  dovremo  stabilire  relazioni  metri- 
che; ciò  per  evitare  inutili  complicazioni. 

Siano  P(j7,  y,  z),   P'(  x',  y',  z')  due   punti  appartenenti 
ad  una  retta  r,  su  cui  sia  fissato  arbitrariamente  il  verso  posi- 
tivo. Consideriamo  il  segmento  PP'  =  d  (in  valore  e  segno), 
e    le    sue    componenti    secondo    gli 
assi,  che  valgono 

Y  ^  y'  -  y, 

Z  —  z'  —  z. 


0 


Con  tre  segmenti  equipollenti  a  que- 
ste possiamo  formare,  come  si  disse, 
una  spezzata  trilatera  PQRP\  di 
cui  il  segmento  PP'  congiunge  gli 
estremi.  Proiettiamo  ora  una  prima  /^ 
volta  il  segmento  PP'^  una  seconda 

volta  la  spezzata  PQBP',  sopra  una  retta  qualunque  s  dello 
spazio,  ed  uguagliamo  le  proiezioni  ;  si  ha  cosi  : 

(1)  d  cosr.9  1=:  X  cosa; 5  -j-    Y  cos  ys  -\-  Z  cos zs. 
Facendo  coincidere  s  successivamente  cogli  assi  x,  y,  z  (e  ricor- 
dando che,  per  ipotesi,  xy  =z  xz  =  yì  =   -|-),  abbiamo 

(2)  d  cosxr  =  X,       d  cosyr  =    F,       d  cos zr  =  Z] 
finalmente,  facendo  coincidere  s  con  r, 

(3)  d  =  X  cosxr  -j-    Y  cosyr  -|-  Z  cos zr. 

Per  approfittare  di  queste  formole,  moltiplichiamo  anzi- 
tutto la  (3)  per  d,  e  sostituiamo  nel  secondo  membro  al  posto 
di  d  cosxr, .  .  .  i  valori  dati  dalle  (2).  Avremo: 

6^2  :3=  x2  -f  r^  +  z^, 

ossia 

(4)  d-^  =.  (x'   -  xy'  +  0/'  -  yr  +  (z'  -  zy. 

Il  quadrato  della  distanza  fra  due  punti  è  uguale  alla  somma 
dei  quadrati  delle  differenze  tra  le  coordinate  omonime  dei  punti 
stessi  (cfr.  n.°  212).  " 
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298.  Relazioni  angolari.  —  Se  invece  nella  (3)  sostituiamo 
al  posto    di  X,    Y,  Z  i  valori  dati    dalle  (2),    e  dividiamo  poi 
per  dj  abbiamo 

(5)  cos^icr  -[-  cos^ yr  -j-  cos^ zr  ==  1. 

I  coseni  degli  angoli,  che  una  retta  forma  cogli  assi  coor- 
dinati, diconsi  brevemente  coseni  di  direzione  della  retta]  con- 
cludiamo quindi: 

La  somma  dei  quadrati  dei  coseni  di  direzione  di  una  retta 
è  uguale  ad  1. 

Eseguendo  ora  le  stesse  sostituzioni  (2)  nella  (1),  e  divi- 
dendo per  d,  avremo 

(6)  cos  rs  =  cos  xr  •  cos  xs  -f-  cos  yr  •  cos  ys  -f-  cos  zr  •  cos  zs. 

II  coseno  dell'angolo  di  due  rette  è  uguale  alla  somma  dei 
prodotti  dei  coseni  di  direzione  delVuna  retta  per  i  corrispon- 
denti coseni  della  seconda  (cfr.  n.°  113). 

399.  Coseni  di  direzione  di  una  retta.  —  Date  le  equazioni 
di  una  retta  r  sotto  la  forma 


(1) 


X  —  X  y  —  y' 


l 


m 


si  osservi  che,  se  P(x,  y,  z),  P\x',  y\  z')  sono  due  punti 
della  retta,  i  numeratori  delle  (1)  esprimono  le  proiezioni  or- 
togonali del  segmento  P'P  sui  tre  assi  coordinati  (n."  295), 
e  possono  quindi  esser  sostituiti  da  P'Pcosxr,  P'Pcosyr, 
P'P  cos  zr.  Sopprimendo  il  f attor  comune  P'P,  otteniamo 

cosxr  cos  yr  cos^r 

l  m  n       ' 

ossia,  indicando  con  q  il  valor  comune  incognito  delle  tre 
frazioni, 

cos  a:r  =  Iq,     cos  yr  =  mg,     cossr  z=z  ng. 
Per  calcolare  ^,  eleviamo  a  quadrato   queste  e  sommiamo;  ri- 
cordando la  (5)  del  n.*'  298,  avremo 

1  =  (Z2  -f  m2  -f  n^)Q^, 
da  cui 

_  1 

^  ~    ±  VV  +  m'^  +  w2' 
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e  quindi 

,  l  rn 

'cosxr  =  —  ,  ^-,  cos?/r=: -.  — . 


cos  zr 


±1/^2  +  ^2  +  ^8" 

Il  radicale  va  preso  collo  stesso  segno  nelle  tre  frazioni,  ma 
questo  è  arbitrario,  finché  non  sia  fissato  il  verso  positivo  su  r. 
In  parole  : 

I  coseni  di  direzione  di  una  retta,  le  cui  equazioni  siano 
scritte  sotto  la  forma  (1),  sono  proporzionali  ai  denominatori,  e 
si  ottengono  dividendo  questi  per  la  radice  quadrata  della  somma 
dei  loro  quadrati. 

Se  la  retta  è  data  invece  mediante  equazioni  ridotte 
(!')  X  =1  Iz  -\-  p,     y  ■=.  rnz  -Y  g-, 

ossia  (n.°  289) 

X  —  P    __    y  —  q   __    z 
l  m  T' 

basta  porre  n  =  1  nelle  formole  precedenti;  risulta  così,  che 
i  coseni  di  direzione  della  retta  (1')  sono  proporzionali  a  1,  m,  1, 
e  sono  dati  precisamente  da 

(^)^  1 

/  COS^T   = ,. 

Seguono  di  qua  i  significati  geometrici  dei  coefficienti  ?,  m 
nelle  equazioni  ridotte  (!'): 

,  cosicr  cos  yr 

i  =  ,      m  = -—• 

Goszr  coszr 

Ritornando  alle  (1),  risulta  che  le  equazioni  della  retta 
uscente  dal  punto  (x',  y',  z'),  e  formante  cogli  assi  coordinati 
^1  y,  z  gli  angoli  «,  /?,  y  rispettivamente,  possono  scriversi  sotto 
la  forma  (detta  normale) 

X  —  x'  _  y  —  y'   _   z  —  z' 
cos  a  cos  /?  cos  y 

Queste  rappresentano  la  retta  orientata  ;  invertendo  il  verso 
sopra  di  essa,  mutano  segno  i  tre  denominatori.  Il  valore  t  co- 
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mune  alle  tre  frazioni  rappresenta  la  distanza  del  punto  fisso 
(x',  y\  z')  dal  punto  variabile  (x,  y,  z).  Esprimendo  queste 
ultime  coordinate  in  funzione  di  ^,  si  possono  sostituire  alle  (3) 
le  equazioni 

(4)  a:  =  a;'  -f-  ^  cosa,  y  =:  y'  -\-  t  cos/?,  z  -^^  z'  -\-  t  cosy 
che  diconsi  parametriche^  perchè  danno,  per  ogni  valore  del  pa- 
rametro t,  le  coordinate  di  un  punto  della  retta. 

300.  Angolo   di  due   rette.  —  Per  determinare  il  coseno 
dell'  angolo  formato  dalle  due  rette  (incidenti  o  sghembe) 

j.\  X         Xq    y         I/o    z         Zq 

l  m  n        ' 

x^  X  —  x'    y  —  y'    z  —  z' 

^)  —['         —         ^       —         —.        ' 

si  calcolino  i  coseni  di  direzione  delle  due  rette  : 
.  _  l     

±\/Vl    _|_    ^2    _^    ^2'     ecc., 
_  l' 

e  si  sommino  i  prodotti  dei  coseni  relativi  ad  r,  per  gli  omo- 
loghi coseni  relativi  ad  s  (n.°  298,  (6));  si  giunge  cosi  al 
risultato  : 

Il  coseno  delV  angolo   delle  due  rette  r,  s   è   espresso   dalla 
formala 
/r-s  II'  -\-  mm'  -\-  nn' 

(O)    "•     COS  7*  9    _ — !-_ ! —-—-——    • 

-±Vp  +  m2  -f  n'VV''  +  w'2  -f  w'2  ' 
il  segno  è  ambiguo,  finché  sulle  rette  non  siano  fissati  i  versi 
positivi. 

La  condizione  di  ortogonalità  (rs  =  -^,  anche  se  le  rette 
sono  sghembe)  è  data  da  (^) 
(6)  ir  +  mm'  -\-  nn'  —  0, 


(^)  Se  la  retta  s  è  la  perpendicolare  calata  su  r  dal  punto  (x',  y',  z'), 
oltre  la  condizione  di  ortogonalità  (5),  deve  esser  pure  soddisfatta  la  con- 
dizione di  incontro  fra  r  ed  s  (n.°  293).  Si  hanno  così  due  relazioni  lineari 
ed  omogenee  fra  V,  m\  n',  le  quali  determinano  i  mutui  rapporti  di  queste 
incognite. 
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Per  calcolare  il  seno  dell'  angolo  rs  si  osservi  che 


sen^rs  =  1 


cos  •'rs 


r   m'   n' 


(/•^  +  w2  4-  n=^)(^'=^  -f  m'-'  -f  n'2)' 
e  finalmente  (^) 

K^i)  sen   r^  _  (^2  _|_  ^2  _^  ^2>)  (^^^2  _^  ^' 2  _j_  ^/2^ 

/S'è  Ze  due  rette  r,  s  «ono  date  mediante  equazioni  ridotte 

r)  X  ^=  Iz  -{-  p,      y  =i  mz  -\-  q, 

s)  y=l'z-\-p',     y  =  m'z  -\-  q', 

nelle  formale  precedenti  si  porrà  n  =  n'  =  1  ;  si  ottiene  così,  ad  es., 

W  +  mm'  4-  1 
(o  )      cosr^  —  '  ' 


dzVr-  -I-  m^  4-  iVr'  +  m 
301.   Equazione  normale  di  un  piano.    - 


'24-1 

—  Per  ottenere 
formole  analoghe  relative  a  piani,  conviene  anzitutto  scrivere 
sotto  una  forma  particolare  l'equazione  di  un  piano  (cfr.  n.'^llò). 

Sia  dato  un  piano  ti  mediante  1'  equazione  generale 
(1)  ax  -{-  by  -{-  cz  -{-  d  =  0  ] 

conduciamo  ad  esso 
la  normale  n  dall'ori- 
gine, la  quale  incon- 
tri il  piano  in  2V,  e 
su  quella  fissiamo  ad 
arbitrio  il  verso  po- 
sitivo, ad  es.  da  0 
verso  N^  se  il  piano 
non  passa  per  0.  Po- 
niamo ON  :=  p  (in 
valore  e  segno),  e 
chiamiamo  a,  /?,  /  gli 
angoli,    che    la    nor- 


(^)  Il  valore  di  sen  rs,  che  si  ottiene  estraendo  la  radice  quadrata, 
può  sempre  assumersi  positivo,  purché  si  convenga  di  indicare  con  ra 
V  angolo  positivo  minore  di  due  retti,  che  r  forma  con  5. 


—  524  — 

male  n  forma  cogli  assi  coordinati  x,  y,  z.  Osserviamo  poi 
che  il  segmento  ON  =  p  è  la  proiezione  ortogonale,  sopra 
n,  di  ciascuno"  dei  segmenti  OA,  OB,  OC,  che  il  piano  stacca 
sugli  assi  a  partire  dall'  origine  ;  ciò  almeno  nella  ipotesi, 
in  cui  per  ora  ci  mettiamo,  che  i  punti  A,  B,  C  siano  pro- 
pri e  diversi  da  0,  vale  a  dire,  che  le  quantità  a,  h,  e,  d 
siano  tutte  diverse  da  zero.  Ricordando  i  valori  di  quei  tre 
segmenti  (—  ^, ^-,  —  ^-;  n.''  285),  otteniamo  la  rela- 
zione   ^  cos  a  =z  p  e  le  analoghe,  ossia 

cos  a    cos  /?    cos  y    p 

a  b  e  d  ^ 

od  anche,  indicando  con  q  il  valore  comune  dei  quattro  rapporti, 

(2)  coso;  =  a^,     cos/?  =  Òq,     cos  7  =  cq,     —  p  =  dq. 

Le  tre  prime,  quando  si  tenga  conto  della  relazione  fra  i 
coseni  di  direzione  di  una  retta  (n.°  298,  (5)  ),  ci  permettono 
di  calcolare  q  ;  si  trova 

(3)  Q    =     ■    ,-      .    .',.  „  — rr  , 

+  l/a2  -f  62  +  c2' 
e  quindi 

cos  a  = , ■      ■       -  .  cos  3  =z .    ■    —  , 

it|/a2  +  Ò2  _|_  ^2'         ^        dzVa^  +  62  +  c2' 

e 

cos  y     = ,         ■  ;■  .  ■     _-:r  , 

zt\/a^  -\-   62   _|_   c2' 

_ d 

l'ultima  delle  quali  permette  di  decidere  il  segno  del  radicale, 
quando  si  osservi  che  p  ha  un  segno  determinato,  ad  es.  posi- 
tivo, in  relazione  col  verso  positivo  fissato  su  n. 

Moltiplicando  la  (1)  per  q,   e  tenendo   conto  delle  (2),   la 
equazione  del  piano  si  presenta  sotto  la  forma  nonnaie 
(6)  X  cos  a  -\-  y  cos  ^  -]-  z  cos  y  —  P   =    0, 

la  quale,  in  virtù  della  (3),  coincide  termine  a  termine  colla 
equazione 

{7\  aa;  +^y  -j-  cz  ^  d    _   ^ 

^  ^  ±  Va^  +  62  +  c2 

quando  in  questa  si  stacchino  i  termini  contenenti  le  singole 
variabili  ed  il  termine  noto. 
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Ora  questi  risultati,  ed  anche  le  stesse  relazioni  (2),  valgono, 
qualunque  sia  la  posizione  del  piano  n  rispetto  agli  assi.  In- 
fatti, se,  ad  es.,  71  è  parallelo  all'asse  x^  nella  prima  delle  (2) 
si  ha  a  =  0,  cos  a  =:  0,  mentre  le  altre  rimangono  inalterate  ; 
se  -ji  passa  per  0,  nell'  ultima  delle  (2)  si  porrà  ^  =  0,  ]9  =0, 
mentre  le  rimanenti  sussistono,  come  si  verificherebbe  sosti- 
tuendo per  un  momento  al  piano  n  un  piano  parallelo.  Con- 
cludiamo che  : 

La  equazione  di  ogni  piano  può  scriversi,  assumendo  come 
coefficienti  delle  variabili  x,  y,  z  i  coseni  di  direzione  di  una 
normale  al  jìiano^  e  come  termine  noto  la  distanza^  cambiata  di 
segno,  dell'  origine  dal  piano.  La  equazione  generale  (1)  di  un 
piano  si  traduce  nella  forma  normale  (6),  dividendone  il  primo 
membro  per  la  radice  quadrata  della  somma  dei  quadrati  dei 
coefficienti  delle  variabili. 

Giova  pure  tener  presente  il  risultato  contenuto  nelle 
equazioni  (4)  : 

I  coseni  di  direzione  della  normale  ad  un  piano  sono  pro- 
porzionali ai  coefficienti  delle  variabili  nella  equazione  generale 
del  piano,  e  si  ottengono  dividendo  i  detti  coefficienti  per  la  ra- 
dice quadrata  della  somma  dei  loro  quadrati. 

302.  Distanza  di  un  punto  da  un  piano.  —  Sia  P{x',  y',  z') 
il  punto,  ed  il  piano  n  sia  dato  mediante  la  equazione  normale 

X  cosa  -]-  y  C0S|5  -\-  z  cos 7  —  p   z=   0. 
Si  conduca  per  P  il  piano  parallelo  a  n,  il  quale  seghi  n  in  N', 
e  si  ponga  ON'  =  p'  (v.  fig.  a  pag.  523);  l'equazione  normale 
di  questo  nuovo  piano 

X  cosa  -\-  y  cos/?  -f-  z  cos/  —  p'  =  0, 
dovrà  esser  soddisfatta  dalle  coordinate  di  P;  segue 
p'  :=.  x'  cosa  -|-  y'  cos/5  -j-  z'  cos/. 

Ora  la  distanza  ò  ==  PQ  =  N'N  dal  piano  ji  è  data  da  (cfr. 
n.''  116) 

(^)  ò  =z  p  —  i?'  =  —  {x'  cos  a  -\-  y'  cos  j5  -\-  z'  cosy  —  p)\ 
dunque  : 

La  distanza  di  un  punto  di  date  coordinate  da  un  piano 
di  data  equazione  normale  è  il  valore  opposto  a  quello,  che  assume 
U  primo   membro   della   equazione  stessa,  quando,   al  posto  delle 
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variabili,  si  sostituiscano  le  coordinate  del  punto.  Qui  la  distanza 
figura  con  un  segno,  che  è  il  segno  di  PQ,  quando  sulla  retta  PQ 
si  assuma  lo  stesso  verso  positivo  di  n.  Tutti  i  punti  dello 
spazio,  che  stanno  da  una  stessa  banda  di  tc,  ad  es.  da  quella 
contenente  l'origine,  hanno  dal  piano  distanze  positive;  i  punti 
dell'altra  regione  hanno  distanze  negative. 

Se  il  piano  è  dato  mediante  una  equazione  generale,  si  ha 
(n.°301): 

La  distanza  del  punto  P(x',  y',  z')  dal  piano 

ax  -{-  by  -\-  cz  -\-  d  =^  0 
è  espressa  da 

ax'  -f-  by'  -\-  cz'  -\-  d 

Il  segno  del  radicale  può  esser  regolato  in  modo,  che  la  di- 
stanza dell'  origine  dal  piano  riesca  positiva  (se  d  =t=  0). 

Osserrazione.  —  La  (9)  ci  fa  vedere  che  il  valore  assunto  dal  primo 
membro  della  equazione  generale  di  un  piano,  quando  al  posto  delle  va- 
riabili si  pongano  le  coordinate  di  un  punto  dato  P,  differisce  per  un  fat- 
tore costante  dalla  distanza  di  P  dal  piano,  ed  assume  l'uno  o  l'altro  segno, 
secondo  che  P  si  trova  dall'una  o  dall'altra  banda  rispetto  al  piano. 

303.  Retta  e  piano  perpendicolari.  —  Una  retta,  uscente 

dal  punto  P(a;',  y'  z'), 

X  —  x'  y  —  y'  z  —  z' 

r)  — — -, =  - — — - —  = — 

^  l  m  n 

è  perpendicolare  al  piano 

tÌ)  ax  -\-  by  -\-  cz  -\-  d  =   0, 

se  i  coseni  di  direzione  della  retta,  che  sono  proporzionali  ad 

Z,  m,  n  (n,°  299),  uguagliano  i  coseni  di  direzione  della  normale 

al  piano,  che  sono  proporzionali  ad  a,  6,  e  (n.°  301),  se  adunque 

Z,  m,  n  sono  proporzionali  ad  a,  b,  e.  Assumendoli  uguali  (come 

è  lecito),  si  ha  il  risultato  : 

La  retta  uscente  dal  punto  (x',  y',  z'),  e  perpendicolare  al 
piano  ax  -\-  by  -{-  cz  -\-  d  =   0,  ha  le  equazioni 

X  —  x'    y  —  y'    z  —  z' 

a  b  e 

In  particolare,  se  il  punto  è  1'  origine,  la  retta  sarà 

X    y     z 

a  6  e 
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Similmente  si  vede  che  il  piano  perpendicolare  alla  retta  r, 
condotto  per  il  punto  (x^,,  t/q,  Zq),  ha  l'equazione 

ì(x  —  Xq)  +  m(y  —  y^)  +  n{z  —  z^). 

304.  Diedro  di  due  piani;  angolo  di  una  retta  con  un 
piano.  —  Nei  problemi,  ove  intervengono  angoli  di  piani,  o  di 
piani  con  rette,  giova  sostituire  a  ciascun  piano  una  retta  nor- 
male, per  ridursi  cosi  a  questioni  già  trattate. 

Ad  es.  il  diedro  di  due  piani 
Ji)  ax  -\-  by  -{-  cz  -\-  d    =z   0, 

n')  a'x-^h'y  ^c'z-\-  d'   —    0 

uguaglia  r  angolo  (preso  convenientemente)  delle  due  rette  nor- 
mali a  quei  piani  condotte  dall'  origine 

v  X  y  z 

n)  -~  =  j~  ^  ^, 

a  0  e 

n   )  —  =    -     =    —  • 

dunque  (n°  300): 

Il  diedro  dei  due  piani  ti,  n'  è  dato  da 

aa'  +  66'  -f  ce' 


cos  Tin 


±Va''  -j-  6^  +'c2^/a'2  _j_  6'2  _|_  ^.2' 


sen^^r;^'    -    («^^  -  ^'^^  +  (ac'  -  a'c^  +  (be'  -  h'cY 
{a^  +  *'  +  c^){a'^  +  6'2  -f  c'2) 

La  condizione  di  ortogonalità  fra  i  due  piani  è 

aa'  -\-  bb'  -f  ce'   =   0. 
Similmente,  se  è  richiesto  l'angolo  del  piano  tv  colla  retta 
r)  X  —  x'    __    y  —  y'    _    z  —  z' 

l  m  w  ' 

si^  conduca  la  normale  n  al  piano  ?r,  e  si  osservi  che  l'angolo 
r TI  è  il  complemento  dell'angolo  rw  ;  dunque 

al  -\-  bm  4-  cn 
s%nrn  =  cosrw  =  — — ' 

±ya2  _[_  62  _|_  ^'^  |/^2  _|_  ^2  _j_  ^2 

L'  annullarsi  del  numeratore  esprime  questa  volta  il  paralleli- 
smo fra  la  retta  r  e  il  piano  tt,  come,  per  altra  via,  si  era  ve- 
duto (n.^292). 
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305.  Area  di  un  triangolo.  —  Per  calcolare  l'area  di  un 
triangolo  giova  il  seguente  lemma  : 

Il  quadrato  di  un  area  'piana  è  uguale  alla  somma  dei  qua- 
drati delle  proiezioni  ortogonali  dclVarea^  sopra  tre  piani  mutua- 
mente perpendicolari.  Sia  A  V  area,  n  una  normale  al  piano  che 
la  contiene  ;  come  piani  di  proiezione  si  assumano  i  piani  coor- 
dinati. Poiché  il  diedro  formato   dal   piano  di  A  col  piano  yz 

uguaglia  l'angolo  nx  delle  due 
normali,  sarà  (n.°  296) 
A^  ■=.   A  co^nx 
la    proiezione    ortogonale   del- 
l'area  sul  piano  yz]    e  simil- 
mente saranno 

Ay  :=  A  Q,os,ny,  A,^=.Aco&nz 
le  proiezioni  sui  piani  zx,  xy. 
Quadrando^  sommando,  e  ricor- 
dando la  (5)  del  n.°  298,  si  ha 

che  dimostra  il  lemma. 

Si  voglia  ora  l'area  A  del 
triangolo  PiP^Ps,  i  cui  vertici 
hanno  le  coordinate  Pi(a?  1,  y  1,  s  1), 
Pìi^^iV^ì  ^2)1   Piii^zi  y^i  ^n)'  Il  triangolo,  proiezione  ortogo- 
nale  di   A    sul   piano  xy.,  ha  i  vertici  P/^Xi^  y^),  P^'i^^ì  V^), 
Pa'i^Sì  ^3),  ed  ha  quindi  l'area  (n.°  120) 

oci    y,     1 
x-2    y2    1 

^3      2/3      1 

Con  permutazioni  circolari  di  a;,  y,  z  si  ottengono  le  aree  delle 
altre  due  proiezioni  4^.,  Ay\  quadrando  e  sommando,  in  virtù 
del  lemma  precedente,  si  trova 

i      Xi  y,  1    ^         yi  z,  1    ^         Zi  X,  1 

(1)     42  __  ;        X2    y2    1       +       y2    ^2    ^       +       ^Jg    a;2    1 

(      X3  y3   1  ya  2^3   1  Za  Xa   1 

306.  Yolume  di  un  tetraedro.  —  Il  tetraedro  sia  de- 
terminato dal  triangolo  P1P2P3  che  precede,  e  dal  vertice 
Pi(xi,   2/4 j    ^i)-    Calcoliamo    anzitutto    la    distanza   PaQì  del 


A.  — 
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quarto  vertice  dalla  faccia   opposta.   Questa  faccia  ha  l'equa- 
zione (n.^  283) 

X      y      z      1 

Xi     Vi     01    1 

^2      ^3      ^«       1 

X, 


0; 


quindi  P,  Q,  è  dato  (n.''  302)  da  una  frazione,  il  cui  numera- 
tore è  il  valore  assunto  dal  determinante,  quando  al  posto  delle 
variabili  si  sostituiscano  le  coordinate  {xi,  ^4,  0^)  di  P^  •  ed 
il  denominatore,  essendo  la  radice  quadrata  della  somma 'dei 
quadrati  dei  complementi  algebrici  di  x,  y,  s  nel  determinante 
scritto,  è  uguale  a  24,  in  virtù  della  (1)  (n.°  306;.  Si  ha  cosi 
la  relazione 


P4Q4   = 


24 


Xi 

X2 
xa 


Vi 
Vi 

y-i 
yn 


04 
Zi 
02 
Zz 


Se  poi  si  ricorda  la  formola  di  geometria  elementare,  che  esprime 
il  volume  di  un  tetraedro, 

P.P,P,P,  =  ^-A  .  P,Q,^ 

si  trova  in  fine,  trascurando  i  segni, 


(2) 


P,P^P,P,  = 


Xi 


Vi 

y-i 
2/4 


Zx 

Zo 
03 
04 


Il  volume  di  un  tetraedro  è  dato  da  un  sesto  del  determi- 
nante formato  colle  coordinate  dei  vertici  e  colle  unità.  Si  con- 
fronti r  analoga  formola,  che  dà  l' area  di  un  triangolo  in 
geometria  piana  (n°.  120). 

L'annullarsi  del  determinante  è,  come  già  sappiamo  (n°.  283), 
la  condizione,  perchè  i  quattro  vertici  stiano  in  un  piano. 

Osservazione.  —  Al  volume  di  un  tetraedro  PjPa  P3P4  si  può  attri- 
buire un  segno  colla  seguente  convenzione. 

Si  immagini  un  osservatore  coi  piedi  nell'interno  del  triangolo  PiPoP.-j 
ed  il  capo  dalla  banda  di  P4.  Un  punto,  che  descriva  il  perimetro  del  trian- 
golo P1P2P3  incontrandone  i  vertici  nell'ordine  scritto,  apparirà  ruotare, 
rispetto    all'  osservatore,  in  un  verso   determinato.  Se  questo   verso  è  posi- 

34 
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tivo  (cioè  da  siaistra  verso  destra),  si  riguarderà   come  positivo  il  volume 
del  tetraedro;  altrimenti  si  riterrà  negativo  (^). 

Volendo  ora  esaminare  quali  convenzioni  debbano  farsi,  perchè  la  for- 
mola  (2)  valga  anche  nel  segno,  si  noti  che,  se  il  vertice  P^ix^,  2/4,  z^) 
varia,  mentre  Pi,  Pg,  P3  restano  fissi,  il  primo  membro  della  (2)  cambia 
segno,  ogniqualvolta  P4  attraversa  il  piano  PiPgPg,  passando  dall'una  al- 
l'altra banda,  e  solo  in  questo  caso.  Ma  nel  tempo  stesso  cambia  segno 
anche  il  determinante  a  secondo  membro,  come  risulta  dalla  osservazione 
del  n."  302.  Dunque,  per  ogni  posizione  di  P4 ,  i  due  membri  della  (2)  hanno, 
o  sempre  lo  stesso  segno,  0  sempre  il  segno  opposto;  e  lo  stesso  fatto  si 
verifica  variando  gli  altri  vertici.  Per  decidere  quale  dei  due  casi  si  pre- 
senti, si  consideri  il  tetraedro,  che  ha  i  vertici  (0,  0,  0),  (1,  0,  0),  (0,  1,  0), 
(0,  0,  1),  il  cui  volume  è  positivo  per  definizione.  Poiché  il  determinante, 
che  si  trova  nella  (2),  acquista  in  corrispondenza  il  valore  —  1,  concludiamo 
che  la  formola  (2)  vale  anche  nei  segni,  quando  a  secondo  membro  si  pre- 
metta il  segno  — . 

307.  Minima  distanza  fra  due  rette.  —  Per  fare  una  ap- 
plicazione di  varie  formole  precedenti,  proponiamoci  di  deter- 
minare la  minima  distanza  fra  le  due  rette 

»■.) 

Ti)  7  

E  noto  che  per  minima  distanza  si  intende  la  lunghezza 
del  segmento,  avente  gli  estremi  su  r^  r^,  e  perpendicolare  ad 
entrambe  le  rette  ;  segmento  uguale  alla  distanza  fra  un  punto 
qualsiasi  di  r^,  ad  es.  {x2,  1/2,  2^2),  ed  il  piano  tti  condotto  per  r^ 
parallelamente  ad  r2. 

L'equazione  del  piano  tii  sarà  del  tipo 
ax  -\-  by  -\-  cz  -\-  d  =z  0] 
le  condizioni  di  contenere  la  retta  rj,  e  di  esser  parallelo  alla 
retta  rs,  sono  espresse  (n.*'  292)  da 

axi  -{-  byi    -{-  czi  -^  d  ^  0, 

ali    -|-  bnii  -\-  cfii  =  0, 

alo    -j-  bm2  -J-  cn2  =  0. 

Eliminando  a,  6,  e,  d  fra  le  quattro  ultime  relazioni,  si  ottiene 

r  equazione  del  piano  sotto  forma  di  un  determinante  di  quarto 


X 

—    Xi 

h 

X 

—    ^2 

_  y 

— 

2/1 

Wi 

_  y 

— 

2/2 

—  z, 


0)   Si  può  ancho  dire  che  il  volume  è  positivo  se  ad  un  osservatore,  che  abbia  i 
piedi  in  Pi  e  il  capo  in  P21  il  verso  da  Pg  a  P4  appare  procedere  da  sinistra  verso  destra. 
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ordine  uguagliato  a  zero;  e  questa  equazione  si  riduce  subito 
alla  seguente: 

X  —  Xi       y  —  Vi       z  —  z, 


(1) 


L 


m. 


=  0. 


Ora  la  distanza  del  punto  (x^,  2/2,  ^2)  da  questo  piano  è 
espressa  dalla  formola  (n."  302) 


X2    —    X,  2/2    —    2/1 

h  mi 


Z^  Zi 

no 


(2)   ó  —  --. 

che  dà  la  minima  distanza  richiesta.  Tenendo  conto  della  for- 
mola (7)  del  n.'^  300,  la  (2)  può  anche  trascriversi  cosi: 


(2') 


^2      —      Xi  7/2      —      2/1  Z-ì      —      Zy 

h  m^  n. 


L, 


m.2 


Vh'  -{- 


m. 


-  n^^      V h^  -\-  ^2^  -\-  n^^   senrir2 

L'annullarsi  del  numeratore  esprime  che  le  due  rette  stanno 
in  un  piano;  cfr,  n.°  293. 

Si  noterà  che,  se  le  due  rette  ri,  r.2  sono  date  mediante  le 
loro  equazioni  normali  (n."  299),  se  dunque  ?i  .  .  . ,  n-i  sono 
proprio  i  coseni  di  direzione  cosai,  •  •  • ,  COS72  delle  rette  stesse, 
la  (2')  diviene 

^  X.2  —  Xi     y-2  —  2/1     ^2  —  z, 

(2")      6  =  cosai  cos/?i  cosvi 

senri/-2  V. 

cosa  2  cos/?2  COS72 

Se  invece  la  retta  r^  è  definita  come  congiungente  i  punti 
Pi{xi,  z/i,  z^,  P'{x\  y\  z'),  e  la  rg  come  congiungente  P2(j?2, 
2/2,'  ^2),  P"{x",  y'\  z"),  nelle  quali  ipotesi  possiamo  porre 
(n.°  282) 


l'I    —    X  Xif 

h  =  x"  —  2:2, 


m^  =:^  y    —  ?/i,       Wi 
mi  =  y"  —  y-2,       W2 


il  determinante,  che  entra  nella  (2'),  esprime  (n.°  306)  il  sestu- 
plo  del   volume  del   tetraedro   PiP'P-iP"^    mentre  i   radicali 
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danno  i  segmenti  P,P',  P.2P"  ]  e  la  formola  (2')  equivale  alla 

seguente 

(3)  6P,P'P,P'^  =  P,P'  •  P^P"  .  ósenr.r^. 

Per  tradurla  in  parole,  si  chiami  (con  Oayley)  momento  di 
due  rette  sghembe  il  prodotto  della  loro  minima  distanza  per  il 
seno  dell'  angolo  che  esse  formano  ;  si  avrà  allora  il  teorema  di 
Chasles:  il  sestuplo  del  volume  di  un  tetraedro  è  espresso  dal 
prodotto  di  due  lati  opposti  per  il  momento  delle  rette,  cui  essi 
appartengono. 

Esercizi  I.  —  1)  Una  retta  forma  con  tre  assi  ortogonali  angoli  uguali  ; 
qual'  è  il  comune  valore  di  questi  ? 

2)  Un  piano  stacca  sui  tre  assi  coordinati  segmenti  uguali  ;  si  calcoli 
il  diedro  formato  da  esso  coi  piani  coordinati. 

3)  Si  calcolino  i  coseni  di  direzione  delle  seguenti  rette:  a)  x  =  2^  -f-  3, 
y  =  3z  —  1;  b)  2x  —  ;j  ^  3z  -\-  1  =  0,  X  —  3y  -{-  z  —  1  =  0; 
e)  ax  -{-  by  -i-  cz  -j-  d  =  0,  a'x  -f  b'y  +  e' z  +  d'  =  0;  d)  normale 
al  piano  3x  -\-  4:y  —  òz  -{-  1  =  0. 

4)  Dato  il  tetraedro,  i  cui  vertici  hanno  per  coordinate  (0,  0,  2), 
(1,  0,  0),  ( —  2,  1,  0),  (1,  1,  1),  determinare  le  lunghezze  dei  lati,  le  aree 
delle  facce  e  il  volume. 

5)  Trovare  1"  angolo  delle  due  rette 

^ y^_ z_^  x      _ 

"2  -  y-s"  -  Yy'     y^  =  y^'  =  ^- 

6)  Gli  spigoli  di  un  angolo  triedro  hanno  per  equazioni:  x  ^=  2y  =1  z, 
—  X  =:  y  =  z,  X  =:  —  3^  =  2^;  si  calcolino  i  valori  delle  sue  facce  e 
dei  suoi  angoli  diedri.  Si  risolva  lo  stesso  problema  per  il  triedro,  i  cui 
spigoli  sono  le  bisettrici  delle  facce  del  triedro  coordinato. 

7)  Trovare  l'angolo  della  retta  x  =  2z,  y  =  z  -\-  1  col  piano 
a;  —  3^  +  2  =:  0. 

8)  Condurre  per  il  punto  (ce',  y',  z')  il  piano  perpendicolare  alla  retta 
X  ^=  Z^+^j^  —  mz  -{-  q,  e  determinare  la  intersezione  di  quello  con 
questa. 

9)  Determinare  la  distanza  tra  il  punto  e  la  retta  dell'esercizio  pre- 
cedente; in  particolare,  tra  il  punto  (2,  0,  —  1)  e  la  retta  x  =  3^  +  2, 
y  =  2z  —  b.  (Un  primo  metodo  è  suggerito  dall'esercizio  8);  si  può  anche 
cercare  la  distanza  del  punto  da  un  piano  generico  condotto  per  la  retta, 
disponendo  del  piano  in  guisa  da  render  minima  questa  distanza;  o  final- 
mente determinare  l' area  del  triangolo,  che  ha  un  vertice  nel  punto  e  gli 
altri  due  in  due  punti  scelti  sulla  retta ). 

10)  Condurre  per  il  punto  (3,  1,  —  1)  il  piano,  che  è  parallelo  alla 
retta  x=^2z~{-3,y  =:z,eàè  perpendicolare  al  piano  2x-\-3y  —  4z  -\- 0  =  0. 

11)  Trovare  le  equazioni  della  retta  passante  pel  punto  {x%  y',z'),  e 
che  incontra  la  retta  —  =—=:  —  sotto  un  angolo  di  60°,  ovvero  le  è 


y  -  y"  _ 

m 
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perpendicolare.   (Es.   numerico:  il  punto  sia  l'origine,  e  la  retta  abbia    le 
equazioni  x  +  2?/  =  0,  a;  —  3^  -f  1   =r   0). 

12)  Per  la  retta  x  =  Iz  -{-  p,  y  =  mz  +  q  condurre  un  piano, 
che  formi  con  un  piano  dato  ax  +  hx  +  cz  +  d  =  0  un  diedro  dato, 
e  inj)articolare  sia  perpendicolare   ad  esso.    (Es.  numerico:  la  retta   sia 

^  ~~  ~  ^  —   —  2^  +  2,  il  piano  sia  uno  dei  piani  coordinati,  ovvero  il 
piano  X  —  y-{-z-\-l  =  0,  ei\  diedro  sia  di  60"). 

13)  Dati  due  piani  paralleli 

ax  +  by  -\-  cz  +  d  =  0,        ax  -\-  hy  -{-  cz  +  d'  =  0, 
calcolare  la  loro  distanza. 

14)  Date  due  rette  parallele 
X  —  x'  _ 

1         ~ 
calcolare  la  loro  distanza. 

II.  -  15)  I  sei  piani  perpendicolari  agli  spigoli  di  un  tetraedro  nei  punti 
medi  di  questi  passano  per  uno  stesso  punto. 

16)  I  piani,  che  passano  rispettivamente  per  i  punti  medi  degli  spi- 
goli di  un  tetraedro,  e  sono  perpendicolari  agli  spigoli  opposti,  concorrono 
in  uno  stesso  punto. 

17)  Scrivere  le  equazioni  dei  piani  bisettori  del  diedro  formato  da  due 
piani  dati. 

18)  Scrivere  le  equazioni  delle  bisettrici  dell'angolo  delle  due  rette 

x~x^  ^  y__z:JL  =  Un^^       x_--  ^  _  y_-j^  _  z  -  z' 

'  >«  n       '  r  m'       ~       ^i^"" 

19)  I  piani,  che  congiungono  gli  spigoli  di  un  triedro  colle  bisettrici 
delle  facce  opposte,  passano  per  una  stessa  retta;  cosi  pure  i  piani  con- 
giungenti due  spigoli  colle  bisettrici  esterne  delle  facce  opposte,  ed  il  piano 
congiungente  il  terzo  spigolo  colla  bisettrice  interna  della  terza  faccia  Le 
bisettrici  esterne  delle  tre  facce  stanno  in  un  piano;  cosi  pure  due  biset- 
trici interne  e  la  terza  bisettrice  esterna.  (Come  triedro  si  può  assumere 
quello,  supposto  obliquo,  degli  assi  coordinati). 

20)  I  tre  piani  bisettori  interni  dei  diedri  di  un  triedro  passano  per 
una  stessa  retta;  e  passano  pure  per  una  retta  due  piani  bisettori  esterni 
e  il  piano  bisettore  interno  relativo  al  terzo  spigolo.  I  tre  piani  bisettori 
esterni  segano  le  facce  opposte  in  tre  rette  di  uno  stesso  piano;  e  cosi 
pure  due  piani  bisettori  interni,  e  il  piano  bisettore  esterno  relativo  al  terzo 
spigolo  Q-). 

21)  I  sei  piani  bisettori  interni  dei  diedri  di  un  tetraedro  passano  per 
uno  stesso  punto  ;  cosi  pure  passano  per  uno  stesso  punto  i  tre  piani  biset- 
tori  esterni  relativi  ai  tre  spigoli  di  una  faccia,  e  i  tre  piani  bisettori  in- 

un  .J2^7r''^X'  °  '^"^^«S"^^*'^  ««-  P*^^  caratterizzare  i  diedri  interni,  s'immagini 
un  punto  (ad  es.  l'origxne),  che  cada  in  una  dello  regioni,  in  cui  lo  spazio  ò  diviso  da 
triedro  o  tetraedro;  si  chiamerà  interno  ogni  diedro  contenente  quel  punto 
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terni  relativi  ai  rimaaeati  spigoli  ;  finalmente  passano  per  uno  stesso 
punto  i  due  piani  bisettori  interni  relativi  a  due  spigoli  opposti,  e  i  quattro 
piani  bisettori  esterni  relativi  ai  rimanenti  spigoli.  Si  hanno  così  comples- 
sivamente 8  punti,  clie  sono  centri  di  sfere  tangenti  alle  facce  del  tetraedro. 

22)  Se  in  un  tetraedro  due  coppie  di  spigoli  opposti  si  compongono 
di  rette  ortogonali,  la  stessa  proprietà  spetta  alla  terza  coppia. 

23)  Le  quattro  altezze  di  un  tetraedro  sono,  in  generale,  sghembe  a 
due  a  due;  però,  se  due  altezze  si  segano,  allora  si  segano  anche  le  altre 
due,  e  due  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali  ;  se,  di  più,  altri  due 
spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali,  le  quattro  altezze  passano  per 
uno  stesso  punto. 

24)  Insieme  al  triedro  formato  dai  piani  atx  -f"  biy  -\-  az  ^=-  0 
(i  =  1,  2,  3)  si  consideri  il  triedro  supplementare  (che  ha  come  spigoli  le 
rette  normali  a  quei  piani  condotte  per  l'origine).  Si  dimostri  che  i  due 
triedri  sono  omologici,  e  che  la  retta,  per  cui  passano  i  piani  congiungenti 
gli  spigoli  omologhi,  è  normale  al  piano,  ove  giacciono  le  intersezioni  di 
facce  omologhe. 

25)  Se  in  un  angoloide  quadrispigolo  completo  (n."  8)  due  coppie  di 
facce  opposte  si  compongono  di  piani  perpendicolari,  lo  stesso  fatto  si  ve- 
rifica per  la  terza  coppia  ;  (come  spigoli  si  assumano  le  rette  -  -  =  -—  =  — ). 
Come  si  trasforma  il  teorema  mediante  la  polarità  ortogonale  nella  stella 
(n."  190)  ? 

III.  —  26)  Siano  r,  s  due  rette  orientate,  non  parallele,  e  t  sia  la  retta 
perpendicolare  ad  entrambe,  orientata  in  guisa,  che  un  osservatore  situato 
lungo  t  nel  solito  modo  (n."  279,  nota),  il  quale  guardi  la  semiretta  posi- 
tiva r,  abbia  alla  sua  destra  la  semiretta  positiva  s.  Si  dimostri  che  i  coseni 
di  direzione  della  retta  t  sono  espressi,  in  valore  e  segno,  dalle  formule 

coswr    co%  zr    1 

,  ecc.  , 

COS«/S      C0&Z8 


cosxt  = 


senrs 
dove  senrs  va  preso  in  valore  assoluto. 

27)  La  convenzione  stabilita  nell'esercizio  precedente  attribuisce  un 
segno  alla  minima  distanza  6  fra  due  rette  r,  s.  Si  dimostri  che  questo 
segno  è  opposto  a  quello,  che  ha  nella  formula  (2")  (n.°  307),  è  pure  opposto 
a  quello,  che  ò  assume  in  conseguenza  della  formula  (3)  (n.°  307).  Il  segno 
della  minima  distanza  risulta  positivo  o  negativo,  secondo  che,  rispetto  ad 
un  osservatore  disteso  nel  verso  positivo  di  r  (od  s),  il  verso  positivo  lungo 
8  (od  r)  procede  da  destra  verso  sinistra,  o  viceversa. 

28)  Date  le  equazioni  di  due  rette  sotto  forma  parametrica 

X  =z  X Q  -\-  t  COS. a,     y  z=  y^  -[-  t  cosjS,    z  =  Zq  -}-  t  cosy, 
X  =1  x'   ~\-  t'  cosa',    y  =z  y'  -\-  t'  cos/3',  z  =   z'  -{-  t'  cosy', 
si  determinino  le  coordinate  degli   estremi  del  segmento  minima  distanza 
tra  le  due  rette,  la  lunghezza  del  segmento  stesso,  e  la  equazione  della  retta 
cui  esso  appartiene. 

29)  Sopra  tre  rette  orientate  r,  s,  t,  uscenti  da  un  punto  0,  si  pren- 
dano tre  segmenti  OB  =:  OS  =  OT  =  1.  Calcolando,  secondo  la  formola 
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di  geometria  elementare,  il  volume  del  tetraedro  OBST,  nel  quale  si  ri- 
guardino successivamente  come  basi  le  facce  OST,  0  TB,  OBS,  si  trovano 
le  uguaglianze 

senrr'  sens^  =  senss'  sen^r  =  senti'  senrs, 
dove  r',  s',  t'  indicano  le  proiezioni  ortogonali  degli  spigoli  r,  s,  t  su 
quelle  facce.  Il  comune  valore  dei  tre  prodotti,  preso  col  segno  che  spetta 
al  volume  del  tetraedro  nominato  (n.°  306),  si  chiama  (Staudt)  seno  del 
triedro  rst,  e  si  indica  con  sen  rs^;  esso  è  compreso  fra  —  1  e  -f"  1>  e 
raggiunge  uno  di  questi  estremi,  se  il  triedro  è  trirettangolo  ;  vale  0,  se  le 
tre  rette  stanno  in  un  piano. 


Si  dimostri  che  si  ha 


Benrst  =: 


cosajr 
cos  yr 
cos  zr 


cosxs 
cos,  ys 
cos  zs 


cosxt 
cos  yt 
cos  zt 


e  m  co*iseguenza 


1  cosrs      cosrt 

sen'-^rst  =        cossr  1  cossi 

cos ir        cos is         1 
30)  Il  volume  di  un  tetraedro  è  uguale  ad  un  sesto  del  prodotto  di  tre 
spigoli  uscenti  da  un  vertice  per  il  seno  del  relativo  triedro. 

IV.  —  31)  Si  estendano  ad  un  sistema  di  n  punti  dello  spazio,  presi  con 
determinati  pesi,  le  relazioni  enunciate  in  geometria  piana  al  n.°  121, 
es.  16),  17),  18). 

32)  Se  si  considerano  n  punti  Pì(xì,  yi,  zi),  di  pesi  pi  dati,  e  una 
retta  r,  dicesi  momento  d' inerzia  del  sistema  dei  punti  rispetto  ad  r  la  somma 
dei  prodotti  dei  pesi  dei  singoli  punti  per  i  quadrati  delle  rispettive  di- 
stanze da  r.  Quali  sono  i  momenti  d"  inerzia  rispetto  agli  assi  coordinati  ? 

33)  Dimostrare  che  il  momento  d'inerzia  di  un  sistema  di  punti,  ri- 
spetto ad  una  retta,  è  uguale  al  momento  d' inerzia,  rispetto  alla  parallela 
condotta  pel  centro  di  gravità,  aumentato  del  prodotto  del  quadrato  della 
distanza  di  queste  due  rette  per  la  somma  dei  pesi.  (Per  semplicità  si  as- 
suma come  asse  z  la  retta  passante  pel  centro  di  gravità,  della  quale  è 
parola  nel  teorema). 

34)  Il  momento  d' inerzia  di  un  sistema  di  punti,  rispetto  ad  una  retta 
passante  per  l' origine  delle  coordinate,  è 

Oli  cos-rx  +  «22  cos^ry  +  «33  cos^rz  +  2023  cosry  cosrz 

-\-  2a3i  cosrz  cosric  -p  2ai^  cosrx  cosry, 

dove  Oli,  a.22,  033  sono  i  momenti  d'inerzia  rispetto  agli  assi  coordinati,  e 

n  n  n 

«23    =    —    ^i  Ptyi^i,       «31    =    —    ^i   Pi^iV',        «10    =    2i  piXiyi. 

1  1  1 

In  base  a  questo  teorema  e  a  quello  dell'  es.  precedente,  è  dunque  possibile 
determinare  il  momento  d' inerzia  di  un  sistema,  rispetto  a  una  retta  qua- 
lunque, quando  si  conoscano  il  momento  d'inerzia,  rispetto  ad  un'altra 
retta,  e  la  posizione  del  centro  di  gravità. 

35)  Estesi  ai  vettori  nello  spazio  le  detìnizioni  enunciate  nell"  Oss. 
al  n.°  111,  si  stabiliscano  le  formule,  che  esprimono  i  coseni  di  direzione  di 
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un  vettore  (R)  =  AB  (avente  l'origine  in  A  e  il  termine  in  B)  in  fun- 
zione delle  componenti  X,  Y,  Z  del  vettore. 

36)  Date  le  componenti  di  due  vettori,  trovare  il  coseno  dell'  angolo 
che  essi  formano,  e  la  condizione  aflfinchè  sieno  ortogonali. 

37)  La  somma  geometrica,  o  risultante,  di  un  sistema  di  vettori  si  defi- 
nisce come  nel  piano  ;  essa  è  un  nuovo  vettore,  che  ha  per  componenti  la 
somma  delle  componenti  omonime  dei  vettori  dati. 

38)  Dicesi  prodotto  interno  di  due  vettori  un  numero,  che  è  il  prodotto 
delle  loro  lunghezze  per  il  coseno  dell'angolo  che  essi  formano.  Tanto  dalla 
sua  definizione,  quanto  dalla  sua  espressione  XX'  +  YY'  -j-  ZZ'  in  fun- 
zione delle  componenti  (X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z')  dei  due  vettori,  si  rileva  che 
il  prodotto  interno  gode  la  proprietà  commutativa. 

39)  Dicesi  prodotto  esterno  di  due  vettori  (E),  (Sf),  aventi  la  stessa  ori- 
gine, un  nuovo  vettore  (P),  colla  stessa  origine,  normale  al  piano  dei  due  dati, 
avente  per  lunghezza  il  prodotto  delle  lunghezze  di  questi  per  il  seno  del- 
l'angolo compreso,  e  diretto  in  modo,  che  la  rotazione  di  un  angolo  infe- 
riore a  7F,  mediante  cui  (R)  si  sovrappone  ad  {S),  avvenga,  rispetto  a  (P),  in 
verso  positivo.  La  lunghezza  di  (P)  è  uguale  al  valore  dell'  area  del  paral- 
lelogrammo di  cui  (E),  {8)  sono  due  lati.  Le  componenti  L,  M,  N  di  quel 
vettore  sono  le  componenti  (o  proiezioni  ortogonali  sui  piani  y z,  zx,  zy) 
della  detta  area;  precisamente 

y      z      1 
L  =       yi    Zi    1 

2/2     ^2      1 

dove  {x,  y,  z)  sono  le  coordinate  dell'origine  comune,  e  {x^,  y^,  z^),  {x^,  y^,  z^ 
quelle  degli  estremi  liberi  dei  due  vettori.  Dalla  definizione  geometri"ca  e 
dall'espressione  delle  componenti  si  rileva  che  il  prodotto  esterno  di  due 
vettori  muta  segno,  quando  si  scambi  l'ordine  di  questi. 

40)  Per  momento  di  un  vettore  {B)  =  AB  rispetto  a  un  punto  M in- 
tendesi  il  prodotto  esterno  dei  due  vettori  MA,  MB,  vale  a  dire  un  vet- 
tore uscente  da  ili,  normale  al  piano  MAB,  uguale  al  doppio  dell'area  del 
triangolo  MAB,  e  diretto  nel  verso  convenuto.  Se  le  componenti  di  (B) 
sono  X,  Y,  Z,  le  coordinate  di  A  sono  x^,  y^,  Zi,  e  quelle  di  M  sono  x,  y,  z, 
si  trova  che  le  componenti  L,  M,  N  di  (P)  sono 

L  =  iy  ~  yi)Z  —  {z  —  Zi)  Y,  ecc.; 
ovvero,  introducendo  le  componenti  Lq,  Mq,  Nq  del  momento  dello  stesso 
vettore  rispetto  all'origine  delle  coordinate: 
L=Lo  —  yiZ-i-ziY,  M=:Mo-ZiX-\-XiZ,  N  =  Nq-x^  Y-^-y^X. 

41)  La  componente,  secondo  una  retta  r,  del  momento  di  un  vettore  (E), 
rispetto  a  un  punto  qualunque  M  di  r,  non  dipende  dalla  posizione  di  M. 
(Per  vederlo  nel  modo  più  semplice  si  assuma  la  retta  come  asse  coordinato). 
La  lunghezza  di  questo  nuovo  vettore,  il  quale  dicesi  momento  di  (R)  ri- 
spetto a  r,  è  data  dal  valore  assoluto  del  prodotto  RS  seni>,  ove  con  d  si 
indichi  la  minima  distanza  fra  r  ed  (E)  e  con  '&  l'angolo  delle  due  rette. 

42)  Dato  un  sistema  di  vettori  (E,)  {i  =  1,  2,...,  n),  dicesi  momento 
risultante  del  sistema,  rispetto  ad  un  punto,  il  vettore  (P)  somma  dei  mo- 


—  537  — 

menti  dei  vettori  dati,  rispetto  a  quel  punto  (che  si  dice  centro  di  ridu- 
zione del  sistema).  Posto  che  il  centro  di  riduzione  abbia  le  coordinate  re', 
//',  z',  e  i  vettori  (E,)  abbiano  le  componenti  Z„  F,-,  Zi,  e  sieno  applicati 
ai  punti  (xi,  iji,  Zi),  le  componenti  di  (P)  risultano 


L  =  h    (  (yi  -  y')Zi  -  {Zi  -  z')  Yi  )  , 


ecc. 


Indicando  con  Lq,  Mq,  Nq,  le  componenti  del  momento  risultante,  rispetto 
all'origine,  e  con  X,  Y,  Z  le  componenti  della  risultante,  (E),  del  sistema 
di  vettori,  si  ha 

L  ^=^  Lq  —  y' Z  -\-  z'  Y,  ecc. 
Com'è  il  momento  risultante  di  un  sistema,  se  la  risultante  è  nulla? 

43)  Il  momento  risultante  di  un  sistema  di  vettori  ha  sempre  la  stessa 
proiezione  sulla  risultante  del  sistema,  comunque  vari  il  centro  di  riduzione. 
Se  poi  il  centro  di  riduzione  varia  sopra  una  retta  parallela  alla  risultante, 
i  momenti  corrispondenti  sono  vettori  equipollenti;  variano  cioè  solo  da 
retta  a  retta.  (Per  dimostrare  queste  due  proprietà  si  assuma  la  retta,  di 
cui  si  tratta,  come  asse  z). 


Capitolo  III. 

Trasformazione  delle  coordinate. 
Coordinate  omogenee  di  punti  e  piani.  -  Coordinate  proiettive. 

308.  Trasformazione  delle  coordinate  cartesiane.  —  Pro- 
poniamoci il  problema  (cfr.  n."  122)  : 

Fissati  due  sistemi  di  assi  cartesiani  nello  spazio,  staUlire 
tra  le  coordinate  (x,  y,  z),  (X, 
Y,  Z)  di  uno  stesso  punto  P  nei 
due  sistemi,  tali  relazioni,  che 
permettano  di  esprimere  le  x, 
y,  z  in  funzione  delle  X,  Y,  Z, 
e  viceversa. 

Distingueremo  tre  casi  : 

/."  Caso.  —  I  nuovi  assi 
(ortogonali  o  no)  X,  Y,  Z  siano 
paralleli  agli  antichi  x,y,  z]  ma 
la  nuova  origine  0'  sia  distinta 
dall'antica,  e  abbia,  nell'antico 
sistema,  le  coordinate  («,  6,  e). 

Per  un  punto  P  qualunque  conduciamo  il  piano  parallelo 
ad  yz  e    YZ,  e  siano  Q,   Q'  i  punti,  in  cui  esso   sega   gli   assi 
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X,  X;  sia  poi  A  il  punto    di    incontro    di    x    col    piano   YZ\ 
si  ha 

Oq  =  X,     O'Q'  =z  AQ  =  X,     OA  =  a, 
ed  inoltre 

OQ  =z  OA  -^  AQ; 
da  questa,  e  dalle  analoghe  relazioni  relative  agli  altri  due  assi, 
si  deducono  le  formole  richieste 

(1)  X  =:  a  -}-  X,     y  =  b  -\-   Y,     z  —  e  ^  Z. 

Le  formole  per  il  passaggio  inverso  sono 

X  r=^  X  —  a,     Y  :=.  y  —  6,     Z  ^=.  z  —  e. 
//."  Caso.  —  L' origine  sia  comune  ;   ma    siano   diverse  le 
direzioni  degli  assi   nei  due  sistemi,  che,  per  semplicità,  sup- 
porremo entrambi  ortogonali. 

Di  uno  stesso  punto  P  si  costruiscano  le  antiche  coordinate 
oq  =  X,     qR  =  y,     BP  =  z, 
e  le  nuove 


OQ'  =  X,     q'R' 


=  Y,     R'F  =  Z. 

Proiettando  ortogonal- 
mente le  due  spezzate  OqRP, 
Oq'R'P  (i  cui  lati  sono 
paralleli  rispettivamente  agli 
antichi  e  ai  nuovi  assi  coor- 
dinati) sopra  una  stessa  ret- 
ta, si  ottengono  proiezioni 
uguali.  Facendo  coincidere 
questa  retta  ordinatamente 
cogli  assi  X.,  y^  z^  e  ricor- 
dando che 


X?/    =    37  0   =    2/0   = 

si  trovano  le  formole 

X  =  X  cos  Xx  ~\r   Y  Q,Q^Yx  Ar  Z  cos  Zx., 
(2)  <^     y  —  XcosXy  +   FcosT^  -f  ZcosZy, 

'     z   =  X  cosXz  -{-   Y  cos  Yz  -[-  Z  cos  Zzj 

esprimenti  le  antiche  coordinate  mediante  le  nuove. 

Le  formole  inverse  si  ricavano  col  semplice  scambio  delle 
lettere  maiuscole  e  minuscole. 
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Si  osserverà  che  i  nove  coefficienti,  che  entrano  nelle  for- 
inole (2)  (coseni  di  direzione  dei  nuovi  assi  rispetto  agli  antichi), 
non  sono  tutti  indipendenti  fra  loro  ;  ma  precisamente  sei  di 
quei  coefficienti  possono  esprimersi  in  funzione  degli  altri  tre. 
Infatti,  per  fissare  la  posizione  del  triedro  XYZ  rispetto  al 
triedro  xi/z,  basterebbe  conoscere  gli  angoli  xX,  yX,  che  per- 
mettono di  costruire  l'asse  X,  e  V  angolo  x  T,  che  determina  Y 
sul  piano  normale  in  0  ad  Z  ;  1'  asse  Z  sarà  poi  la  normale 
comune  ad  X  e  Y.  Segue  di  qua  che  fra  quei  nove  coefficienti 
devono  passare  varie  relazioni,  di  cui  sei  indipendenti.  Fra 
queste  relazioni  le  più  importanti  si  ricordano  nel  modo  se- 
guente. 

Si  formi  il  determinante  della  sostituzione  (2)  : 

cos  Xx     cos  Yx     cos  Zx 

^   =       cos  Xg     cos  Yy     cos  Zg 

cosX^;     cos  Yz     cosZz 

a)  La  somma  dei  quadrati  degli  elementi  di  una  stessa 
orizzontale,  o  verticale,  del  determinante  A  è  uguale  ad  1  ;  infatti, 
ad  es.,  gli  elementi  della  prima  orizzontale  sono  i  coseni  di  di- 
rezione della  retta  x  rispetto  ai  tre  assi  ortogonali  X,  Y,  Z 
(n.°298,  (5)). 

ò)  La  somma  dei  prodotti   degli  elementi   di   una  stessa 
linea  (orizzontale  o  verticale)  per  gli  elementi  di  una  linea  paral- 
lela è  zero,  giacche  si  ha,  ad  es.  (n.°  298,  (6)  ), 
cos  Xx  cos  Xy  -f  cos  Yx  cos  Yy  -f  cos  Zx  cos  Zy  =  cos  xyr=0. 

e)  B  determinante  A  vale  ±  1  ;  infatti,  eseguendo  il  qua- 
drato di  A,  secondo  la  nota  regola,  si  ottiene  un  determinante, 
nel  quale,  in  virtù  delle  relazioni  a)  e  6),  gli  elementi  princi- 
pali valgono  1,  e  gli  altri  0;  dunque  A^  =z  1,  A  ^=  d-  1. 
L'ambiguità  nel  segno  si  spiega  nel  seguente  modo.  Si  sup- 
ponga che  il  triedro  trirettangolo  XYZ  vada  ruotando  con 
moto  continuo  intorno  ad  0,  mentre  il  triedro  xyz  resta  fisso; 
il  valore  di  A,  ove  mutasse,  dovrebbe  variare  con  continuità; 
ma  poiché  A  non  può  assumere  che  i  valori  +  1  o  —  1,  esso 
dovrà,  durante  il  movimento,  conservare  sempre  il  valore  -\-  1, 
o  il  valore  —  1.  Ora,  con  un  movimento  continuo,  si  può  otte- 
nere che  le  semirette  positive  X,  Y  vengano  a  sovrapporsi  alle 


—  540  — 

semirette  positive  x,  y  ;  allora  la  semiretta  positiva  Z  verrà  a 
coincidere,  o  colla  semiretta  positiva  z^  o  colla  semiretta  nega- 
tiva 0.  Nel  primo  caso  si  ha 
cosXa:  =:  1,  cos  Yy  =  1,  cos^0  i=  1,  cosXy  =  .  .  .  =  0, 

i  =  +  1; 
nel  secondo 

cosXa?  =  1,  cos  Yy  =  1,  cosZz  =  —  1,  cosXy  =  ...==  0, 

A  —  —  1. 

Dunque  il  determinante  A  vale  -\-  1,  o  —  1,  secondo  che  è  pos- 
sibile, o  no,  sovrapporre  il  triedro  XYZ  ai  triedro  xyz^  in  guisa 
che  le  semirette  positive  X,  Y,  Z  coincidano  colle  semirette 
positive  X,  y,  z.  Nel  primo  caso  i  due  triedri  diconsi  congruenti. 

111°  Caso.  —  I  due  sistemi  ortogonali^  differiscano  per 
r  origine  e  per  la  direzione  degli  assi. 

Ragionando  come  in  geometria  piana  (n.°  122),  si  perviene 
alle  formole 

i     X  ■=  X  cos  Xx  -f-  Y  cos  Yx  -\-  Z  cos  Zx  -{-  a, 

(3)  ì    y  =  XcosXy  +  Y  cos  Yy  -j-  Z  cos  Zy  -j-  ^ 
'     z  =  X  cos  Xz  -j-  Y  cos  Yz  -\-  Z  cos  Zz  -j-  e, 

dove  a,  h,  e  sono  le  coordinate  della  nuova  origine  rispetto 
air  antico  sistema. 

Osservazione.  —  Varie  volte  basta  ricordare  che  le  formole 
per  il  passaggio  da  un  sistema  cartesiano  ad  un  altro,  sono 
del  tipo 

{     X  =  a  -^  a'X  -i-  a"Y  +  a"'Z, 

(4)  )     y   =z-b  -{-  h'X  +   Ò'T  +   h"'Z, 
[     ^  r=  e  +  c'X  +  c"Y  -f  c"'Z, 

dove  le  quantità  a,  . .  . ,  e'"  sono  costanti,  indipendenti  dalla 
posizione  del  punto,  che  si  considera. 

In  questo  tipo  rientrano  anche  le  formole  per  il  passaggio 
da  un  sistema  non  ortogonale  ad  un  altro  sistema  non  ortogo- 
nale; esse  infatti  si  otterrebbero  proiettando  ortogonalmente  le 
spezzate  formate  dalle  antiche  e  nuove  coordinate  (cfr.  Caso  li) 
sopra  una  retta  normale  ad  uno  dei  piani  yz^  zx.,  xy,  il  che 
porterebbe,  è  vero,  modificazioni  nei  coefficienti  di  X,  Y,  Z 
nelle  formole  (2)  o  (3)  ;  ma  le  formole  stesse  rimarrebbero 
lineari.  In  ogni  caso  :  nel  passaggio  da  uno  ad  un  altro  sistema 


—  541  — 

cartesiano^  le  coordinate  antiche  si  esprimono  mediante  funzioni 
lineari  delle  nuove,  e  viceversa. 

309.  Coordinate  polari  nello  spazio.  —  In  alcune  questioni 
metriche,  ed  in  varie  applicazioni  della  matematica,  giova  far 
uso  di  un  sistema  di  coordinate,  che  è  analogo  al  sistema  delle 
coordinate  polari  nel  piano  (n."  123). 

Fissato  un  punto  0  (polo),  una  retta  orientata  z  per  esso 
(asse  polare),  ed  un  semipiano  « 
per  z  (piano  polare),  ad  ogni 
punto  P  dello  spazio  corrispon- 
dono la  distanza  OP=:q  (raggio 
vettore),  il  diedro  90  del  semipiano 
(o  col  semipiano  zP  (azimuth, 
longitudine),  e  1'  angolo  d-  della 
semiretta  positiva  z  colla  semi- 
retta OP  (distanza  zenitale,  co- 
latitudine). Yiceveisa,,  dati  Q,  <p,  &, 
resta  pienamente  determinato  il 
punto  P.  Possiamo  assumere 
perciò  i  valori  q,  q,,  d-  come  coordinate  polari  del  punto  P. 

Per  avere  tutti  i  punti  dello  spazio,  basta  far  variare  q 
fra^O  e  +  Go,  9,  fra  0  e  2u,  ^  fra  0  e  or.  I  punti,  per  cui 
Q  _  cost.,  si  trovano  sopra  una  sfera  di  centro  0  ;  quelli,  per 
CUI  95  =  cost.,  appartengono  ad  un  semipiano  (0  piano)  per 
Tasse  polare;  quelli,  per  cui  &  è  costante,  stanno  in  un  cono 
rotondo  di  vertice  0  ed  asse  z.  Ed  ogni  punto  dello  spazio 
vien  riguardato  come  intersezione  di  una  di  quelle  sfere,  di 
uno  di  quei  piani  e  di  uno  di  quei  coni. 

È  facile  stabilire  le  formole  per  il  passaggio  dal  sistema 
delle  coordinate  polari  ^,  g,,  ^  al  sistema  cartesiano  ortogonale 
X,  y,  z,  che  ha  l'origine  in  0,  l'asse  z  coincidente  coli' asse 
polare  ed  il  piano  xz  coincidente  con  w.  Se  infatti  si  costrui- 
scono le  coordinate  cartesiane  OQ,  QR,  RP  di  P,  dall'esame 
dei  triangoli  ORP,  OQR,  rettangoli  rispettivamente  in  ReQ 
seguono  le  formole  ' 

X  =    OQ  =  OR  COS9P  =  Q  seni^  cos^), 
(1)  {     y  =z   QR  =  OR  senq)  =  q  seni?'  seng), 

^    ^^    -^-P  =    q  COS^. 
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Q  =  V^M^'T^',  cosi^  =  -  \        ^    tgg>  =   y-- 

Esercizi.  I  —  1)  Le  formole  per  il  passaggio  da  un  sistema  ortogonale 
ad  un  nuovo  sistema  ortogonale  divengono 

a)  X  =  X,       y  =   Y,      z  =  Z  -^  e, 

se  l'antico  triedro  xyz  ha   subito  una  traslazione  del   segmento  e  lungo 
l'asse  z; 

b)  X  =   X  cos  q>  —   Y  sen  (p,     y  =z  X  sen  (p  -}-  Y  cos  (p,    z  =  Z, 

se  l'antico  triedro  ha  subito  una  rotazione  del  diedro  gp  intorno  all'asse  z; 
e)    X  =:z  X  COS  cp  —  Y  sen  gp,     y  =  X  sen  (p  -\-  Y  cos  gp,     z  :=  Z  -{-  e, 
se  lo  spostamento  del  triedro  risulta  da  una  rotazione  intomo  a  z,  seguita 
da  una  traslazione  lungo  z  {movimento  elicoidale  intorno  a  z). 

2)  Si  dimostri  che  le  formole 

X  =    a^X  +  «2^^  +  «3-^» 

z  =   Y,X  i-  y^Y-i-  y^Z 

definiscono  una  trasformazione   ortogonale  di  coordinate  coll'origine  fìssa, 
ogniqualvolta  i  coefficienti  verifichino  le  sei  relazioni 

^a.-2    =    1,        ^^,2     =    1^        2y.2      —    1^ 

2  ^iyi  —  0,  2  y itti  =  0,  2'a,/Ji  =  0. 
Esistono  infatti  allora  tre  rette  X,  Y,  Z  mutuamente  ortogonali,  tali  che 
cosa;X  =  aj,  ecc.  Da  quelle  sei  relazioni  seguono  le  altre  indicate  al 
n.°  308  (II  Caso),  e  segue  pure  che,  nel  determinate  A  della  sostituzione,  il 
complemento  algebrico  di  ciascun  elemento  uguaglia  1'  elemento  stesso  mol- 
tiplicato per  4  =  ih  1. 

3)  In  una   trasformazione   ortogonale  di  coordinate   coll'origine  fissa 
rimangono  invariate  le  espressioni  seguenti,  formate  colle  coordinate  di  uno 

ed  il 


0  più  punti:  a;2  -[-  2/^  ~f"  ^^ì    ^^i  4~  i/l/i  ~{~  ^■s'ii 


xyz 
xi     yi    Zi 

determinante  formato  colle  coordinate  di  tre  punti.  (La  dimostrazione  può 
darsi,  sia  eseguendo  la  verificazione  diretta,  sia  badando  al  significato  geo- 
metrico di  quelle  espressioni). 

4)  In  una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate,  ove  cambi  l'ori- 
gine, restano  invariate  le  espressioni,  che  si  deducono  da  quelle  dell'  es.  pre- 
cedente, sostituendo  alle  coordinate  di  uno  o  più  punti  le  componenti  di 
uno  o  più  segmenti. 

5)  Siano  xyz,  XYZ  due  terne  congruenti  di  assi  ortogonali  coUa 
stessa  origine  0,  ed.  x^  sia  la  retta  intersezione  dei  piani  xy,  XY,  sulla 
quale  si  fissi  arbitrariamente  il  verso  positivo,  ad  es.  in  guisa  che  sia 
xxi  <  71.  Sì  può  portare  la  prima  terna  a  coincidere  colla  seconda  mediante 
le  tre  rotazioni  seguenti,  da  eseguirsi  in  verso  positivo  (n."  279,  nota): 
una  rotazione  intorno  a  z  dell'angolo  q>  =  xxi,  mediante  la  quale  il  trie- 
dro xyz  assume  la  posizione  x^yiz;  ima  rotazione  intorno  a  Xi  dell'  angolo 
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d'  =  zZ,  mediante  la  quale  il  triedro  x^y^z  assume  la  posizione  Xip^Z 
(ciò  è  possibile  perchè  z  e  Z  sono  ambedue  perpendicolari  ad  a;,);  final- 
mente una  rotazione  intorno  a  Z  dell'angolo  tp  =  x^X,  mediante  la  quale 
l'ultimo  triedro  viene  a  coincidere  con  XYZ  (ciò  è  possibile  perchè  x^ 
ed  X  sono  perpendicolari  a  Z).  Indicando  con  ix,y,z)  (ccj,  t/,,  z),  (x^,  j/g,  Z), 
{X,  Y,  Z)  le  coordinate  di  uno  stesso  punto  riferito  successivamente  alle 
teme  di  assi  nominati,  valgono  le  formole  (es.  1)) 

X    =  xi  cos(p   -   tji  sencp,  y    =  x^  senqo  +  y^  cosrp, 

Vi  —  2/2  cosi*  —  Z  seni*,  z    =  y^  seni*  +  Z  cos-tì-, 

xi  =  X  cosV  —   Y  sernp,  y2  =  X   semp  -f  Y  cos^.' 

Eliminando  a^j,  y^,  y^  tra  queste,  si  ottengono  infine  le  formole  seguenti, 

dovute  ad  Eulero  : 

x  =  X  (cos  cpcosrp  —  sen (p  sen ^U  cos d)  —  Y (cos  y  sen  V  +  sen cp  cos ^p  sen i*) 

-(-  Z  sen  qp  sen  i* 
y  —  X  (sen  (jp  cos  ^  +  cos  cp  sen  ^  cos  d)  —  Y  (sen  gp  sen  V  —  cos  ?>  cos  V  cosi*) 

—  Z  cos  qo  sen  ^ 
2  =  X  sen  V  sen  1*  4-  Y  cos  t/<  sen-^  -f-  Z  cos  i*. 
Queste  formole  hanno  il  vantaggio  di  contenere  esattamente  il  numero  dei 
parametri  indipendenti  {tre:  gp,  i*  e  V,  detti  angoli  di  Eulero),  da  cui  dipende 
la  posizione  del  nuovo  triedro  rispetto  all'antico. 

6)  Siano  xyz,  XYZ  due  terne  congruenti  di  assi  ortogonali,  e  sia  P 
un  punto  qualsiasi  avente  nei  due  sistemi  le  coordinate  ix,y,z),  (X  Y  Z)- 
un  movimento,  che  porti  il  primo  triedro  a  coincidere  col  secondo,  porta  il 
punto  P  in  un  nuovo  punto  P'  avente,  rispetto  ai  nuovi  assi,  le  coordi- 
dinate  {x,  y,  z).  Segue  che  le  formole  per  la  trasformazione  delle  coordi- 
nate ortogonali, 

x  =  «1  X  +  ag  Y  +  ag  Z  +  a,  ecc., 
quando  il  determinante  A  =  [«i/^o/gT  vale  +  1,  possono  intei-pretarsi  come 
relazioni  fra  la  posizione  iniziale  P(X,  Y,  Z)  e  la  posizione  finale  P'(x,  t/,  z) 
di  uno  stesso  punto,  riferito  ad  un  unico  sistema  di  assi  X  YZ.  Le  formole 
stesse  definiscono  dunque  un  movimento  nello  spazio,  in  quanto  si  tien 
conto  solo  della  posizione  iniziale  e  finale,  facendo  astrazione  dalle  posi- 
zioni intermedie.  In  pari:icolare,  le  formole  a),  6),  e)  dell' es.  1)  definiscono 
ordinatamente  una  traslazione  parallela  all'asse  Z,  una  rotazione,  o  un  mo- 
vimento elicoidale  intorno  a  questo  asse;  le  formole  (1)  del  n."  308  defini- 
scono una  traslazione  rappresentata  dal  vettore,  che  ha  le  componenti 
(a,  ò,  e);  le  formole  (2)  del  n.°  308  definiscono  una  rotazione  intorno  al 
punto  fisso  0,  ecc. 

7)  Se  a;  2/^,  X  YZ  sono  due  triedri  trirettangoli  congruenti  colla  stessa 
origine  0,  i  piani  condotti  per  le  bisettrici  interne  degli  angoli  ocX,  y'Y,  zZ, 
perpendicolarmente  ai  piani  dei  rispettivi  angoli,  passano  per  una  stessa 
retta  r,  tale  che  rx  =  rX,  ry  =  rY,  'rz  =  rZ.  Facendo  ruotare  intorno 
ad  r,  di  un  angolo  conveniente,  il  primo  triedro,  esso  viene  a  sovrapporsi 
al  secondo.  Di  qua,  tenuto  conto  dell'  es.  precedente,  si  conclude  che  «  la 
rotazione  di  un   corpo  intorno  ad   un  punto  può  sempre  esser  sostituita 
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dalla  rotazione  intorno  ad  una  retta  uscente  dal  punto  »  (Eulero  ;  cfr. 
n."  185,  es.  28)). 

II  —  8)  Le  formole  (2)  o  (3)  del  n."  308,  quando  si  faccia  astrazione  da 
una  parte  dei  legami  tra  i  coefficienti,  valgono  pure  per  passare  da  un  sistema 
ortogonale  x  2/ 2  ad  un  sistema  non  ortogonale  X  YZ.  In  tal  caso  però  il  determi- 
nante della  sostituzione  vale  A  —  sen  XYZ  (n.°  307,  es.29j).  La  sostituzione 
inversa  (che  si  ottiene  mediante  risoluzione  rispetto  ad  X,  Y,  Z)  ha  il  de- 
terminante A'  rr  ^^^YYz'  ^^  queste  osservazioni  segue  che  il  determi- 
nante della  sostituzione  esprimente  le  coordinate  oblique  X,  Y,  Z  di  un  punto 
mediante  nuove  coordinate  oblique  X^,  Fj,  Zj,  del  punto  stesso  vale 
"senTr^"'  '-^'^  introduca  un  sistema  ortogonale  ausiliare). 

9)  Si  dimostri  che,  in  coordinate  oblique  X  YZ,  il  volume  di  un  te- 
traedro è  espresso  da  un  sesto  del  solito  determinante  (n."  306)  moltiplicato 
per  sen  XYZ;  (si  introduca  un  sistema  ortogonale  ausiliare). 

Ili  —  10)  Nel  sistema  di  coordinate  polari,  ogni  retta  orientata  uscente 
dal  polo  è  determinata  dalla  longitudine  qp  e  dalla  colatitudine  ^  di  un  suo 
punto  qualsiasi.  Si  scrivano  le  equazioni  della  retta  (gp,  ■&)  riferita  al  sistema 
cartesiano  fissato  come  al  n.°  309,  e  si  trovino  i  relativi  coseni  di  direzione. 

11)  Date  due  rette  (cp,  ^),  (gpj,  d-j)  uscenti  dal  polo  di  un  sistema 
polare,  determinare  l'angolo  che  esse  formano.  La  formola,  cui  si  arriva, 
coincide  colla  nota  formola  di  trigonometria  sferica 

coso  =  cosò  cose  -j-  sen 6  sene  cosA, 
dove  a,  b,  e  sono  i  lati  ed  A,  B,  C  gli   angoli  di  un  triangolo  sferico.  Da 
questa  formola,  mediante  permutazioni  di  lettere  e  passaggio   al  triangolo 
polare,  si  ricavano  tutte  le  altre  formole  di  trigonometria  sferica. 

12)  Come  coordinate  {cilindriche)  di  un  punto  P  dello  spazio  si  possono 
adoperare  la  distanza  z  =  QP  di  P  da  un  piano  fìsso  Oxy,  e  le  coordinate 
polari  ((>,  9p)  del  punto  Q  del  detto  piano  rispetto  al  polo  0  e  all'asse  po- 
lare Ox.  Il  punto  P  risulta  allora  come  intersezione  di  un  piano  {z  =■  cost.) 
parallelo  al  piano  fisso,  di  un  cilindro  {q  =  cost.)  rotondo  intorno  all'asse  Oz, 
e  di  un  semipiano  (gp  =  cost.)  passante  per  il  detto  asse.  Si  trovino  le  for- 
mole per  il  passaggio  dalle  coordinate  cilindriche  alle  coordinate  cartesiane 
ortogonali  x,  y,  z.  Si  dimostri  poi  che  l' equazione  di  un  piano  in  coordinate 
cilindriche  può  porsi  sotto  la  forma 

e  cos(9)  —  <po)  -{-  cz  =  p, 
dove  g)o,  e  e  p  sono  costanti;  quale  ne  è  il  significato  geometrico? 

310.  Coordinate  omogenee  di  punti.  —  Riprendiamo  un 
sistema  di  assi  cartesiani  x,  y,  0,  ortogonali  o  no,  rispetto  ai 
quali  ogni  punto  proprio  dello  spazio  ha  certe  coordinate,  che 
indicheremo,  in  questo  e  in  alcuni  dei  paragrafi  seguenti,  colle 
lettere  maiuscole  X,  Y,  Z.  Abbiamo  già  rilevato  che  le  dette 
coordinate  non  si  prestano  a  individuare  i  punti  impropri  dello 
spazio.  Indicheremo  ora   come   questo   inconveniente  si   possa 
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togliere,  introducendo  una  quarta  coordinata;  basterà  imitare 
ciò  che  in  geometria  piana  si  disse  al  n.°  124,  e  seg. 

Dati  quattro  numeri  x,  y,  z,  t,  di  cui  supporremo,  pel 
momento,  che  t  almeno  non  sia  nullo,  restano  individuati  i 
rapporti 

e  quindi  il  punto  proprio  P,  che  ha  le  coordinate  cartesiane 
X,  r,  Z.  Se  t  varia,  ed  x,  y,  z  (supposte  ora  non  tutte  nulle) 
restano  fisse,  il  punto  (1),  le  cui  coordinate  cartesiane  variano 
proporzionalmente,  descrive  una  retta  uscente  dall'origine,  di 
equazioni 

^^^  "^  "=  y  =  T  ^^'  ^^  ^variabili). 

E  se  t  tende  a  zero,  il  punto  (1)  va  allontanandosi  all'infinito 
su  questa  retta.  Converremo  perciò  di  far  corrispondere  alla 
quaterna  di  numeri  {x,  y,  z,  0)  il  punto  all'infinito  della  retta  (2). 

Da  queste  osservazioni  risulta  che  ad  ogni  gruppo  di  quattro 
numeri  {x,  y,  z,  t),  non  tutti  nulli,  corrisponde  un  determinato 
punto  proprio  od  improprio  dello  spazio,  il  quale  non  varia 
però,  se  a  quei  numeri  si  sostituiscono  numeri  proporzionali. 
Viceversa,  ad  ogni  punto  proprio  od  improprio  corrispondono, 
colle  leggi  sopra  indicate,  infinite  quaterne  di  numeri,  tutte 
però  composte  di  numeri  proporzionali,  e  riguardate  come  equi- 
valenti fra  loro.  In  conclusione  : 

Ad  ogni  gruppo  di  quattro  numeri  x,  y,  z,  t,  non  tutti  nulli, 
corrisponde  un  determinato  punto  P  dello  spazio;  set  ^  O^V  è 
proprio,  ed  ha  le  coordinate  cartesiane  (1)  ;  ^e  t  =  0,  P  sta 
air  infinito  sulla  retta  (2).  Viceversa,  ad  ogni  punto  P  corrispon- 
dono infinite  quaterne  di  numeri,  tutte  però  composte  di  numeri 
proporzionali.  Alla  quaterna  (0,  0,  0,  0)  non  corrisponde  alcun 
punto  dello  spazio. 

I  quattro  numeri  x,  y,  z,  t,  dei  quali  interessano  solo  i 
mutui  rapporti,  diconsi  coordinate  {cartesiane)  omogenee  del 
punto  P. 

Se  si  considera  il  tetraedro  fondamentale  costituito  dai  piani 
coordinati  e  dal  piano  all'  infinito,  si  vedrà  subito  che  ciascun 
vertice  di  esso  ha  tre  delle  coordinate  omogenee  nulle,  mentre 
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la  rimanente  può,  ad  es.,  prendersi  uguale  ad  1  ;  così  l'origine 
ha  le  coordinate  (0,  0,  0,  1),  il  punto  all'  infinito  dell'  asse  x 
ha  le  coordinate  (1,  0,  0,  0),  ecc. 

Per  un  punto  situato  sojìra  uno  spigolo  del  tetraedro  due 
coordinate  son  nulle  ;  così,  per  un  punto  dell'asse  x  le  coordi- 
nate sono  {x^  0,  0,  0,  p6r  un  punto  all'  infinito  sul  piano  yz 
si  ha  (0,  ?/,  0,  0),  ecc.  Per  un  punto  di  una  faccia  del  tetraedro 
una  coordinata  è  nulla,  ed  è  precisamente  x  =  0,  se  si  tratta 
del  piano  yz^  oppure  i  ==  0,  se  si  tratta  del  piano  all'infinito, 
ecc.  Vi  è  finalmente  un  punto  unità,  che  ha  le  quattro  coordi- 
nate uguali  tra  loro,  ad  es.  uguali  ad  1  ;  è  il  punto,  le  cui 
coordinate  cartesiane  sono  (1,  1,  1). 

Per  fare  una  applicazione  delle  cose  dette,  si  noti   che    il 
punto  all'  infinito  della  retta 
,^.  X  —  X'  Y  —   Y'  Z  —  Z' 

l  m  n 

(o  della  parallela 

A  —  X  —  ^\ 

l  m  n  j 

ha  le  coordinate  omogenee  (/,  wz,  n,  0).  Ed  il  punto  all'infinito 

della  retta 

X-=IZ  -\-  p,      Y  =  mZ  -\-  q 

ha  le  coordinate  (/,  m,  1,  0).  Donde  1'  osservazione,  spesso  utile, 
che,  in  assi  ortogonali,  le  prime  tre  coordinate  omogenee  di  un 
punto  air  infinito  sono  proporzionali  ai  coseni  della  direzione 
che  quel  punto  definisce  (la  quarta  coordinata  essendo  nulla) 
(n.^299). 

Il  piano,  che  in  coordinate  cartesiane  ha  1'  equazione 
(4)  aX  -^  bY  +  cZ  ^  d  =  0, 

in  coordinate  omogenee  è  rappresentato  da 
(4')  ax  -{-  hy  -{-  cz  -}-  dt  =   0, 

equazione  soddisfatta  dalle  coordinate  dei  punti  propri  ed  im- 
propri del  piano.  L'  ultima  equazione  (ma  non  la  precedente) 
ha  significato,  anche  sea==6  =  c  =  0,  d  ^  0,  e  rappresenta 
allora  il  piano  all'  infinito,  t  =:  0. 

Osservazione.  —  Sebbene  si  preferisca  d' ordinario,  nella 
geometria  analitica,  far  uso  di  coordinate  cartesiane  non  omo- 
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genee,  giova  tuttavia  tener  presenti  le  considerazioni  che  pre- 
cedono,  allo    scopo    di   ritrovare,  nel  modo  più  rapido,   alcune 
formole  di  uso  continuo.  Infatti  le   coordinate   omogenee  per- 
mettono di  ricondurre  alla   nozione   fondamentale    di   apparte- 
nenza, le  relazioni  di  parallelismo  fra  rette  o  piani  dello  spazio. 
Cosi  la  condizione,  già  trovata  (n.''  292,  (!')),  affinchè  la  retta  (3) 
sia  parallela  al  piano  (4),  si  ricostruisce  subito,  esprimendo  che 
le  coordinate  (/,  m,  n,  0)  del  punto  all'infinito  della  retta  sod- 
disfano all'equazione  omogenea  (4')  del  piano;  si  ha  infatti 
al  -f-  bm  -]-  cn  =  0. 
Per  fare  un'  altra  applicazione,  si  voglia  scrivere  1'  equa- 
zione del  piano  passante  per  la  retta  (3)  e  parallelo  alla  retta 
^-  ^0    ^     Y  -   Y,    ^     Z  -  Z, 

Basterà  osservare  che  il  piano  è  determinato  dai  due  punti 
(X',  Y',  Z\  1),  (Z,  m,  w,  0)  della  prima  retta,  e  dal  punto 
(^0?  *^o;  ^0;  0)  della  seconda;  adoperando  l'equazione,  tra- 
dotta in  coordinate  omogenee,  del  piano  determinato  da  tre 
punti  (n.''  283,  (5)  ),  avremo 

X  Y  Z  \ 

X'  Y'  Z'  1 

l  m  n  0 

Io  nio  Hq  0 

relazione,  che  si  riduce  subito  al  tipo  (1)  del  n.°  307. 

311.  Coordinate  di  piani.  —  L'  equazione  omogenea  di  un 
piano 

ax  -\-  hy  -\-  cz  -\-  dt  =  0, 
può  scriversi,  ed  il  piano  è  in  conseguenza  determinato,  quando 
si  conoscano  i  valori  dei  coefficienti  a,  b,  e,  d  ]  ad  ogni  gruppo 
di  valori  di  questi,  escluso  il  grappo  (0,  0,  0,  0),  corrisponde  un 
piano  nello  spazio.  Viceversa,  dato  il  piano,  e  scritta  un'equa- 
zione che  lo  rappresenti,  ad  esempio  la  (1),  ogni  altra  equa- 
zione, atta  a  rappresentare  il  piano  stesso,  si  otterrà  dalla  (1), 
moltiplicandone  i  coefficienti  per  uno  stesso  fattore  ;  sicché 
avremo  infiniti  gruppi  di  valori  {a,  è,  e,  d)  in  corrispondenza 
al  piano  ;  ma  da  uno  di  questi  gruppi  si  potrà  dedurre  ogni 
altro,  moltiplicando  i  quattro  numeri  per  uno   stesso   fattore. 
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Questa  particolare  corrispondenza  fra  1'  ente  geometrico  piano 
ed  il  gruppo  di  quattro  numeri,  ci  induce  a  chiamare  a,  è,  e,  d 
coordinate  omogenee  del  piano  (1).  Dunque  (cfr.  n.°  126)  : 

Fer  coordinate  omogenee  di  un  piano  noi  intendiamo  quat- 
tro numeri  a,  b,  e,  fZ,  tali  die 

ax  -\-  hij  -^  cz  -\-  dt   =:   0 
sia  V  equazione   omogenea  del  piano    (  in  coordinate  di  punti  )  ; 
od    aX  A;-  bY  -^  cZ  -\-  d  =   0     l'equazione    del    piano    in 
coordinate  cartesiane  ordinarie. 

Le  quattro  coordinate  si  indicano  di  solito  colle  lettere 
u,  z;,  w,  r.  Non  esse,  ma  i  loro  mutui  rapporti  hanno  significati 
geometrici.  Precisamente  i  rapporti 

U=    ""-^^    F  =   -^,    W  =  -^ 
r  r  r 

(che  diconsi  coordinate  plilckeriane,  o  coordinate  non  omogenee 
del  piano)  esprimono  i  valori  inversi,  e  camhiati  di  segno,  dei 
segmenti  che  il  piano  stacca  sugli  assi  coordinati,  a  partire  dal- 
l' origine  (cfr.  n.°  127). 

Ritornando  alle  coordinate  omogenee  di  piani,  il  lettore 
osserverà  che  nel  tetraedro  fondamentale,  formato  dai  piani  coor- 
dinati e  dal  piano  all'  infinito,  ogni  faccia  ha  nulle  tre  delle 
coordinate  (ad  es.  il  piano  all'infinito  ha  le  coordinate  0,  0,  0,  1), 
ogni  piano  passante  per  uno  spigolo  ha  nulle  due  delle  coordi- 
nate, ed  ogni  piano  per  un  vertice  ha  nulla  una  coordinata. 

312.  Equazione  del  punto  in  coordinate  di  piani.  —  L'equa- 
zione, in  coordinate  omogenee  di  punti,  del  piano  7i{u,  v,  w,  r) 
è,  per  definizione, 

(1)  ux  -{-  vy  -\-  wz  -\-  rt  =z  Q; 

ciò  vuol  dire  che  la  (1)  è  la  condizione,  affinchè  il  punto  P(x, 
y,  z,  t)  ed  il  piano  n{'a,  v,  w,  r)  si  appartengano. 

Se  nella  (1)  attribuiamo  valori  costanti  alle  u,  v,  w,  r,  e 
lasciamo  variare  x,  y,  z,  t,  il  punto  P  descrive  il  piano  ti,  per 
la  qual  ragione  la  (1),  in  questa  ipotesi,  si  chiama  appunto 
V  equazione  (in  coordinate  di  punti)  del  piano  punteggiato  n. 
Ma  se  invece,  nella  (1),  teniamo  fisse  x,  y,  z,  t,  e  facciamo  va- 
riare u,  V,  w,  r,  il  piano  n  si  muove,  in  modo  da  passare  sem- 
pre   per  il   punto   fìsso  P{x,  y,  z  t),   e   descrive  la  stella   di 
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piani  P;  riguardata  sotto  questo  aspetto,  la  equazione  (1),  in 
coordinate  di  piani,  rappresenta  una  stella  di  piani,  o,  cóme 
SI  suol  dire,  il  punto  P,  che  ne  è  centro.  Mentre  un  punto, 
in  coordinate  puntuali,  vien  definito  mediante  un  gruppo  (di 
tre  o  quattro)  numeri,  ed  il  piano  è  rappresentato  da  una  equa- 
zione lineare,  accade,  in  coordinate  di  piani,  che  il  piano  venga 
definito  mediante  un  gruppo  (di  tre  o  quattro)  numeri,  ed  il 
punto  mediante  una  equazione  lineare  (cfr.  n°  128). 

Appare  cosi  sin  d'ora,  anche  nella  trattazione  analitica, 
quella  perfetta  analogia,  dualità,  fra  le  relazioni  grafiche  di 
punti  e  le  relazioni  grafiche  di  piani  nello  spazio,  che  le  con- 
siderazioni  sintetiche  ci  avevano  lasciato  prevedere  sin  dal  prin- 
cipio del  corso  (n.°  6). 

Sarebbe  facile  mettere  in  rilievo  questa  dualità  analitica, 
pur  di  riprendere  in  esame,  coli'  aiuto  delle  une  e  delle  altre 
coordinate,  le  principali  relazioni  grafiche  fra  punti,  rette  e  piani 
deHo  spazio,  imitando  ciò  che,  in  geometria  piana,  fu  fatto  al 
ii.°  129.  Ci  limiteremo,  per  brevità,  a  poche  osservazioni. 

a)  Si  abbiano  due  equazioni  lineari  in  coordinate  di  piani 
(2)  (     "^^  -{-   bv  -{-  cw  +    dr  =  0, 

I  a'u  -\-  h'v  -f-  c'w  -f  d'r  z=.  0, 
rappresentanti  staccatamente  due  punti  P(a,  5,  e,  d),  P' (a'  h' 
c\  d').  Ogni  gruppo  di  coordinate  {u,  v,  w,  r),  che  soddisfi' en- 
trambe le  equazioni  (2),  rappresenta  un  piano,  che  passa  per  i 
punti  P,  P',  e  quindi  per  la  retta  PP'.  In  coordinate  di  piani, 
una  retta  (riguardata  come  asse  di  un  fascio  di  piani)  vien 
rappresentata  da  due  equazioni  lineari,  le  q_uali,  separatamente 
definiscono  due  punti  della  retta  (cfr.,  per  la  considerazione  duale 
il  n.°  289). 

Una  combinazione  lineare  delle  equazioni  (2), 
^(au  -f  ...  )  -L  f^(a'u  -]-...)  =  0, 
rappresenta  un  punto     P"{Jia  -|-  ^a',  U  -f-  ^ò',  Xc  +  f,c', 
M  -\-  f^d')  della  retta  PP' ;  il  rapporto  -^     è    la    coordinata 
proiettiva  del  punto  stesso,  rispetto  ai  punti  fondamentali  P',  P 
e  rispetto  al  punto  per  cui  ;i  =  f,  (i).  Conviene  enunciare,  sótto 

(')   La  dimostrazione  di  questo  fatto  si  dà  col  procedimento  seguito 
m  geometna  piana,  nella  nota  a  pie  della  pag.  211.  ' 
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la  forma  seguente,  il  risultato  ottenuto,  insieme  al  duale,  che 
risulta  dal  n.°  288: 


Ogni  punto  della  retta  con- 
giungente due  punti 
P(a,  6,  e,  d),  P'(a\  b',  e',  d') 
ha  coordinate  del  tipo 
(Àa  -f-  f^f^'ì  -  •  -  ■,  ^à  -f-  fA,d')^ 
dove  —-  è  coordinata  proiettiva^ 
stdla  retta,  di  quel  punto  ri- 
spetto a  certi  punti  fondamen- 
tali, tra  cui  P'  e  P. 

b)  Date  tre  equazioni  lineari  ed  omogenee  in  m,  v,  w,  r, 
au  -{-...=:  0,  a'u  -)-.,.  =  0,  a"w  -|-  .  .  .  =  0, 
rappresentanti  tre  punti,  il  problema  analitico  di  trovare  un  si- 
stema di  valori  non  tutti  nulli  {u,  v,  w,  r)  soddisfacente  alle 
tre  equazioni,  si  traduce  nel  problema  geometrico  di  costruire 
il  piano  contenente  i  tre  punti.  Ogni  combinazione  lineare 

;i{au  -j-  .  .  .  )  -]-  fA,{a'u  +...)  +  v{a'"u  -f-  .  .  .  )  =  0 
delle  tre  equazioni  rappresenta  un  ulteriore  punto  di  quel  piano; 
donde  l'enunciato  di  sinistra  (cfr.  n.°  291): 


Ogni  piano  per  la  retta 
intersezione  dei  due  piani 
7i{a,  b,  e,  d),  n'{a',  b',  e',  d') 
ha  coordinate  del  tipo 
(Àa  -j-  /^(^\  •  •  • ,  ^d  -]-  f4,d'), 
dove  -—  è  coordinata  proiettiva, 
nel  fascio,  di  quel  piano  ri- 
spetto a  certi  piani  fondamen- 
tali, tra  cui  n'  e  n. 


Ogni  punto  del  piano  con- 
giungente tre  punti  (a,  b,  e,  d), 
(a',  b',  e',  d'),  {a",  b",  e",  d") 


Ognipiano  per  il  punto  inter- 
sezione di  tre  piani  (a,  b,  e,  d), 
(a',  b',  e',  d'),    {a",  b",  e",  d") 


ha  coordinate  del  tipo  ha  coordinate  del  tipo 

{Xa  +  fia'  -|-  va",  ...,  Xd  -{-  fA,d'  -{-  vd")  Q) 
e)  In  breve,  ogni  procedimento  analitico  atto  a  dimo- 
strare, col  mezzo  delle  coordinate^  una  proprietà  grafica  di  punti, 
rette  e  piani  dello  spazio,  può  ricevere  una  doppia  interpretazio- 
ne, secondo  che  le  coordinate,  di  cui  vien  fatto  uso,  si  riguardano 
come  coordinate  di  punti  o  coordinate  di  piani.  Le  due  inter- 
pretazioni conducono  a  due  risultati,  i  cui  enunciati  si  otten- 
gono l' uno  dall'  altro  collo  scambio  delle  parole  punto  e  piano, 
lasciando  inalterata  la  parola  retta. 


(^)  Sarebbe  facile  dimostrare,  ma  non  occorre  per  il  seguito,  che 
>?,  fi,  V  possono  riguardarsi  come  coordinate  proiettive,  entro  il  piano  pun- 
teggiato o  la  stella  di  piani,  del  punto  o  piano  variabile,  rispetto  a  quattro 
elementi  fissi,  tra  cui  i  tre  elementi  dati. 
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Si  ha  qui  una  giustificazione  analitica  della  legge  di  dualità 
nello  spazio,  la  quale  appunto  autorizza  il  suddetto  scambio  di 
parole  negli  enunciati  delle  proprietà  grafiche  (cfr.  n.°  130). 

*  313.  Coordinate  proiettive  di  punti.  —  La  nozione  di 
coordinate  cartesiane  (omogenee  o  no)  è  fondata  sopra  il  con- 
cetto metrico  di  lunghezza,  o  rapporto  di  segmenti.  Volendo 
operare  con  soli  concetti  proiettivi,  ed  ottenere  un  sistema  di 
coordinate  particolarmente  atto  allo  studio  delle  proprietà  gra- 
fiche, si  procederà  nel  modo  seguente,  suggerito  dall'analogia 
colle  considerazioni  svolte  in  geometria  piana  al  n.°  132  e  seg. 
Si  parta  da  un  tetraedro  qualsiasi  XYZ1\  e  si  fissi  inoltre 
ad  arbitrio  un  punto  E,  che  non  appartenga  ad  alcuna  faccia 
del  tetraedro.  Allora,  per  ogni  punto  P  dello  spazio,  restano 
individuati  i  tre  doppi  rapporti 

(1)  X=-YZ{XTEP\  Y=.ZX{YTEP),  Z=XY{ZTEP\ 
dove  il  primo  simbolo  indica  il  doppio  rapporto  dei  piani  proiet- 
tanti dallo  spigolo  YZ  i  punti  X,  T,  E,  P,  e  similmente  gli 
altri.  Viceversa,  noti  quei  doppi  rapporti,  sono  individuati  i 
piani  proiettanti  il  punto  P  dai  tre  lati  del  triangolo  XYZ, 
ed  è  quindi  individuato  il  punto  P,  eccettuato  solo  il  caso  che 
questo  punto  stia  nel  piano  XYZ  (nel  qual  caso  quei  doppi 
rapporti  valgono,  in  generale,  zt  go).  Chiameremo  perciò  i  va- 
lori (1)  coordinate  proiettive 
(non  omogenee)  del  punto  P, 
rispetto  al  tetraedro  fonda- 
mentale XYZT  ed  al  punto 
unità  E,  il  quale  ha  le  coor- 
dinate X=  Yz=  Z=zl.  Si 
osservi  subito  che,  se  la  fac- 
cia XYZ  h  il  piano  all'infi- 
nito dello  spazio,  i  doppi  rap- 
porti (1)  si  riducono  a  rap- 
porti semplici,  e  le  coordinate 
proiettive  X,  Y,  Z  divengono 
le  coordinate  cartesiane  di 
P  rispetto  agli  assi  cartesiani  TX,  TF,  TZ,  quando,  come 
unità  lineari  (generalmente  diverse)  per  misurare  la  prima,  la 
seconda  e  la  terza  coordinata,  si  assumano  le  coordinate  omo- 
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nime  del  punto  E^  il  quale  adunque  viene  ad  avere  le  coordi- 
nate cartesiane  1,  1,  1. 

Ritornando  ad  un  tetraedro  generale  XYZT,  giova  notare 
che,  se  i  punti  P,  E  vengono  proiettati  da  Z  sul  piano  TXY 
in  P..,  E,,  le  prime  due  coordinate  proiettive  X,  F del  punto 
P  sono,  anche  nel  piano  TX  Y,  le  coordinate  proiettive  di  P,  ri- 
spetto al  triangolo  TXY  e  al  punto  unità  ^^  (n.**  132);  mentre, 
se  P  ed  ^  si  proiettano  dallo  spigolo  YZ  sullo  spigolo  oppo- 
sto ZT  in  P^,,  Ey,^  la  coordinata  X  risulta  pure  coordinata 
proiettiva  di  P,,,  rispetto  ai  punti  fondamentali  X,  T,  E,^,.  E 
similmente  per  le  altre  facce  e  spigoli. 

Le  coordinate  proiettive,  non  omogenee,  definite  dalle  (1), 
non  si  prestano,  come  dicemmo,  a  rappresentare  i  punti  del 
piano  XYZ.  L'inconveniente  si  toglie  introducendo  l'omoge- 
neità ;  definendo,  cioè,  come  coordinate  'proiettive  omogenee  del 
punto  P,  rispetto  al  tetraedro  e  al  punto  unità  suddetti,  quattro 
numeri,  non  tutti  nulli,  x,  y,  z,  t,  tali  che  siano  soddisfatte  le 
sei  relazioni  seguenti  : 


(2) 


I  =  YZ{XTEP),  I  =  ZX{YTEP),  j  =  XY(ZTEP), 
f  =  YX(YZEP),  -  =:  TY(ZXEP),  -  =zr  TZ(XYEP). 

z  X  y 

Ciò  è  sempre  possibile  (ed  in  infiniti  modi,  potendosi  dare  un 
valore  arbitrario  ad  una  delle  quattro  coordinate),  perchè  tre 
delle  relazioni  (2),  ad  es.  le  tre  dell'  ultima  orizzontale,  sono 
conseguenze  delle  tre  rimanenti.  Si  ha  infatti,  sul  piano  TXY, 
per  quanto  sopra  dicemmo, 

^  =    j  =    Y(XTE,,P:),     Y  =    ^    =  X{YTE,P,), 
e  quindi  (n.°  133) 

-^  =  T(XYE,P,)  =  TZ(XYEP). 

I  vertici  del  tetraedro  fondamentale  hanno  le  seguenti  coor- 
dinate proiettive  omogenee  : 

X(l,  0,  0,  0),  r(0,  1,  0,  0),  Z(0,  O,  l,  O),  T(0,  O,  O,  l); 
ogni  punto  dello  spigolo  TX  ha  y  =  0  =  0,  ecc.  ;  ogni  punto 
della  faccia  TXY  ha  ^  =  0,  ecc.  ;  il  punto  unità  ha  le  coor- 
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dinate  (1,  1,  1,  1).  Ben  inteso,  qui  e  sempre,  le  quattro  coordi- 
nate omogenee  di  un  punto  possono  moltiplicarsi  per  uno  stesso 
fattore,  non  nullo,  senza  che  il  punto  si  alteri. 

Dovremmo  ora  trattare  in  coordinate  proiettive  le  relazioni 
fondamentali  di  posizione  fra  punti,  rette  e  piani.  Ma  vale  qui, 
e  per  gli  stessi  motivi,  l'osservazione  analoga  a  quella  fatta 
in  geometria  piana  (n.°  132).  Tatti  i  risultati  ottenuti  in  coor- 
dinate cartesiane  ordinarie  nel  Cap.  I.  (di  questa  Parte  quarta), 
e  tradotti  in  coordinate  cartesiane  omogenee  nel  n."  310  e  seg., 
valgono  senz'altro  in  coordinate  proiettive,  non  omogenee  od  omo- 
genee, purché  agli  elementi  alV  infinito,  che  colà  talora  esplicita- 
mente 0  tacitamente  intervengono,  si  sostituiscano  ora  gli  elementi 
del  piano  fondamentale  XYZ. 

In  particolare,  un  piano  è  rappresentato  sempre  da  una 
equazione  lineare  ed  omogenea 

ax  -^  hy  -{-  cz  -\-  dt  =^  0 , 
in  coordinate  proiettive  omogeneo;  equazione  che  manca  di  uno, 
due  0  tre  termini,  secondo  che  il  piano  passa  per  uno,  due,  o 
tre  vertici  del  tetraedro  fondamentale;  sicché,  ad  es.,  le  faccio 
di  questo,  opposte  ai  vertici  X,  Y,  Z,  T,  hanno  rispettivamente 
le  equazioni  x  =:  0,    g  =:  0,    z  =:  0,    ^  =  0. 

Una  retta  è  rappresentata  ancora  da  due  equazioni  lineari 
ed  omogenee,  relative  a  due  piani  passanti  per  essa  ;  ad  es.  lo 
spigolo  XY  del  tetraedro  ha  le  equazioni  z  =  0,  t  ^=  0;  ecc. 

*  314.  Coordinate  proiettive  di  un  piano.  —  Se  un  piano  tt 
e  rappresentato  in  coordinate  proiettive  omogenee  di  punti 
(x,  y,  z,  t)   dall'equazione 

(1)  ux  -\-  vy  ^  wz  -^^  rt  =z  0, 

possiamo  chiamare  i  coefficienti  m,  v,  w,  r  coordinate  proiettive 
omogenee  del  piano  tt. 

Di  siffatte  coordinate  può  anche  darsi  una  definizione  di- 
retta, duale  a  quella  adottata  per  le  coordinate  proiettive  di 
punti.  Si  chiamino  a  tal  fine  u,  v,  w,  r  le  f accie  del  tetraedro 
fondamentale  opposto  ad  X,  T,  Z,  T,  rispettivamente  ;  e  si  dica  e 
il  piano  (piano  unità),  che  ha,  in  coordinate  proiettive  omogenee 
di  punti,  la  equazione 

(2)  X  ^  y  ^  z  -^  t  =  0. 
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Si  dimostra  allora,  collo  stesso  ragionamento  tenuto  in  geo- 
metria piana  (n.°  1B4),  che  il  rapporto  -"-  delle  due  prime  coor- 
dinate del  piano  ti,  rappresentato  dalla  (1),  ha  il  seguente  si- 
gnificato geometrico  : 

u  , 

— -  =  wriu  V  e  n), 

V 

dove  il  secondo  membro  indica  il  doppio  rapporto  dei  punti 
segati,  sullo  spigolo  wr  ^l  JiY  del  tetraedro  fondamentale,  dai 
piani  M,  V,  e,  tt,  vale  a  dire  il  doppio  rapporto  formato,  sullo 
spigolo  X  y,  dai  punti  Y^  X  e  dalle  intersezioni  con  e,  n\  ed 
analoghi  significati  hanno  gli  altri  cinque  rapporti  delle  coordi- 
nate M,  V,  w,  r.  Quanto  al  piano  unità  (2),  si  riconosce  che  esso 
è  Varmonico  del  punto  unità  E^  rispetto  al  tetraedro  fondamen- 
tale, vale  a  dire:  ciascuno  spigolo  del  tetraedro  (ad  es.  XY) 
sega  il  piano  e  ed  il  piano,  che  proietta  E  dallo  spigolo  opposto 
(ZT)^  in  due  punti,  i  quali  separano  armonicamente  i  vertici 
del  tetraedro  (X,    Y)  situati  sul  primo  spigolo. 

Facendo  uso,  nel  tempo  stesso,  di  coordinate  di  punti  e  di 
coordinate  di  piani,  relative  ad  un  medesimo  tetraedro  fonda- 
mentale, la  (1)  può  riguardarsi  come  la  condizione,  perchè  un 
punto  {x,  y,  z,  t)  ed  un  piano  (m,  v,  w,  r)  si  appartengano. 
Se  poi  nella  (1)  si  fanno  variare  le  prime,  o  le  seconde,  coordi- 
nate, essa  diviene  o  la  equazione  del  piano  (m,  v,  w,  r)  in 
coordinate  di  punti,  o  la  equazione  del  punto  (x,  y^  z,  t)  in 
coordinate  di  piani.  Dunque  :  un  punto,  in  coordinate  proiettive 
omogenee  di  piani,  è  rappresentato  da  un''  equazione  lineare  ed 
omogenea.  In  breve,  si  trasportano  qui  i  risultati  stabiliti  al 
n.*'  312,  colla  solita  avvertenza  relativa  alla  sostituzione  del 
piano  all'infinito  col  piano  XYZ. 

Osservazione.  —  Quando  si  voglia  far  uso  sistematico  di 
coordinate  proiettive,  conviene  adottare  una  notazione  più  sim- 
metrica, che  qui  mi  limito  ad  accennare. 

Indicando  con  Xi,  Xa,  X3,  X4  i  vertici  del  tetraedro  fon- 
damentale, con  E  il  punto  unità,  con  x^,  X2,  X3,  x^  le  coordi- 
nate proiettive  omogenee  di  un  punto  P  qualsiasi,  valgono  le 
relazioni  di  definizione 

^  =  X;X„(X,  X,.  E  P), 

Xk 


r 
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dove  i  k  l  m  B  una  qualsiasi  permutazione  dei  numeri  1,2,3,4:. 
Il  vertice  X,-  ha  tutte  le  coordinate  nulle,  tranne  la  a?,;  un  punto 
dello  spigolo  XiXk  ha  x,  =  0,  x„,  =  0  ;  un  punto  della  faccia 
XiXkXi  opposta  ad  Z,„  ha  ,r„,  =  0;  ecc. 

L'  equazione   di   un   piano  n,  in   coordinate    omogenee  di 
punti,  è  del  tipo 

UiXi  -f-  U2X.2,  -\-  U3X3  -j-  UiXi   ==   0, 
dove  le  w,  sono  coefficienti,  che  chiameremo  coordinate  proiet- 
tive omogenee  del  piano  ;  queste  possono  definirsi  direttamente 
mediante  le  formole 


=  u,u„,{ui  U/,   e  tt), 


intendendo  che  m,  sia  la  faccia  del  tetraedro  opposta  al  vertice 
Xi,  ed  e  sia  il  piano  unità  di  equazione  x^ -\-  xo-}-  Xs -^  x^  z=  0. 

*  315.  Trasformazione  delle  coordinate  proiettive.  —  Collo 
stesso  ragionamento  fatto  in  geometria  piana  (n.°  136),  si  sta- 
biliscono le  relazioni,  che  passano  fra  le  coordinate  proiettive 
omogenee  di  uno  stesso  punto  (o  di  uno  stesso  piano),  riferito 
a  due  diversi  sistemi  di  dette  coordinate.  Limitiamoci  ad  enun- 
ciare il  risultato  : 

Stabiliti  nello  spazio  due  diversi  sistemi  di  coordinate  proiet- 
tive ed  omogenee,  le  coordinate  di  uno  stesso  punto  (0  piano) 
nei  due  sistemi  sono  collegate  da  una  sostituzione  lineare  ed 
omogenea,  a  determinante  non  nullo;  e  viceversa.  In  simboli, 
dette  Xi  ed  x/  {i  =  1,  2,  3,  4)  le  coordinate  proiettive  di  uno 
stesso  punto  (o  piano),  riferito  ai  due  sistemi  nominati,  valgono 
relazioni  del  tipo 

(1)  9^/  =  ,.^^««A^/.-  (i  =  1,  2,  3,  4), 

dove  le  a.^.  sono  sedici  costanti,  le  quali  compongono  un  deter- 
minante del  quarto  ordine  diverso  da  zero,  e  (>  è  un  coefficiente 
di  proporzionalità  non  nullo,  che  potrebbe  anche  supporsi  uguale 
ad  1. 

Le  formole  (1),  ove  le  X/,  si  riguardino  come  coordinate 
cartesiane  omogenee,  forniscono  una  definizione  analitica  delle 
coordinate  proiettive  omogenee  (di  punti)  x/. 
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Capitolo  IV. 


Rappresentazione  analitica  delle  superficie 
e  delle  linee  nello  spazio. 

316.  Equazioni  dì  un  luogo  dì  punti.  —  Un  punto,  che  si 
muova  nello  spazio  con  data  legge,  può  descrivere  una  linea  o 
una  superficie.  Noi  vedremo  ora  che  le  linee  e  le  superfìcie  pos- 
sono rappresentarsi  mediante  equazioni,  contenenti,  come  varia- 
bili, le  coordinate  del  punto  mobile. 

In  linea  generale,  data  una  o  più  equazioni  a  tre  varia- 
bili X,  y,  z  (delle  quali  una  o  due  potrebbero  eventualmente 
mancare),  si  considerino  tutte  le  terne  di  valori  (x,  y,  z)  soddi- 
sfacenti insieme  le  equazioni  proposte.  Quando  sia  fissato  nello 
spazio  un  sistema  qualsiasi  di  coordinate  non  omogenee,  o  car- 
tesiane, o  polari,  ....  ad  ognuna  di  quelle  terne  corrisponde 
un  punto  avente  le  coordinate  (x,  ?/,  z).  Il  luogo  di  questi  punti 
si  dirà  rappresentato  analiticamente  dalle  equazioni  date.  Il  luogo 
avrà  due  dimensioni.!  e  sarà,  nei  casi  ordinari,  una  superficie, 
quando  di  tre  valori  x,  y,  z,  soddisfacenti  alle  equazioni  date, 
si  possano  assegnare  ad  arbitrio  due,  entro  limiti  convenienti, 
rimanendo  in  conseguenza  determinato  il  terzo,  in  uno  o  più 
modi  ;  il  luogo  avrà  una  dimensione,  e  sarà,  nei  casi  ordinari, 
una  linea,  quando  si  possa  assegnare  ad  arbitrio  il  valore  di 
una  sola  coordinata,  rimanendo  determinate,  in  uno  o  più  modi, 
le  altre  due. 

Viceversa,  se  un  punto  si  muove  nello  spazio  con  data 
legge,  le  coordinate  del  punto  varieranno,  soddisfacendo  a  certe 
relazioni  traducenti  la  legge,  che  regola  il  movimento  ;  queste 
relazioni  saranno  le  equazioni  del  luogo. 

317.  liquazione  di  una  superficie.  —  Per  precisare  i  con- 
cetti che  precedono,  partiamo  da  una  sola  equazione  a  tre 
variabili  x,  y,  z,  che  possiamo  interpretare  come  coordinate 
cartesiane  ordinarie  di  un  punto  nello  spazio  ;  sia 

(1)  f{x,  y,  z)  =  0. 
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Per  costruire  un  punto  del  luogo  rappresentato  dalla  (1), 
si  attribuiscano  alle  due  prime  coordinate  valori  arbitrari  x  =  a, 
y  z=z  b  ;  rimarrà  una  equazione  ad  una  sola  incognita  z  : 

f(a,  è,  z)  =  0, 
la  quale,    ove  i  valori  attri- 
buiti ad  X,  y  siano  scelti  in 
intervalli    convenienti,    potrà 
fornire  per  z  uno  o  più  valori 
0  =  e,  e',  ...  I  punti 
P{a,h,c\     P\a,b,c'\... 
appartengono   al   luogo,   e  si 
trovano  sopra  una  retta  paral- 
lela a  z,  condotta  per  il  punto 
Q((2,  6)  del  piano  xy.  Facendo 
variare  il  punto  Q  nel  detto 
piano,   entro  un'  area   conve- 
niente,  e  ripetendo  per  ogni 
posizione  di  Q  la  considera- 
zione precedente,  si  otterranno  infiniti  punti  P,P',...,  Pj,  P/,  .-v 
i  quali  (ove  siano  soddisfatte  per  la  z^  considerata  come  fun- 
zione di  x,  ?/,  certe  condizioni 
di  continuità,  che  si  verificano 
nei  casi  ordinari)  costituiranno 
una    superfìcie,   composta  di 
una  0  più  falde;  la  (1)  sarà  la 
equazione  della  superficie. 

318.  —  L' equazione  di 
una  superficie  può  presentare 
varie  p articolari tà^,  che  è  op- 
portuno notare.  Può  nella  e- 
quazione  mancare  una  coor- 
dinata, ad  esempio  la  0,  e  la 
equazione  ridursi  al  tipo 
(2)         f(x,  y)  =  0. 

Ora  l'equazione  stessa,  nel  piano  xy(z  =  0),  rappresenta 
una  certa  linea  (n°.  137),  luogo  di  un  punto  Q(a,  6),  le 
cui  coordinate  soddisfano  la  (2).  Ma  poiché  z  non  entra  nel- 
r  equazione  (2),    F  equazione  sarà  soddisfatta   dalle   coordinate 
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X  =z  a,  y  =  b,  z  arbitraria^  di  ogni  punto  della  retta  condotta 
pel  punto  Q  parallelamente  all'asse  z',  sicché  tutta  quella  retta 
sta  sulla  superficie.  Questa  è  costituita  da  infinite  rette  pa- 
rallele a  0,  condotte  per  i  singoli  punti  della  linea  piana  ;  la 
superficie  è,  in  tal  caso,  un  cilindro,  avente  come  generatrici 
quelle  rette.  Dunque  :  nello  spazio,  un'' equazione  contenente  due 
sole  coordinate  cartesiane,  rappresenta  un  cilindro,  le  cui  gene- 
ratrici sono  parallele  aWasse  della  coordinata  rimanente. 

Se  poi  r  equazione  della  superficie  contenesse  una  sola  coor- 
dinata, X,  e  fosse  soddisfatta  dai  valori  a,  a' ,  ...  Ai  x,  la  super- 
ficie sarebbe  costituita  dai  piani  (paralleli  ad  yz) 

00      tv.  Ju      CC'     ■    •    •    • 

È  pur  notevole  il  caso  che  V  equazione  della  superficie  con- 
tenga omogeneamente  le  tre  coordinate  cartesiane,  in  guisa  da 
potersi  ridurre  alla  forma 

(3)  /(f  ■  f  )   =   0, 

in  cui  solo  compariscono  i  rapporti  di  due  delle  tre  coordinate 
alla  terza.  Allora  la  superficie  è  un  cono  col  vertice  nell'origine, 
si  compone  cioè  di  infinite  rette  uscenti  dall'  origine.  Infatti, 
se  la  equazione  (3)  è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  un  punto 
P(x,  y,  z),  V  equazione  stessa  viene  evidentemente  soddisfatta 
dalle  coordinate  {kx,  ky,  kz)  di  ogni  punto  della  retta  con- 
giungente P  coli'  origine  ;  questa  retta  appartiene  dunque  alla 
superficie. 

319.  Equazioni   di   una   linea  nello  spazio.  —  Due  equa- 
zioni nelle  coordinate  di  un  punto  variabile 
(1)  f(x,  y,  z)  —  0,         (p{x,  y,  z)  ^0 

rappresentano  il  luogo  di  quei  punti,  che,  colle  loro  coordinate, 
soddisfano  insieme  le  due  equazioni,  e  quindi  appartengono  alle 
due  superficie  rappresentate  da  quelle  equazioni.  Questi  punti 
costituiscono  la  intersezione  delle  due  superficie,  cioè,  in  gene- 
rale, una  linea,  una  curva  (composta  di  una  o  più  parti),  che  si 
dirà  rappresentata  dalle  equazioni  (1). 

Una  linea,  nello  spazio,  si  suole  rappresentare  mediante  due 
equazioni,  le  equazioni  di  due  superficie  passanti  per  essa. 

Ogni  equazione 

t}j(x,  y,  z)  =  0, 
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che  si  possa  dedurre  come  conseguenza  delle  (1),  che  sia  adun- 
que soddisfatta  da  ogni  soluzione  (a:,  ?/,  z)  del  sistema  (1), 
rappresenta  una  superficie  passante  per  la  linea  (1).  E  se  il 
sistema  (1)  è  equivalente  al  sistema 

(2)  f{x,  y,  z)  =  0,         ^i>{x,  y,  z)  =  0, 

per  modo  che  ogni  soluzione  di  ciascuno  dei  due  sistemi  sia 
soluzione  anche  dell'  altro,  la  stessa  linea  sarà  rappresentata 
indifferentemente  dal  sistema  (1)  o  dal  sistema  (2). 

Se,  in  particolare,  dalle  equazioni  (1)  noi  deduciamo  una 
terza  equazione  F{x,  y)  =  0,  eliminando  una  delle  variabili, 
ad  es.  la  0,  questa  e- 
quazione  rappresen- 
terà un  cilindro  (n.*' 
318)  passante  per  la 
linea  (1),  ed  avente  le 
generatrici  parallele 
all'  asse  z,  precisa- 
mente il  cilindro  ot- 
tenuto proiettando  la 
linea  parallelamente 
all'  asse  z.  Analoga- 
mente si  formereb- 
bero le  equazioni  dei 

cilindri  proiettanti  la  linea  parallelamente  agli  assi  rr,  y.  E  la 
linea  potrebbe  rappresentarsi  mediante  le  equazioni  di  due  di 
questi  cilindri,  ad  es. 

(3)  F{x,  y)  =  0,     0(x,  z)  =  0; 

però  i  due  cilindri  avranno,  in  generale,  altre  curve  in  comune 
oltre  alla  linea  primitiva,  sicché  le  equazioni  (3)  verrebbero  a 
rappresentare  questa  linea  insieme  a  quelle  curve  (^). 

320.  Intersezione  di  tre  superfìcie.  —  Un  sistema  di  tre 
equazioni,  con  tre  coordinate, 
(1)      f(x,  y,  z)  =  0,     q>(x,  y,  z)  =  0,     tp(x,  y,  z)  —  0 


(^)  Queste  considerazioni  si  trovano  esposte,  in  un  caso  particolare,  al 
n".  289,  quando  si  trattava  di  rappresentare  una  retta  mediante  le  equazioni 
di  due  piani  per  essa. 
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rappresenta  quei  punti,  che  sono  comuni  alle  tre  superficie 
/■^O,  q)  z=z  0,  t/;  =  0;  punti^  che  possono  anche  riguardarsi 
come  intersezioni  della  superficie  t/;  =  0,  colla  linea  /"  =  0, 
g)  =  Oj  ecc.  In  generale,  si  tratterà  di  un  gruppo  di  punti,  in 
numero  finito  o  infinito  ;  ma,  in  casi  particolari,  quei  punti  po- 
trebbero succedersi  con  continuità^  e  costituire  una  linea  o  su- 
perficie comune  alle  tre  superficie  (1). 

321.  Superficie  algebriche  ;  ordine  della  superficie.  —  Ri- 
prendiamo una  sola  equazione,  in  coordinate  cartesiane,  rappre- 
sentante una  superficie.  Questa  dicesi  algebrica,  d''ordine  w,  se 
la  equazione  è  algebrica,  e  (ridotta  alla  forma  razionale  intera) 
ha  il  grado  n.  In  caso  contrario,  la  superficie  è  trascendente. 

Le  superficie  algebriche  di  primo  ordine  sono  i  piani.  Le 
superficie  di  secondo  ordine  verranno  studiate  in  seguito  ;  fra 
di  esse  vedremo  subito  esservi  la  sfera. 

Che  r  ordine  di  una  superficie  algebrica  sia  un  carattere 
della  superficie,  indipendente  dal  particolare  sistema  di  assi 
cartesiani,  a  cui  la  superficie  vien  riferita,  si  dimostra  collo  stesso 
ragionamento  tenuto  in  geometria  piana  (n.°  141),  il  quale  fa 
vedere  che  il  grado  dell'equazione  della  superficie  non  si  altera, 
quando  si  eseguisca  una  trasformazione  di  coordinate  carte- 
siane (n.°  308). 

Osservazione.  —  In  coordinate  cartesiane  omogenee  {x, 
y,  z,  t),  una  superfìcie  algebrica  d'ordine  n  è  rappresentata  da 
una  equazione  algebrica,  razionale,  intera  ed  omogenea,  di  grado 
n,  tale  cioè,  che  la  somma  degli  esponenti  di  x,  y,  z,  t  in  ciascun 
termine  sia  n.  Il  passaggio  dall'  equazione  non  omogenea,  al- 
l'omogenea, o  viceversa,  si  fa  tenendo  presenti  le  (1)  del  n^.  310. 

Anche  in  coordinate  proiettive,  una  superfìcie  d'ordine  n  è 
rappresentata  da  un'  equazione  di  grado  n  ;  ciò  per  il  fatto  che 
le  formole  di  trasformazione  da  coordinate  cartesiane  omogenee 
a  coordinate  proiettive  omogenee  sono  lineari  (n.''  315). 

322.  Significato  geometrico  dell'  ordine  di  una  superficie- 
—  Che  1'  ordine  -di  una  superficie  algebrica  sia  un  carattere 
geometrico  di  questa,  risulta  dal  seguente  teorema  : 

Una  superficie  algebrica  d'' ordine  n  è  segata  da  ogni  retta, 
che  non  vi  appartenga,  in  n  punti,  e  da  ogni  piano,  che  non  vi 
appartenga,  in  una  curva  d^  ordine  n. 
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Il  teorema  si  dimostra  nel  modo  più  semplice,  assumendo 
quella  retta  come  asse  coordinato,  ad  es.  asse  x,  o  quel  piano 
come  piano  coordinato,  ad  es.  piano  xy^  ciò  che  può  sempre 
ottenersi,  pur  di  eseguire  una  conveniente  trasformazione  di 
coordinate  cartesiane,  la  quale  non  altera  il  grado  dell'  equa- 
zione della  superficie.  Sia 

(1)  f{x,  y,  z)  =  0 

V  equazione  di  grado  n  di  questa,  nelle  nuove  coordinate.  Per 
avere  le  intersezioni  della  superficie  coir  asse  x^  si  pongano 
?/  1=  0,  0  =  0  nella  (1)  ;  si  troverà  un'  equazione 

(2)  f{x,  0,  0)   =   0, 

generalmente  di  grado  n  in  rr,  la  quale  fornirà  per  x  certi  n 
valori,  ascisse  degli  n  punti  d' incontro  richiesti.  Se  invece  si 
richiede  la  curva  intersezione  della  (1)  col  piano  xy^  si  porrà 
2  =  0  nella  (1),  ottenendo  cosi  l'equazione  di  grado  n 

(3)  _  /-(x-    y,  0)   =   0, 

la  quale,  nel  piano  xy^  rappresenta  una  curva  d' ordine  n 
(nf"  14:0).  Le  apparenti  eccezioni,  derivanti  dal  fatto  che,  in  casi 
particolari^  le  (2),  (3)  possono  risultare  di  grado  inferiore  ad  n, 
spariscono  ricorrendo  a  coordinate  omogenee.  È  chiaro  però  che 
occorre  tener  conto  delle  intersezioni  immaginarie,  o  coinci- 
denti .  .  . 

Uno  studio  più  minìito  dei  vari  casi,  che  si  possono  presen- 
tarC;  sarà  fatto  in  seguito  nella  ipotesi  w  =  2. 

323.  Equazione  della  sfera.  —  Per  mostrare,  sopra  un  esem- 
pio, come  la  equazione  di  una  superficie  possa  dedursi  dalla 
legge  di  generazione  di  questa,  trattiamo  il  caso  della  sfera. 
Riferiamoci  ad  assi  coordinati  ortogonali  ;  indichiamo  con  a, 
/?,  y  le  coordinate  note  del  centro  C  della  sfera,  con  r  il  raggio, 
pure  noto.  E  sia  P(x^  y,  z)  un  punto  generico  della  sfera. 
Esprimendo,  mediante  le  coordinate,  che  la  distanza  CP  h  uguale 
ad  r,  perveniamo  all'  equazione 

(X)  (x  -  ay  +  (y  -  /?)-  +  (^  --  rY   =   r\ 

ossia 

(1')  rr^  -f  ^2  _j_  ^2  _  o^^  _  2^y  —  2yz 

+  (a^  +  ^:i  +  y2  _  r^)    =   0, 
che  rappresenta  appunto  una  sfera.  La  sfera  è  dunque  una  su- 
perficie del  secondo  ordine. 

86 
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L'  equazione  (1'),  confrontata  colla  equazione  generale  di 
secondo  grado  a  tre  variabili  x,  y,  z,  offre  la  particolarità  che 
i  quadrati  a;'^,  7/^,  z'^  hanno  lo  stesso  coefficiente,  e  mancano  i 
termini  coi  prodotti  x/y,  xz^  yz.  Ora  ogni  equazione  di  secondo 
grado,  avente  queste  particolarità,  rappresenta,  in  assi  ortogonali, 
una  sfera.  Infatti  una  siffatta  equazione  potrà  sempre  scriversi 
sotto  la  forma 

(2)         x^  ^  y-  ^  z'^  -\-  ax  ^  hy  -^  cz  ^  d   —   0, 
ossia 

la    quale,     confrontata    colla    (1),     indica    appunto     trattarsi 
di    una    sfera    di    centro   ( —   -^,  —   -,^,  —   ---)    e    di    raggio 

Ciò,  a  dir  vero,  sussiste  senz'altro,  nella  ipotesi  che  l'espres- 
sione sotto  il  radicale  sia  positiva.  Ma,  se  quella  espressione 
è  nulla,  vi  è  un  sol  punto  reale  ( —  -^  ,  —  -^~,  —  -|-)  sod- 
disfacente colle  sue  coordinate  alla  (2');  e  nessun  punto  siffatto 
esiste,  se  quella  espressione  è  negativa.  Tuttavia,  in  virtù  di 
convenzioni  ormai  familiari,  si  dirà  ancora  che  la  (2')  rap- 
presenta una  sfera,  il  cui  raggio  è  nullo  o  immaginario  (cfr. 
n.^  143). 

In  ogni  caso  :  una  equazione  di  secondo  grado^  in  coordinate 
cartesiane  ortogonali^  la  quale  abbia  uguali  i  coefficienti  di  x^, 
y^,  z^,  e  manchi  dei  termini  con  xy,  xz,  yz,  rappresenta  una 
sfera;  se  la  equazione  si  riduce  ad  aver  l'unità  come  coefficiente 
di  x^,  y^,  z^,  le  metà  dei  coefficienti  di  x,  y,  z,  cambiate  di  segno, 
danno  le  coordinate  del  centro. 

Osservazione.  —  L'  equazione  di  una  sfera  avente  per  cen- 
tro l'origine  e  raggio  0,  è,  in  assi  ortogonali, 
(3)  X-'  -\-  y''  -\-  z-^  =   0. 

Ora  questa  rappresenta  un  cono  col  vertice  nelF  origine 
(n°.  318),  cono  di  cui  un  solo  punto  è  reale,  il  vertice.  Il  cono 
è  segato  dal  piano  xy{z  ^0)  nella  coppia  di  rette  x'^  -\-  y'^  ■=■  0, 
ossia  X  ±  iy  =  0^  cioè  nelle  direzioni  assolute  uscenti  dal- 
l'origine, sul  detto  piano  (n.^  121,  Oss.).  La  stessa  conclusione 
vale,  qualunque  sia  il  piano  condotto  per  l'origine,  con  cui  il 
cono  (3)  venga  segato  ;  infatti  il  detto  piano  può  esser  assunto 
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come  piano  XY  di  un  nuovo  sistema  di  coordinate  ortogonali 
XYZ^  avente  la  stessa  origine  0;  e,  d'altra  parte,  la  trasfor- 
mazione di  coordinate,  con  cui  si  passa  dagli  assi  xyz  ai 
nuovi  assi  XYZ^  muta  la  (3)  nella  equazione  dello  stesso  tipo 
X-  -f-  Y'^  -\-  Z"^  =  0,  come  il  lettore  potrà  verificare,  ese- 
guendo effettivamente  le  sostituzioni  (2)  del  n°.  308,  e  ricor- 
dando le  relazioni  che  passano  fra  i  nove  coefficienti  (^).  Dunque: 

Una  sfera  di  raggio  0,  la  quale  nel  campo  reale  si  riduce 
ad  un  solo  punto  (il  suo  centro),  nel  campo  complesso  è  un  cono 
composto  di  tutte  le  direzioni  assolute  dello  spazio  uscenti  dal 
centro,  è  il  cono  assoluto  avente  ivi  il  vertice  (n°  190). 

Neir  enunciato  non  si  tien  conto  della  ipotesi  che  il  centro 
della  sfera  cada  nell'origine,  giacche  l'equazione  di  una  sfera 
di  raggio  0,  avente  il  centro  in  un  punto  qualsiasi  dello  spazio, 
può  sempre,  con  una  traslazione  d'assi,  ridursi  alla  forma  (3). 

Un  cono  assoluto,  di  centro  qualsiasi,  sega  il  piano  alFinfi- 
nito  nel  cerchio  assoluto,  conica  immaginaria  luogo  dei  punti 
ciclici  di  tutti  i  piani  propri  dello  spazio  (n."  190).  Reso  omo- 
geneo il  sistema  cartesiano  ortogonale  x,  y,  z,  coli'  introduzione 
della  quarta  coordinata  t,  le  equazioni  del  cerchio  assoluto  sa- 
ranno dunque 
(4)  x2  -f  2/'  +  ^'   =  0,     ^  ==  0. 

Ora  è  facile  persuadersi  che  ogni  sfera  dello  spazio  sega  il 
piano  alV  infinito  nel  cerchio  assoluto  (Poncelet,  1822)  ;  ciò  d'ac- 
cordo col  fatto  che  ogni  cerchio,  sezione  della  sfera  con  un  piano 
proprio,  ha  all'  infinito  due  punti  ciclici  (n.*'  155)  appartenenti 
all'  assoluto.  La  proposizione  si  giustifica  analiticamente,  osser- 
vando che  r  equazione  (2)  di  una  sfera,  resa  omogenea,  diviene 

a;2   _|_   ^2   _|_   ^2   _^   axl  _^    lyf  j^   czt  +   df^    =    0, 

e  questa,  posto  ^  =:  0,  si  riduce  alla  prima  delle  (4). 


(^)  Che  le  coordinate  (x,  /y,  z),  (X,  Y,  Z)  di  uno  stesso  punto  P,  rife- 
rito a  due  sistemi  ortogonali  aventi  la  stessa  origine  0,  siano  legate  dalla 
identità  x^  +  t/^-f^^  =  X^  +  Y^  -\-  Z^,  si  dimostra  anche  diretta- 
mente, osservando  che  tanto  il  primo,  quanto  il  secondo  membro  esprimono 
il  quadrato  della  distanza  OP.  Il  ragionamento  suppone  veramente  che  le 
coordinate  siano  reali  ;  ma  una  identità  algebrica  tra  quantità  reali  sussiste 
notoriamente  anche  per  quantità  immaginarie. 
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Fu  osservato  (n.°  190)  che  l' assoluto  determina  nel  piano 
all'  infinito  la  polarità  sferica,  in  cui  sono  coniugati  due  punti 
(o  due  rette)  individuanti  direzioni  (o  giaciture)  ortogonali.  Ciò 
può  verificarsi  ora  per  via  analitica.  Infatti  i  due  punti  impro- 
pri (/!,  m,  n,  0)^  (/',  m',  n',  0)  sono  coniugati  rispetto  alla  co- 
nica (4),  se  II'  -]-  mm'  -|-  nn'  =  0  (n.''  200),  e  questa  è 
precisamente  la  condizione  di  ortogonalità  delle  due  rette  pro- 
prie ■■  =  -^  =  -^-,  -,-  =  -^^  z=  -', ,  aventi  all'infinito  quei 
due  punti  (n.*'  300).  Queste,  ed  altre  simili  verificazioni,  fanno 
prevedere  che  le  formolo  metriche,  stabilite  per  via  elementare 
nel  Gap.  II  di  questa  Parte  IV,  possono  riguardarsi  come  espri- 
menti relazioni  proiettive  di  elementi  impropri  rispetto  al  cer- 
chio assoluto.  Ma  su  questa  teoria  non  possiamo  qui  fermarci 
più  a  lungo. 

Esercizi  (i)  I.  —  1)  Luogo  dei  punti  tali,  che  la  differenza  dei  quadrati 
delle  distanze  da  due  punti  iìssi  sia  costante. 

2)  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  fissi,  moltiplicate  per 
due  numeri  dati,  danno  lina  somma  costante. 

3)  Un  triangolo,  coi  vertici  sugli  spigoli  di  un  triedro,  ruota  intorno 
ad  uno  dei  suoi  lati  ;  qual'  è  il  luogo  del  baricentro  del  triangolo  ? 

4)  Qual'  è  il  luogo  dei  baricentri  dei  triangoli,  che  staccano  sugli  assi 
tre  segmenti  di  somma  costante  P 

5)  Con  immediata  estensione  allo  spazio  dell'  es.  8)  del  n.°  151  si  de- 
finisce il  piano  polare  armonico  di  un  punto,  rispetto  a  n  piani  dati.  Si 
scriva  1'  equazione  di  questo  piano. 

6)  Il  luogo  di  un  punto  tale,  che  il  rapporto  delle  distanze  da  due 
punti  fissi  sia  costante,  è  in  generale  una  sfera.  Quale  ne  è  il  centro  e  quale 
il  raggio  ?  Si  consideri,  in  particolare,  il  caso  che  il  rapporto  sia  uguale  a  1. 
Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  tre  punti  fissi  sono  proporzionali  a  tre 
numeri  dati,  è  in  generale  un  cerchio,  il  cui  centro  è  sul  piano  dei  tre 
punti.  E  se  i  tre  numeri  sono  uguali  ? 

7)  Si  estenda  allo  spazio  V  es.  11),  n.°  151. 

8)  Il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari,  calate  da  un  punto  sui  piani 
di  una  stella,  è  una  sfera  avente  per  diametro  il  segmento,  che  congiunge 
quel  punto  al  centro  della  stella. 

9)  Se  per  un  punto  0  si  conducono  più  rette  a  secare  una  sfera,  il 
luogo  dei  punti  medi  delle  corde  giacenti  su  quelle  è  una  nuova  sfera,  che 
ha  per  diametro  il  segmento  congiungente  0  col  centro  della  sfera  primitiva. 


(')  Questi  es.  riguardano  soltanto  piani,  sfero  e  loro  mutue  intersezioni.  Di  super- 
ficie più  elevate  trattano  gli  es.  alla  fine  del  Gap. 
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II.  —  10)  Trovare  1'  equazione  della  sfera,  che  passa  per  1'  origine  e 
per  i  punti  (1,  0,  0),  (0,  2,  0),  (0,  0,  1);  oppure,  che  ha  il  centro  in  quest'ul- 
timo punto  e  passa  pel  punto  (1,  1,  —  2). 

11)  Si  scriva  l'equazione  di  una  sfera  in  coordinate  polari,  e  se  ne 
profitti  per  estendere  alla  sfera  la  nozione  di  potenza  di  un  punto  (n.°  153). 
Qual'  è  la  potenza  del  punto  («o,  ?/o,  ^o)  rispetto  alla  sfera  S  =  x'^  ~\-  y^  -\-  z^'^ 
—  2ax  —  2fiy  —  2yz  -\-  ó  =  0? 

12)  Data  la  sfera  S  =  0  dell' es.  11)  e  la  retta  ^  =  ^^-  =  --,  si 
determinino  le  intersezioni  di  questa  con  quella,  e  la  condizione  di  contatto 
(donde  si  ricaverà  una  nuova  via  per  trovare  la  distanza  del  punto  (a,  /?,  y) 
dalla  retta).  * 

13)  Le  rette  uscenti  da  un  punto  0  e  tangenti  ad  una  sfera  formano 
un  cono  del  secondo  ordine,  che  è  rotondo  intorno  alla  retta  congiungente 
0  col  centro  della  sfera.  (Si  può  assumere  0  come  origine  e  questa  retta 
come  asse  z). 

14)  L'equazione  del  piano  tangente  alla  sfera  S  =  0  (es.  11)  )  in  un 
suo  punto  P'{x\  y\  z')  è 

^•k'  +  yy'  +  zz'  —  aix  +  x')  —  fì{y  +  y')  -  y{z  +  z'  \  +  ^5  =  0. 
(Basta  sfcrivere  1'  equazione  del  piano  normale  in  P  al  raggio  che  passa 
per  P,  tenendo  conto  che  P  appartiene  alla  sfera  ;  oppure  si  può  imitare  il 
procedimento  esposto  al  n.°  154). 

15)  Qual' è  la  condizione,  perchè  il  piano  ax  -\-  by  -^  cz  -[-  d  =i  0 
tocchi  la  sfera  5  =  0?  Se  ne  deduca  V  equazione  pliìckeriana  dell'inviluppo 
dei  piani  tangenti  alla  sfera.  (Si  può  ricorrere  all'es.  14);  o  ricordare  che  la 
distanza  del  punto  (a,  .?.  y)  dal  piano  deve  esser  uguale  al  raggio  della  sfera). 

16)  Per  la  retta  -^  =z  ^  =  -^^  condurre  i  piani  tangenti  alla  sfera 
S  =   0. 

17)  Determinare  le  coordinate  del  centro  e  il  raggio  del  cerchio,  che 
è  intersezione  del  piano  P  =  ax -\- by  -^  cz -\-  d  =z  0  colla  sfera  S  =  0. 

18)  Il  cerchio  dell' es.  17)  ha  come  proiezione  ortogonale  sul  piano  xy 
una  conica  K  =  au»^  +  ^a^xy  +  «22^^  +  •  •  •  =  0,  ed  il  cerchio  stesso 
può  rappresentarsi  mediante  le  due  equazioni  P  =  0,  K  =  0.  Viceversa, 
^^»^!°^*^^^"  ^^^  ^®  ^^^  ultime  equazioni  rappresentano  un  cerchio,  quando 

a^  +  c^     62  _|.  g2     ab  ^ 

a  II        —        ^ —  —  "a  7  ;    quah  sono  le  coordinate  del  centro? 

19)  Due  sfere  S  =  0,  S'  =  0  si  segano  (oltre  che  nel  cerchio  asso- 
luto all'  infinito)  lungo  un  cerchio  reale,  o  immaginario,  appartenente  al 
piano  radicale  8  —  S'  =  0  (supposti  uguali  ad  1  i  coefficienti  dei  quadrati 
nei  polinomi  -S',  S').  11  problema  di  determinare  la  intersezione  di  due  sfere 
equivale  dunque  a  quello  di  determinare  la  intersezione  di  un  piano  con 
una  sfera.  Si  estendano  al  caso  di  due  sfere  gli  es.  15),  17). 

20)  Tre  sfere  S  =  0,  S'  =  0,  S"  =  0  si  segano  generalmente 
in  due  punti  reali,  0  immaginari,  che  stanno  sulla  retta  (asse  radicale) 
S  ~  S'  =  0,  S  —  S"  =  0.  Si  trovino,  ad  es.,  le  intersezioni  delle  tre 
sfere    «2  _|_  ^2  _|_  ^2  _.  2a;  +  1    =   0,    x'^  +  y'-   +   z'^  ~  y  -  z   =   0 

x'^-Jr  y-  +  z^  -  i  =  o. 
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21)  I  piani  tangenti  a  due  sfere,  in  ciascun  punto  comune  ad  esse,  for- 
mano   un   diedro  costante,    che   dicesi    angolo  delle  due  sfere.  Determinare 
r  angolo  delle  due  sfere  8  =  0,  S'  =  0,  e  la  condizione  perchè  queste  si 
tocchino,  o  si  seghino  ortogonalmente  ;  l' ultima  condizione  è 
aa'  -f  /?/?'  +  yy' Y  ^^  ~^  ^'^  —  ^• 

III.  —  22)  Se  le  equazioni  8i  =  0,  S2  =  0  rappresentano  due  sfere, 
anche  l'equazione  ^iS-^  -\-  ^■2'^2  ^=  0  (con  À^,  À^  costanti  arbitrarie,  non 
entrambe   nulle)   rappresenta   una   sfera,   la  quale,  al  variare  del  rapporto 

^.^,  descrive  un  fascio  di  sfere.  Le  sfere  del  fascio  passano  tutte  per  uno 

stesso  cerchio,  base  del  fascio,  il  cui  piano  Sj  —  82^=  0  (piano  radicale  del 
fascio)  è  il  luogo  dei  punti  aventi  uguale  potenza  rispetto  alle  sfere  Sj  =  0, 
^'2  =:  0,  e  ad  ogni  sfera  del  fascio.  Per  ogai  punto  dello  spazio,  che  non 
appartenga  al  cerchio  base,  passa  una  sfera  del  fascio.  Il  luogo  dei  centri 
delle  sfere  del  fascio  è  una  retta  {asse  centrale)  perpendicolare  al  piauo  ra- 
dicale nel  centro  del  cerchio  base.  Il  piano  radicale  è  invece  il  luogo  dei 
centri  delle  sfere  ortogonali  alle  sfere  del  fascio  (cfr.  n.'  158,  159).  Queste 
ultime  sfere  passano  tutte  per  due  punti  dell'  asse  centrale,  che  sono  cen- 
tri delle  due  sfere  di  raggio  nullo  appartenenti  al  fascio.  Come  si  modifi- 
cano questi  risultati,  se  le  sfere  Si  =  0,  S'2  =  0  sono  concentriche? 

23)  Se  -S^i  ==:  0,  ^2  =  0,  5^3  =  0  sono  le  equazioni  di  tre  sfere,  non 
appartenenti  ad  un  fascio,  l'equazione  ^iSi  -{-  >Ì2'S'2  ~\~  ^3^3  ^^^  0  (corri- 
spondente a  valori  non  tutti  nulli,  ne  infiniti,  dei  parametri  À-^,  À2,  ^3) 
rappresenta  una  sfera,  che  passa  per  i  due  punti  comuni  alle  sfere  date 
(punti  base).  L'insieme  di  quelle  00^  sfere  costituisce  un  sistema  (rete  di 
sfere)  tale,  che  ad  esso  appartiene  ogni  fascio  determinato  da  due  sfere  della 
rete,  mentre  per  due  punti  generici  dello  spazio  passa  una  sola  sfera  della 
rete.  La  retta,  che  congiunge  i  due  punti  base,  dicesi  asse  radicale  della  rete; 
per  essa  passano  i  piani  radicali  di  tutti  i  fasci  appartenenti  alla  rete,  ed  un 
suo  punto  generico  ha  la  stessa  potenza  rispetto  a  tutte  le  sfere  del  si- 
stema. Il  luogo  dei  centri  delle  sfere  della  rete  è,  in  generale,  il  piano  (  piano 
centrale)  perpendicolai-e  all'  asse  radicale  nel  punto  medio  tra  i  due  punti 
base.  L'  asse  radicale  è  invece  il  luogo  dei  centri  delle  sfere,  che  sono  orto- 
gonali a  tutte  le  sfere  della  rete  ;  esse  costituiscono  un  fascio,  il  cui  cerchio 
base  sta  nel  piano  centrale,  e  sega  ortogonalmente  le  sfere  della  rete  (,')  ; 
esso  è  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  di  raggio  nullo  appartenenti  alla 
rete.  Come  si  modificano  i  risultati,  se  i  centri  delle  tre  sfere  Si  =0, 
/S2  =  0,  Ss  =  0  sono  allineati  ? 

24)  Quattro  sfere  il  1  =  0,  S2  =  0,  83  =  0,  ^'4  =  0,  non  appartenenti 
ad  una  stessa  rete,  determinano  un  sistema  lineare  co  ^  di  sfere,  la  cui  sfera 
generica  ha  l'equazione  ''-l'S'i  -f-  ^-282  -\-  ^38-^  -j-  ^4S^  =  0  (ove  Ài,  À^, 
À^,  À^  sono  costanti  arbitrarie  finite,  soggette  solo  alla  condizione  di  non 


(1)  S' intende  4ire  con  ciò,  che,  nei  punti  d' intersezione  del  cercliio  con  una  sfera, 
la  tangente  al  cerchio  e  il  piano  tangente  alla  sfera  sono  ortogonali. 
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essere  tutte  nulle).  Al  sistema  appartiene  ogni  rete  ed  ogni  fascio  deter- 
minati da  tre  o  due  sfere  generiche  del  sistema  stesso.  Esiste  in  gene- 
rale una  sola  sfera  del  sistema,  che  passi  per  tre  punti  dati,  o  che  abbia  il 
centro  in  un  punto  dato.  I  piani  radicali  e  gli  assi  radicali  dei  fasci  e  delle 
reti  contenute  nel  sistema  passano  per  uno  stesso  punto,  che  dicesi  centro 
radicale  del  sistema.  Esso  è  centro  di  una  sfera  ortogonale  a  tutte  le  sfere 
del  sistema,  la  quale  è  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  di  raggio  nullo  del 
sistema.  Se  ne  scriva  l'equazione,  partendo  dall'  una  o  dall'altra  di  queste 
sue  propiùetà.  Come  si  modificano  i  risultati,  se  le  quattro  sfere  date  hanno 
i  centri  in  un  piano,  oppure  passano  per  un  punto  ? 

25)  Un  piano  passante  per  i  centri  (7,  6"  di  due  sfere  sega  queste  lungo 
due  cerchi,  i  cui  centri  di  similitudine  (n."  160,  es.  14)  )  non  variano,  mentre 
quel  piano  mota  intorno  alla  retta  CC\  e  diconsi  centri  di  similitudine 
(interno  ed  esterno)  delle  due  sfere.  Date  le  coordinate  dei  centri  C,  C  ed 
i  raggi  delle  sfere,  si  determinino  le  coordinate  dei  due  centri  di  similitu- 
dine. Ciascuno  di  essi  è  vertice  di  uu  cono  rotondo  circoscritto  ad  ambedue 
le  sfere. 

26)  Si  estendano  ai  centri  di  similitudine  di  tre  sfere,  prese  due  a  due, 
i  risultati  enumerati  nell'  es.  15)  del  n."  160. 

27)  Quattro  sfere,  prese  due  a  due,  danno  complessivamente  dodici 
centri  di  similitudine.  Si  dimostri  che  i  sei  centri  di  similitudine  esterni 
sono  in  un  piano,  e  a  tre  a  tre  su  quattro  rette  ;  i  tre  centri  di  similitudine  in- 
terni, che  tre  delle  sfere  determinano  colla  quarta,  e  i  tre  esterni,  che  quelle 
determinano  fra  loro,  sono  pure  in  un  piano,  e  a  tre  a  tre  su  quattro  rette; 
e  finalmente  i  quattro  centri  di  similitudine  interni,  che  due  delle  sfere  de- 
terminano colle  altre  due,  e  i  due  esterni  della  prima  e  seconda  coppia  di 
sfere  sono  in  un  piano,  e  a  tre  a  tre  su  quattro  rette. 

IV.  Inversicne  rispetto  a  una  sfera.  —  28)  Il  concetto  di  trasformazione 
per  raggi  vettori  reciproci,  o  inversione,  rispetto  a  un  centro  rf'  inversione  0  e 
ad  una  sfera  fondamentale  col  centro  in  quel  punto,  è  una  estensione  imme- 
diata di  quello  stabilito  nel  piano  (v.  n."  160,  es.  16)  e  seg.).  Enunciamo  sol- 
tanto le  proprietà  fondamentali,  facili  a  dimostrarsi  direttamente.  Le  coordi- 
nate di  due  punti  P{x,  y,  z),  F'{x',  y' ,  z')  corrispondenti  {inversi)  sono  legate 
dalle  formole 

^,  r'^x  ,  r^y  ,  r^z 


^'^  +  ÌJ^  +  2-^  '  ^    ~   x-^  +  y-^  +  z-^'   ~    ~"   a;2  +  2/2  +  2--J  ' 

dove  r  è  il  raggio  della  sfera  fondamentale.  Una  sfera  ed  un  cerchio  (interse- 
zione di  due  sfere)  sono  trasformati  generalmente  in  una  sfera  ed  in  un  cer- 
chio; se  però  quelli  passano  \ìer  0,  le  figure  trasformate  sono  rispettivamente 
un  piano  ed  una  retta.  E  viceversa.  Sfere  corrispondenti  segano  la  sfera  fon- 
damentale in  uno  stesso  cerchio  (reale  o  immaginario),  e  determinano  un 
fascio,  cui  appartiene  1"  ultima  sfei-a. 

29)  Due  piani,  o  due  rette,  secautisi  formano  lo  stesso  angolo  delle  due 
sfere,  o  dei  due  cerchi  {inversi),  in  cui  si  mutano  mediante  una  inversione. 
Donde  segue  che  l'angolo  di  due  superficie,  o  di  due  curve  qualsiasi,  in  un 
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punto  ad  esse  comuae,  è  uguale  all'  angolo  delle  figure  inverse,  nel   punto 
corrispondente  (^). 

30)  Fissato  sopra  una  sfera  un  punto  P{polo),  e  condotto  un  piano  ti 
parallelo  al  piano  tangente  in  P,  per  es.  passante  per  il  centro  (piano 
dell'e^'ua^ore),  si  proiettino  i  punti  della  sfera  da  P  su  ti.  Ogni  punto  A 
della  sfera  ha  una  determinata  proiezione  A'  su  jt,  eccetto  quando  A 
cade  in  P,  giacche  allora  A'  è  indeterminato  sulla  retta  all'infinito;  e  vi- 
ceversa. Si  ottiene  cosi  una  rappresentazione  della  sfera  sul  piano  tt,  cono- 
sciuta da  Ipparco  e  Tolomeo,  e  detta  proiezione  stereografica.  Le  principali 
proprietà  della  proiezione  stereografica  seguono  dal  fatto,  che  una  figura 
AB  ...  sulla  sfera,  e  la  proiezione  A'B' ...  sul  piano,  sono  inverse  rispetto  al 
centro  di  inversione  P  e  ad  una  sfera  fondamentale,  che  ha  centro  P  e  passa 
per  il  cerchio  segato  da  ti  sulla  sfera  primitiva.  8i  vede  così  che  «  i  cerchi 
della  sfera  primitiva  si  proiettano  stereograficamente  in  cerchi  »,  e  «  che 
r  angolo  di  due  curve  sulla  sfera  è  uguale  all'  angolo  delle  due  curve  pro- 
iezioni »  In  virtù  dell'ultima  proprietà,  la  proiezione  stereografica  dicesi 
conforme,  e  viene  adoperata  spesso  nel  tracciamento  delle  carte  geografiche. 

31)  Le  proprietà  suddette  della  proiezione  stereografica  si  deducono  an- 
che per  via  analitica,  valendosi  delle  formole  che  legano  le  coordinate  di 
due  punti  corrispondenti.  Assunta  come  sfera  primitiva  In  x^  -\-  y^  -}-  z'^  =  r'^, 
come  polo  P  il  punto  (0,  0,  r),  e  come  piano  ti  il  piano  2:  =:  0,  si  osservi 
che  le  coordinate  (x,  y,  z)  di  un  punto  A  della  sfera  sono  espresse,  in  fun- 
zione delle  coordinate  {x',  y')  del  punto  proiezione  sul  piano,  mediante  le 
formole 

—  2r-a;'  _  2r^y'  _       x'^-{-y'^  —  r^ 

^  ~   x'^  +  2/'^  +  ^2  '  ^  ~   a;'2  -f  2/'2  -f  r3"'  ^  ~~  *"   x'2  +  i/'S -f  r^  ' 
donde 

^'  =  T^V'  y'  =  T^V'  (^'  +  ^'  +  -^'  =  ^')- 

r  —  z  r  —  z 

324.  Equazioni  parametriche  di  una  curva.  —  Non  sempre 
si  riesce  a  tradurre  direttamente  la  legge,  secondo  cui  vien  de- 
scritto un  luogo  geometrico,  nelle  equazioni  del  luogo.  Conviene 
allora  introdurre,  accanto  alle  coordinate  del  punto  mobile,  certe 
variabili  ausiliari,  dette  parametri,  e  stabilire  relazioni  tra  quelle 
coordinate  e  questi  parametri.  Eliminando  poi  i  parametri  fra 
le  dette  relazioni,  si  perverrà  ad  una  o  più  equazioni  fra  le 
coordinate  .x,  y,  z,  equazioni  rappresentanti  il  luogo  che  si  vuol 
studiare.  Questo  procedimento  si  giustifica  colle  stesse  conside- 
razioni svolte  in  geometria  piana  al  n."  144  e  seg. 


(1)  Per  angolo  di  due  superficie,  o  di  due  curve,  in  un  punto  comune,  si  intende 
r  angolo  formato  dai  piani,  o  dalle  rette,  tangenti  a  quelle  superficie,  o  curvo,  nel  punto. 
Basterà  qui  prendere  questo  concetto  com.e  intuitivo. 
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D'  altra  parte  è  spesso  opportuno  rappresentare  una  linea, 
od  una  superfìcie  (anziché  nel  modo  indicato  ai  n.'  317,  319), 
mediante  equazioni  parametriche,  esprimenti  le  coordinate  del 
punto  mobile  che  descrive  il  luogo,  in  funzione  di  uno  o  due 
parametri. 

Siano,  ad  es., 
(^)  ^  =  f{t),     y  =  (p(t),     z  =  tp(t) 

funzioni  continue  della  variabile  t,  per  i  valori  di  questa  com- 
presi in  un  conveniente  intervallo.  Ad  un  valore  di  t  corri- 
sponde, in  virtù  delle  (1),  una  terna  di  valori  (x,  y,  z),  e  quindi 
un  punto  ;  al  variare  di  t,  il  punto  si  muove  con  continuità,  e 
descrive,  generalmente,  una  curva,  rappresentata  dalle  (1). 
Eliminando  il  parametro  t  fra  due  delle  equazioni  (1),  ad  es. 
fra  la  seconda  e  la  terza,  si  ottiene  la  equazione  F(ij,  z)  =  0 
di  un  cilindro  passante  per  quella  curva  ;  ed  un  secondo  cilin- 
dro 0{x,  z)  =  0  proiettante  la  curva  si  ottiene,  eliminando  t 
fra  la  prima  e  la  terza  delle  (1).  Anche  le  equazioni  F(y^  ^)  =  0, 
0(x,  z)  =  0  rappresentano  la  stessa  curva  (1),  presa  però  in- 
sieme, generalmente,  a  qualche  altra  linea  (cfr.  n.°  319). 

Per  portare  un  esempio,  si  considerino  le  equazioni  para- 
metriche 

(!')         X  =  at  -{-  a',     y  =zht  ^  h',     z  =  et  -\-  e', 
dove  le  a,  a ',...,  e'  sono  sei  costanti.  La  eliminazione  del  pa- 
rametro t  fra  le  (1')  conduce  alle  equazioni  di  una  retta  : 
X  —  a'    __    y  —  h'    _     z  ~  e' 
a  ~  b  ~       '~c 

Dunque  Ze  equazioni  (!')  rappresentano  una  retta,  i  cui  coseni 
di  direzione,  in  assi  ortogonali,  sono  proporzionali  ad  a,  è  e 
(n.°  299). 

325.  Equazioni  parametriche  di  una  superficie.  —  Si  abbiano 
ora  tre  equazioni 

(2)  X  =  f(u,  v),     y  =  (p(u,   V),     z  =  xij{u,  v), 

esprimenti  le  coordinate  di  un  punto  variabile,  mediante  fun- 
zioni continue  di  due  parametri  u,  v;  e  le  (2)  siano  tali,  che 
da  esse  sia  possibile  (almeno  teoricamente)  di  eliminare  u  e  v, 
ottenendo  una  sola  relazione  F(x,  y,  z)  —  0.  Le  (2)  rappre- 
senteranno  allora   parametricamente  la   superficie   i^  =  0:  un 
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punto  generico  di  essa  si  otterrà  dalle  (2),  attribuendo  ad  u,  v 
una  coppia  di  valori,  e  calcolando  i  corrispondenti  valori  di 
■r,  y,  z. 

Le  equazioni  (2)  lasciano  subito  apparire  due  sistemi  di 
curve  giacenti  sulla  superficie.  Se  infatti,  nelle  (2),  diamo  ad  u 
un  valore  costante  w  r=  Mj,  e  lasciamo  variare  il  solo  parame- 
tro V,  il  punto  (a;,  1/,  z)  corrispondente  descrive  (n.°  324)  una 
curva,  che  giace  sulla  superficie,  e  può  indicarsi  con  Ui.  Una 
seconda  curva  U^  si  ottiene,  attribuendo  al  parametro  u  un  se- 
condo valore  m  =  m2, 
e  lasciando  variare 
V  ;  ed  analogamente 
si  ottengono  infinite 
altre  curve  ZJa,  C/4 ,.., 
che  si  succedono  con 
continuità,  se  i  valori 
attribuiti  ad  u  for- 
mano una  successione 
continua  ;  tutte  que- 
ste curve  formano 
un  primo  sistema  di 
curve  sulla  superficie, 
il  sistema  u  =  cost. 
Un  secondo  sistema 
sulla  superficie  si  ottiene,  attri- 
buendo al  parametro  v  un  valore  fisso,  che  potrà  essere  Vi, 
oppure  v-2,  oppure  Va  ,  .  .  .  ,  e  lasciando  di  volta  in  volta  va- 
riare m;  sarà  il  sistema  v  =  cost.  I  due  sistemi  di  curve  for- 
mano sulla  superficie  un  reticolato  ;  per  ogni  punto  P  della 
superficie  passa  una  curva  del  primo  sistema  ed  una  curva 
del  secondo,  se  le  equazioni  (2)  sono  di  tal  natura,  che, 
fissate  le  coordinate  (x,  y,  z)  del  punto  P,  rimangano  indivi- 
duati i  corrispondenti  valori  Ui,  Vi  di  u  e  v,  in  tal  caso,  quei 
valori  Mi,  Vi  potranno  riguardarsi  come  speciali  coordinate 
{curvilinee)  del  punto  P  variabile  sopra  la  superficie. 

La  superficie  poi  potrà  ritenersi  generata,  sia  da  una  curva 
U,  la  quale  si  muova,  e  si  deformi,  assumendo  le  posizioni  delle 
curve   Z7i,    ZJi,  .  .  .  ,  che  tutte  si  appoggiano  alle  curve  fisse  V^, 


di    curve,    Yi,    F.,,   T^3  , 


X  —  a 

a 

a 

y  -  h" 

b 

b' 

z    -  e" 

e 

e' 

—  571  — 

F2,  •  •  •  ;  sia  da  una  curva  F,  la  quale  vari  appoggiandosi  alle 
curve  fisse   JJi,    U2,  .  .  . 

Si  considerino,  ad  es.,  tre  equazioni  contenenti  linearmente 
i  parametri  : 

(2')  X  =  au-\-a'v-^a'\  ìj^=bu-{-b'v-\-b'\  zz=cu-\-c'v-\-c"\ 
esse  rappresentano  il  piano 

a     a 

=  0, 

la  cui  equazione  si  ottiene  eliminando  i  parametri.  Qui  i  due 
sistemi  di  linee  u  =  cost,  v  =  cost.,  sono  due  fasci  impropri 
di  rette  giacenti  nel  piano  ;  e  le  coordinate  (m,  v)  di  un  punto 
del  piano  possono  riguardarsi  come  coordinate  cartesiane,  sul 
piano,  rispetto  agli  assi  i*  =  0,  i?  =  0  e  al  punto  unità  {u  =  1, 
V  =  1). 

Un  secondo  esempio  interessante  è  fornito  dalle  equazioni 
(cfr.  n.°  309) 

(2")    X  :=■  r  sen  d^  cos  rp,     y  z=i  r  sen  5-  sen  go,     z  =■  r  cos  d-, 
dove  r  è  una  costante,  d-^  cp  sono  i  parametri,  ed  x,  y,  2  sono 
coordinate  cartesiano  ortogonali. 

Eliminando  i  parametri,  coli'  innalzare  a  quadrato  le  tre 
equazioni  e  sommare,  si  ottiene 

^2  _|_  y2  ^  ,-z  =  r\ 

equazione  di  una  sfera  avente  il  centro  nell'origine  e  raggio  r. 
Le  linee  d-  =  cost.,  ossia  z  =  cost.,  sono  cerchi  paralleli  segati 
dai  piani  paralleli  ad  xy\  le  linee  (p  =  cost,  ossia  ^- =  cost., 
sono  cerchi  massimi  meridiani  segati  dai  piani  condotti  per 
l'asse  z.  Le  coordinate  (p  q  d"  ài  un  punto  della  sfera  sono  la 
longitudine,  rispetto  al  meridiano  (principale)  gp  =  0,  situato 
nel  piano  xz,  e  il  complemento  della  latitudine,  o  colatitudine\ 
perciò  qo  e  i?'  si  chiamano  coordinate  geografiche  sulla  sfera. 

32(>.  Eqiiaxìoiu  di  ciliiuli'i  e  coni.  —  Le  considerazioni 
generali,  esposte  sul  principio  del  n."*  324,  permettono  di  formare 
le  equazioni  di  certe  famiglie  di  superficie,  che  frequentemente 
si  incontrano. 

Una  superficie  generata  da  una  retta  mobile,  le  cui  posi- 
zioni dipendano  dai  valori  attribuiti   ad   un  parametro,    dicesi 
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rigata  ;  le  infinite  rette,  che  la  costituiscono,  sono  le  generatrici 
della  superficie.  Poiché  la  posizione  di  una  retta 

(1)  X     =     Z^     -|-    ^7  y     =     ^•^     -|-      ? 

dipende  dai  valori  di  quattro  quantità  l^  m,  p,  g-,  la  (1)  descri- 
verà una  rigata,  se  quelle  quantità  saranno  legate  da  tre  rela- 
zioni (o  se  saranno  espresse  in  funzione  di  un  parametro).  Eli- 
minando Z,  m,  ^,  q  fra  queste  tre  relazioni  e  le  (1),  si  avrà  la 
equazione  della  rigata. 

Fra  le  rigate  sono  notevoli,  in  particolare,  i  cilindri  e  i  coni. 
La  rigata  è  un  cilindro,  se  le  generatrici  sono  tutte  parallele 
tra  loro;  è  un  cono,  so  passano  tutto  per  uno  stesso  punto  fisso 
(vertice). 

Ora  la  retta  (1)  si  muove  parallelamente  a  sé  stessa,  se 
restano  fissi  i  valori  di  l,  m  (n.°  290).  Perchè  essa  descriva  un 
cilindro,  basterà  dunque  che  passi  una  relazione  fra  i  due  pa- 
rametri rimanenti  p^  q: 

(2)  f(p,  q)  z=   0. 

V equazione  del  cilindro  si  ottiene,  eliminando  p,  q  fra  le  (1) 
e  la  (2);  è  dunque 

(3)  f{x  —  /^,     y  —  mz)  =:  0. 

Si  osservi  che  la  (2)  ha  un  semplice  significato  geome- 
trico; essa  rappresenta  infatti  la  curva  sezione  del  cilindro  col 
piano  xy^  perchè  p^  q  sono  le  coordinate  della  intersezione  della 
generatrice  (1)  col  detto  piano.  Si  noti  inoltre  che,  se  la  genera- 
trice (1)  è  parallela  all'asse  2',  allora  l  =  m  =  0,  e  si  ricade 
in  un  tipo  di  equazione  già  nota  (n.°  318). 

Proponiamoci  ora  di  scrivere  la  equazione  di  un  cono 
avente  per  vertice  il  punto  F(2;o,  ìJoi  ■So)-  Ogni  retta  per  V  ha 
equazioni  del  tipo 

(4)  X    —    Xq    :=    1{Z    —    Zo),       y    —    2/o    =    ^{^    —    ^o). 

La  retta  descrive  un  cono,  se  fra  i  due  parametri  Z,  m  passa 
una  relazione 

(5)  /■(/,  m)  =  0. 

L'  eliminazione  di  l,  m  fra  le  (4:)  e  la  (5)  conduce  a  scri- 
vere V  equazione  del  cono  sotto  la  forma 

(6)  fi^'—J^^     JL.IZ_^«\  ==  0. 

^  \Z    —    Zo  Z     Z(iì 
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Se  il  vertice  coincide  coU'origine  (xo  =  ì/q  =  ^^^  z=  0), 
si  ricade  in  una  equazione  già  nota  (n.°  318). 

Vediamo,  ad  es.,  come  si  riesca  a  scrivere  la  equazione  del 
cono  proiettante  dall'  origine  una  curva  assegnata 

(7)  <p{X,   Y,  Z)  =:  0,     i/,(X,    Y,  Z)  =  0, 

dove  le  coordinate  cartesiane  di  un  punto  descrivente  la  curva 
si  sono  indicate  con  X,    F,  Z,  per  distinguerle  dalle  coordinate 
x^  ?/,  z  di  un  punto  generico  del  cono.  Qui,  in  luogo  delle  (4), 
abbiamo  le  equazioni 
(4')  X  -^  Iz^     y  ■=!  mz. 

Il  legame  (5)  fra  l  ed  m  si  otterrà  imponendo  alla  retta  (4') 
di  contenere  un  punto  (X,    F,  Z)  della  curva  (7),  il  che  dà 

(8)  l  =  ^^,      m=^- 

eliminando  X,  F,  Z  fra  le  due  ultime  relazioni  e  le  due  (7), 
si  avrebbe  appunto  una  relazione  fra  /,  m.  Resterebbe  poi,  se- 
condo il  procedimento  sopra  esposto,  da  eliminare  Z,  m  tra  la 
detta  relazione  e  le  (4').  Riassumendo  :  per  ottenere  la  equa- 
zione del  cono,  si  devono  eliminare  le  cinque  variabili  X,  F,  Z^ 
l,  m  fra  le  sei  relazioni  (7),  (4')  e  (8).  Ora,  in  questo  caso,  con- 
viene condurre  la  eliminazione  nel  seguente  modo.  Eliminiamo 
anzitutto  Z,  in  fra  le  (4')  ed  (8);  otterremo  le  relazioni 
(c)\  X    __    X         y    _     Y 

le  quali,  introducendo  una  variabile  ausiliare  ^,  possono  anche 
scriversi  cosi 

(10)  X=  -|-,     Y=y-,     Z=   j, 

eseguiamo  poi  le  sostituzioni  (10)  nelle  (7),  che  divengono 

ed  eliminiamo  finalmente  t  fra  queste  due.  L'equazione  risul- 
tante rappresenta  appunto  il  cono  richiesto. 

Il  lettore  osserverà  che  il  procedimento  consiste,  in  sostanza, 
nello  scrivere  le  equazioni  della  curva  (7)  in  coordinate  omo- 
genee X,  y,  0,  t,  sotto  la  forma  (7'),  e  nell'eliminare  la  quarta 
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coordinata  t.  Come  la  eliminazione  di  una  delle  tre  coordi- 
nate X,  y,  s,  tra  le  equazioni  di  una  curva,  equivale  a  proiet- 
tare la  curva  dal  punto  all'  infinito  di  uno  degli  assi  coordi- 
nati (n.*'  313),  cosi  la  eliminazione  della  quarta  coordinata  t^ 
equivale  alla  proiezione  della  curva  dall'  origine,  quarto  vertice 
del  tetraedro  fondamentale  del  sistema  cartesiano  omogeneo. 

3iJ7.  Superficie  rotonde.  —  Un'altra  famiglia  interessante 
di  superficie  è  costituita  dalle  superficie,  rotonde  (o  di  rotazione). 
Una  superficie  rotonda  è  generata  da  una  curva,  che  ruoti 
intorno  ad  una  retta  fissa  {asse)^  colla  quale  la  curva  sia  rigi- 
damente collegata.  Ogni  punto  della  curva  descrive  un  cerchio 
{parallelo).,  che  sta  in  un  piano  perpendicolare  all'  asse,  ed  ha 
il  centro  suU'  asse  ;  ed  ogni  piano  perpendicolare  all'  asse  sega 
la  superficie  (se  vi  è  intersezione)  lungo  uno  o  più  paralleli. 
I  piani  per  l'asse  segano  la  superficie  lungo  curve  tutte  uguali, 
che  diconsi  meridiani^  e  sono  simmetriche  rispetto  all'  asse. 
E  la  superficie  può  ritenersi  generata  facendo  ruotare  di  mezzo 
giro  un  meridiano  intorno  all'  asse  (o  di  un  intero  giro  la  metà 
di  un  meridiano,  che  sta  da  una  banda  dell"  asse). 

Volendo  scrivere  1'  equazione  di  una  superficie  rotonda, 
supporremo  appunto  che  questa  venga  generata  da  un  meri- 
diano; e,  per  maggior  semplicità,  ci  riferiremo  ad  un  sistema 

cartesiano  ortogonale,  il  cui 
asse  z  coincida  coll'asse  di  ro- 
tazione. Supponiamo  data  l'e- 
quazione del  meridiano  in  uno 
dei  piani  per  z.,  ad  es.  sul  pia- 
no xz\  se  con  X,  Z  indi- 
chiamo le  coordinate  di  un 
punto  qualsiasi  di  questo  pia- 
no iy  =  0),  il  meridiano  avrà 
una  equazione  del  tipo 
(1)  f(X,  Z)  =  0. 

Se  un  punto  M(X,  Z)  di  esso, 
ruotando  intorno  a  z,  si  porta 
nella  posizione  F(x,  y,  z\  si  potranno  subito  stabilire  due  re- 
lazioni tra  le  coordinate  di  if  e  quelle  di  P,  ricordando  che  M 
e  P  si  trovano  sopra  uno  stesso  piano  parallelo  a  xy,  e  sono 


M(\Z) 
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equidistanti  dal  punto  Q(0,  0,  z\  in  cui  quel  piano  sega  z.  Si 
ha  precisamente 

(2)  z  =  z,    X  =z  ±  \/~x^~-\ry2^ . 

Se  facciamo  variare  x,  y,  z,  in  modo  che  i  valori  X,  Z,  risul- 
tanti dalle  (2),  verifichino  la  (1),  il  punto  P{x,  y,  z)  varierà, 
descrivendo  tutta  la  superficie.  L'equazione  di  questa  si  otterrà 
dunque  eliminando  i  parametri  X  q  Z  tra  la  (1)  e  le  (2).  Così 
si  ricava 

(3)    ^  fi'^-Vx^-^^,  z)  =  0, 

che  è  l'equazione  richiesta. 

Brevemente  si  può  dire  che  V  equazione  della  superficie  ro- 
tonda generata  da  una  curva  del  piano  xz,  la  quale  ruoti  intorno 
all'  asse  z,  si  ottiene  sostituendo  nella  equazione  della  curva 
zt  y  x'^  -J-  y-  al  posto  di  x. 

Osservazioni.  —  Se  la  superficie  rotonda  si  suppone  gene- 
rata dalla  rotazione  di  una  curva  sghemba  qualsiasi 
(1')  f(X,    Y,  Z)  ^  0,     <p(X,    Y,  Z)  =  0 

intorno  all'asse  ?,  per  esprimere  il  legame  fra  un  punto  M(X, 
Y,  Z)  di  questa  curva  ed  una  posizione  P(x,  y,  z)  assunta  dal 
punto    mediante   la    rotazione,    dovremo   adoperare,    in    luogo 
delle  (2),  le  relazioni 
(2')  Z  =  z,     zi  VX^''^'~W  =  ±  V'x^'J^  . 

L'  equazione  della  superficie  si  otterrà  eliminando  X,  Y,  Z 
fra  le  quattro  equazioni  (1'),  (2'). 

328.  (^uadriche  rotonde.  —  Per  fare  un'  applicazione  del 
procedimento  sopra  indicato,  esaminiamo  le  superficie,  che  si 
ottengono  facendo  ruotare  una  conica  intorno  ad  uno  dei  suoi 
assi  di  simmetria.  Troveremo  certe  particolari  superficie  del 
secondo  ordine,  che  prendono  il  nome  di  quadriche  rotoìide. 

Si  abbia,  ad  es.,  una  ellisse,  che  possiamo  ritenere  situata 
nel  piano  xz^  in  guisa  che  x  q  z  siano  gli  assi  della  curva. 
Questa  avrà  una  equazione  del  tipo 

Il     ,      Z^  _ 
a2     ^     62     —  ^• 

Tacendo  ruotare  la  curva  intorno  all'asse  z,  otteniamo  un  ellissoide 
rotondo  di  equazione 

^2         ~r    12    —  ■■■• 
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L'ellissoide  dicesi  schiacciato  se  a  >•  6,  allungato  se  a  <C  6;  è 
una  sfera  se  a  =  b. 

Similmente  la  iperbole 

A'    _     ^    —    1 

ruotando  intorno  all'asse  non  trasverso  ^,  descrive  Y iperholoide 
rotondo  ad  una  falda 

^2    _^    ^2  ^^       _     1 


«2  62 

mentre,  ruotando  intorno  all'  asse  traverso  x^  descrive  V  iperbo- 
loide rotondo  a  due  falde 

A^    _     ^^  +  ^^   —  1 

Finalmente  la  parabola 

X^  =  2pZ, 
ruotando  intorno  all'  asse  z,  descrive  il  paraboloide  rotondo 
x^  -\-  y^   =   2pz. 
Si  hanno  così  quattro  tipi  di  quadriche  rotonde,  le  cui  forme, 
facili  ad  immaginare,  verranno  poi  studiate  accuratamente  nella 
teoria  delle  quadriche. 

329.  IiiTÌliippi  di  piani.  —  Il  concetto  di  luogo  di  punti 
nello  spazio  si  trasforma,  per  dualità,  nel  concetto  di  inviluppo 
di  piani,  ente  costituito  dai  piani  soddisfacenti  ad  una  legge 
assegnata.  Un  inviluppo  di  piani  si  rappresenta  mediante  una 
o  più  equazioni  in  coordinate  di  piani,  ad  es.  non  omogenee, 
u,  V,  w  ]  ed  e  formato  da  quei  piani,  che  colle  loro  coordinate 
soddisfano  alle  equazioni  nominate. 

Come  si  distinguono  luoghi  di  punti  semplicemente  infiniti 
o  curve,  e  luoghi  doppiamente  infiniti  o  superficie,  cosi  si  do- 
vranno considerare  inviluppi  di  piani  semplicemente  e  doppia- 
mente infiniti. 

a)  Un  inviluppo  doppiamente  infinito  si  compone  dei  piani 
soddisfacenti,  colle  loro  coordinate,  ad  una  equazione  f{u,  v,  w)  =  0. 
L' inviluppo  dicesi  algebrico,  di  classe  n,  se  la  equazione  è  alge- 
brica (razionale,  intera)  di  grado  n.  Gli  inviluppi  doppiamente 
infiniti  di  prima  classe  sono  le  stelle  di  piani,  o,  se  si  vuole,  i 
punti,  considerati  come  sostegni  degli  infiniti  piani  passanti  per 
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essi  (n.°  312).  Tra  gli  inviluppi  doppiamente  infiniti  di  seconda 
classe  si  trova  (come  il  lettore  vedrcà  facilmente)  l'insieme  dei 
piani  tangenti  ad  una  data  sfera. 

Un  inviluppo  doppiamente  infinito  (algebrico  o  trascendente) 
è  pure  costituito  dai  piani,  che  toccano  una  data  curva  piana 
(algebrica  o  trascendente),  vale  a  dire  che  passano  per  le  sin- 
gole tangenti  alla  curva.  Quell'  inviluppo  si  compone  di  infiniti 
fasci  di  piani,  i  cui  assi  stanno  in  un  piano  o,  e  corrisponde, 
per  dualità,  ad  una  superficie  costituita  da  infinite  rette  pun- 
teggiate uscenti  da  un  punto  S,  vale  a  dire  ad  un  cono  di 
vertice  >S'  (^). 

è)  Un  inviluppo  semplicemente  infinito  di  piani  è,  in  linea 
generale,  costituito  dai  piani  comuni  a  due  inviluppi  doppiamente 
mfìniti,  e  si  rappresenta  mediante  le  equazioni  f(u,  v,  w)  =  0, 
g>(u,  V,  w)  =  0  di  questi.  Cosi,  ad  es.,  i  piani  di  un  fascio 
costituiscono  un  inviluppo  semplicemente  infinito,  rappresen- 
tato da  due  equazioni  lineari  in  u,  v,  w  (n.''  312);  i  piani 
passanti  per  un  punto  e -tangenti  ad  una  sfera  formano  pure 
un  inviluppo  semplicemente  infinito,  rappresentato  da  una  equa- 
zione lineare  e  da  una  (particolare)  equazione  quadratica  in 
M,  V,  w.  I  piani  proiettanti  da  un  punto  le  tangenti  ad  una 
curva  piana  appartengono  ad  un  inviluppo  semplicemente  infi- 
nito (inviluppo  conico  di  piani),  che  corrisponde,  per  dualità 
nello  spazio,  ad  una  curva  piana  considerata  come  luogo  di 
punti. 

Queste  poche  nozioni  bastano  per  il  seguito,  ove  incontre- 
remo soltanto  inviluppi  doppiamente  infiniti  di  seconda  classe. 

Esercizi.  I.  —  i)  Scrivere  V  equazione  del  cono,  che  ha  il  vertice  nel- 
r  origine  delle  coordinate  e  per  direttrice  il  cerchio  aa;+6^4-c.--f-rf  =  0 

(X   -    a)2  -}-   (y  ~   ^)2   4-   (^   _   y)2   _    y2_ 

2)  Equazione  del  cilindro,  che  ha  per  direttrice  il  cerchio  x^  -}-  y^  =  r'^ 
del  piano  xy  e  le  generatrici  parallele  alla  retta    -   =  ^    -  -^-  • 

I  m  n 


(J)  Come  un  cono  di  vertice  0(cc  =  0,  ?/  =r  0,  ^  =  0)  è  rappresen- 
tato, in  coordinate  cartesiane,  da  un'equazione  omogenea  in  x,  y,  z  (d.°318), 
cosi  r  inviluppo  dei  piani,  che  toccano  una  curva  giacente  sul  piano  all'in- 
finito {u  =  0,  V  =  0,  IO  =  0),  è  rappresentato  da  un'  equazione  omogenea 
in  u,  V,  w. 
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3)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  piano  e  da  una  retta  fissa 
sono  in  rapporto  costante,  è  un  cono  col  vertice  nel  punto  d' incontro  della 
retta  e  del  piano,  ovvero  un  cilindro  se  la  retta  è  parallela  al  piano  ;  il 
cono  risulta  di  rotazione,  se  la  retta  è  perpendicolare  al  piano.  (Per  sem- 
plificare la  ricerca,  in  questo  e  negli  es.  seguenti,  converrà  scegliere  con- 
venientemente gli  assi  ;  si  potrà,  ad  es.,  nel  primo  caso  scegliere  la  retta 
come  asse  coordinato,  e  il  piano  passante  per  l'origine). 

4)  Il  luogo  dei  punti  tali,  che  la  somma  (o  la  differenza)  delle  distanze 
da  due  punti  fissi  sia  costante,  è  un  ellissiode  (o  iperboloide  a  due  falde) 
rotondo,  avente  come  asse  la  retta  congiungente  i  due  punti. 

5)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  e  da  un  piano  fissi 
sono  in  rapporto  costante,  è  una  quadrica  rotonda  intorno  alla  perpendico- 
lare calata  dal  punto  sul  piano,  e  precisamente  un  ellissoide,  un  parabo- 
loide, o  un  iperboloide  a  due  falde,  secondo  che  il  valore  del  rapporto  è 
minore,  uguale  o  maggiore  dell'  unità. 

6)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  punto  e  da  una  retta 
hanno  un  rapporto  costante  A-,  è  un  ellissoide  rotondo,  o  un  iperboloide  ro- 
tondo ad  una  falda,  secondo  che  A"  è  minore  o  maggiore  dell' unità.  Qual'è 
l'asse  di  rotazione  ?  Se  k  =  1,  si  ottiene  un  cilindro  parabolico,  normale  al 
piano  individuato  dal  punto  e  dalla  retta. 

7)  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  (in  generale  sghembe) 
sono  in  rapporto  costante,  è  una  superficie  del  secondo  ordine,  che  diventa 
un  cono  se  le  due  rette  s'incontrano,  e  un  cilindro  se  sono  parallele. 

8)  Un  cerchio  di  raggio  r,  il  quale  ruoti  intorno  ad  una  retta  del  suo 
piano,  genera  una  superficie  rotonda  del  quarto  ordine,  detta  toro  (o  super- 
ficie anulare).  Si  scriva  l'equazione  della  superficie,  assumendo  l'asse  di 
rotazione  come  asse  z,  ed  il  piano  contenente  i  centi'i  dei  cerchi  meridiani 
come  piano  xy.  Si  determinino  le  intersezioni  del  toro  coi  piani  coordinati, 
con  piani  paralleli  a  questi  e  col  piano  all'infinito.  Si  osservi,  in  partico- 
lare, che  il  piano  y  ^=  r  sega  il  toro  lungo  una  curva  di  Cassini  (n.°  163), 
e  precisamente  lungo  una  lemniscata,  se  la  distanza  del  centro  del  cerchio 
meridiano  dall'asse  z  e  2r. 

9)  Luogo  dei  punti  tali,  che  il  prodotto  delle  distanze  da  due  punti 
fissi  sia  costante  (cfr.  n.°  163,  3)  ). 

10)  Luogo  di  un  punto  tale,  che  il  triangolo  avente  per  vertici  i  piedi 
delle  perpendicolari  calate  dal  punto  sulle  faccie  di  un  triedro  trirettan- 
golo,  abbia  data  area. 

11)  Un  piano  varia  in  guisa,  che  il  volume  formato  da  esso  coi  tre 
piani  coordinati  si  mantiene  costante  ;  si  trovi  il  luogo  descritto  dal  piede 
della  perpendicolare  calata  dall'origine  sul  piano. 

IL  -  12)  Si  sa  (n.°  309,  es.  6)  )  che  le  formule 

X  =  X  -{-  a,     y  =  Y  -{-  b,    z  =  Z  -}-  e 
determinano  la  posizione  {x,  y,  z)  assunta  da  un  punto  generico  (X,  1',  Z) 
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dello  spazio  mediante  una  traslazione.  Se  a,  b,  e  sono  funzioni  continue  di 
un  parametro  m,  il  punto  avente  le  coordinate 

(1)  x  =  X-{-  fiiii),     y  =   Y-{-  f.^{u\     z  =  Z  -{-  f^iu) 

varia  con  u,  e  descrive  una  curva  C,  la  quale  passa  per  la  posizione  iniziale 
(X,  r,  Z),  se  (come  supporremo)  per  un  valore  dì  u,  ad  es.  per  zt  :=  0,  si 
annullano  le  funzioni  /"j  («),  fc^{u),  f^{u).  La  C  può  riguardarsi  come  la  curva, 
traiettoria,  descritta  dal  punto  (X,  F,  Z),  a  cui  si  applichi  una  serie  conti- 
nua di  successive  traslazioni.  La  stessa  serie  di  traslazioni,  applicata  ad  un 
nuovo  punto  (Xq,  Yq,  Zq),  lo  fa  muovere  lungo  una  curva  uguale  alla  C, 
le  cui  equazioni  si  otterrebbero  dalle  (1),  ponendo  Zq,  Yq,  Zq  al  posto  dì 
X,  Y,  Z.  Ora  si  applichi  quella  serie  di  traslazioni  ai  singoli  punti  di  una 
curva  C  avente  le  equazioni 

X  =  9Pi(v),     Y  =  (P2{v),     Z  =  (p^{v). 
Questa  curva  descriverà  una  superficie   di   traslazione,    rappresentata   dalle 
equazioni 

(2)  X  =  fiiu)  +  (piiv),     y  =  f^iu)  +  qpgd'),     2  =  faiu)  +  <p^{v). 

Di  questa  superfìcie  si  dicono  generatrici  la  curva  C'{u  =  0)  e  le  curve 
ad  essa  uguali,  u  =  cost.  ;  mentre  diconsi  direttrici  le  curve  v  =  cost.,  tutte 
uguali  alla  C.  E  chiaro  però,  data  la  simmetria  con  cui  entrano  le  f  eie  (p 
nelle  (2),  che  l'ufficio  delle  direttrici  e  delle  generatrici  è  scambievole  ;  la 
superfìcie  può  anche  riguardarsi  come  generata  da  una  curva  uguale  a  C\ 
la  quale  sì  muova  per  successive  traslazioni,  in  modo  che  ì  suoi  punti  de- 
scrìvano curve  uguali  a  C  Una  superficie  dì  traslazione  può  anche  riguar- 
darsi come  luogo  dei  punti  medi  dei  segmenti,  che  congiungono  i  punti 
di  due  curve  (Lie)  ;  partendo  dalle  curve 

X  =  2/iW,         y  =  2/-2(m),         z  =  2f^iu), 
X  =  2g>i(u),        !/  =  2(p2{u),        z  =  2q)^{u), 
si  ritrova  la  superficie  (2). 

Per  fare  qualche  applicazione,  sì  consideri  :  a)  il  caso  che  le  curve 
C,  C  '  sieuo  due  rette,  e  si  troverà  come  superfìcie  di  traslazione  un  piano  ; 
b)  una  curva  sìa  il  cerchio  x=  r  cosu,  y  =  r  sen  u,  z  =  0,  e  V  altra  la  retta 
X  =  av,  y  =  bv,  ^  =:  cv  ;  la  superficie  è  allora  il  cilindro,  la  cui  equazione, 
ottenuta  eliminando  ì  parametri  m,  i-,  è  {ex  —  azY^  -\-  (cy  —  bz)^  =  c^r^; 
e)  se  le  due  curve  sono  le  parabole  x  =  2pu,  y  =  0,  z  =z  2pu'^  ;  x  =  0, 
y  =  2qv,z  =  2qv'\la,  superficie  è  il  paraboloide  ellittico  -^  -\-  -^-  =  2z. 
13)  Le  formole 

X  =  Xcos<p  ~  Y  sen<p,     y  =  X  sen  (p  -]-  Y  cos  q>,    z  =  Z 
caratterizzano  ;1  moto  rotatorio  intorno  all'  asse  z  (n."  309,  es.  6)).  Se  X,  Y,  Z 
sono  coordinate  dei  punti  di  una  curva,  se  è  dunque   X  =  f^iu),   Y  —  f^iu), 
^  =  f-òiu),  la  superficie  di  rotazione,  che  questa  genera,  ha  le  equazioni  pa- 
rametriche 

^  =  fi(u)cos(p  —  f2Ìu)sen(p,  y  =  f^iu)  sen  (p  -j-  f^iu)  cos  (p,  z  —  f^{u). 
Per  questa  via  si  può  ritrovare  1'  equazione  di  una  superficie  dì  rotazione, 
di  cui  sia  dato  il  meridiano  sul  piano  xz.  Se  le  equazioni  della  curva 
generatrice  fossero  X  =  f{Z),    Y  =  (p{Z\  la  superficie   avrebbe  l'equa- 
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zionea;2  -f  y'i  =  [f{z)]'^  -\-  [(p{z)]^.  Se,  in  particolare,  la  curva  che  ruota 
è  la  retta  Z  =  a,  Y  =^  bZ,  la  superficie  è  l'iperboloide  a  una  falda 
aj2  _j.  y2  _  1^2^  _  ^2  (È  interessante  osservare  die  anche  la  retta  X  =  a, 
Y  ^=  —  fez,  simmetrica  dell'altra  rispetto  al  piano  xz,  genera  lo  stesso  iper- 
boloide, e  che  perciò  questa  superficie  contiene  due  sistemi  distinti  di 
rette). 

14)  Le  formule 

(1)  03  =  X  cos  9P  —  r  sen  (p,  y  =^  X  ?>Qn  (p  -\-  Y  cos,  q>,  z  =z  Z  -\-  ccp 
rappresentano  un  movimento  elicoidale  di  asse  z  (n.»  309,  es.  6)  ).  Se  in  quelle 
formole  si  fa  variare  solo  il  parametro  qp,  la  curva  descritta  dal  punto  {x, 
y,  z)  dicesi  elica  cilindrica^  ed  lia  le  equazioni  parametriche  (1);  l'elica  è 
tracciata  sui  cilindro  rotondo  x^  -^  y'^  =z  X^  ^  Y\  In  particolare,  se  il 
punto,  nella  posizione  iniziale  90  =  0,  si  trova  sull'asse  x,  le  equazioni  sono 
del  tipo 

X  =:  a  cos  gp,  y  z=  a  sen  (jp,  z  z=  ccp; 
le  proiezioni  della  curva  sui  piani  x  =  0,  y  =  0  sono  le  curve  sinusoi- 
dali (n."  163,  4))  </  =  a  sen-|-,  x  =  a  cos -~  ,  mentre  sul  piano  z  =  0 
la  proiezione  è  il  cerchio  x'^  -\-  y^  =  a^.  Dicesi  passo  dell'elica  la  di- 
stanza costante  2 ne,  che  intercede  fra  due  punti  consecutivi  della  curva 
situati  sopra  una  stessa  generatrice  del  cilindro,  su  cui  l' elica  è  trac- 
ciata. Svolgendo  il  cilindro  sopra  un  piano  (ove  siano  fissati  gli  assi  orto- 
gonali I,  ->?),  in  guisa  che  il  cerchio  base  x^  -^  y^  =  a^,  z  =^  0  si  sviluppi 
sopra  l'asse  |,  e  la  generatrice  del  cilindro  y  =::  0,  x  =  a  si  adagi  sopra 
l'asse  1],  l'elica  si  sviluppa  sulla  retta  |  =  et],  la  quale  forma  coli' asse  | 
un  angolo  a,  detto  inclinazione  dell'  elica,  e  tale  che  tg  et  =  e. 

15)  Applicando  il  movimento  elicoidale  (1)  ai  punti  {X,  Y,  Z)  di  una 
curva  X  =  fi{u),  Y  =  ^(m),  Z  =  f^{u),  si  genera  una  superficie  elicoi- 
dale, le  cui  equazioni  parametriche  sono 

X  =  fi{u)  cos  QP  —  f^iu)  sen  gp,       y  =  f^iu)  cos  qp  +  f2{u)  sen  9P, 
2  =  AW  +  ccp. 
In  particolare,  la  retta  X  =  lu,  Y  =  mu,   Z  =:  nu  genera  l'elicoide 

Z3FZ     I    e  are  tg  "*""'  +  ^^ 
r   +m2  +«arctg        ^^    _^^^, 

il  quale  sega  il  piano  xy  in  una  spirale  d' Archimede  (cfr.  n.°  163  es.  I). 
L' elicoide  dicesi  retto,  se  la  retta  generatrice  è  normale  all'asse  ;  la  sua  equa- 
zione è  z  :=^  e  are  tg  —   • 

16)  L'equazione  di  una  superficie  rotonda,  il  cui  asse  sia  una  retta 
qualsiasi  ♦ 

X  —  a    y  —  b   z  —  e 

l  m  n      ' 

si  ottiene  osservando,  che  le  equazioni 

Ix  -\-  my  -[-  W2  =   À, 

{x  -  a)2  -f  («/  -  fe)2  -f  (2  _  c)2  =  ^ 

rappresentano  un  cerchio,  il  cui  centro  sta  su  quella  retta,  ed  il  cui  piano  è 
perpendicolare  alla  retta  ;  ed  ogni  cerchio  così  situato  può  rappresentarsi  a 


V^ 
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quel  modo,  pur  di  scegliere  eonvenientemeute  i  parametri  À  e  f4-.  Se  tra  i 
due  parametri  stabiliamo  un  legame  fi-  =■  f{À)^  veniamo  ad  ottenere  infi- 
niti cerchi  costituenti  una  superficie  rotonda,  di  cui  la  retta  data  è  asse. 
L'  equazione  di  questa  superficie  è  adunque  del  tipo 

{x  -  fl)2  +  (^  -  fc)2  +  (.  _  c)2  =  f{lx  -\-  my  -\-  nz). 

In  particolare,  se  a  =  ?>  =  e  =  ?  =r  m  =r  0,  si  ricade  nel  caso  che 
1'  asse  coincida  coli'  asse  z. 

17)  Si  dimostri  che  la  superficie  del  terzo  ordine 
x^  ^  y^  -{-  z^  —  Bxyz  =  k^ 
è  rotonda  intorno  alla  retta  x  =■  y  :=z  z. 


Capitolo  V. 
Proiettività  fra  due  spazi. 

330.  Collineazioiii  e  correlazioni  nello  spazio.  —  La  nozione 
di  corrispondenza  proiettiva  fra  due  formo  di  seconda  specie 
(n.°  ICA  e  seg.)  si  estendo,  senza  difficoltà,  alle  forme  di  terza 
specie  (spazi  di  punti  o  piani).  Di  queste  nuove  corrispondenze 
tratteremo  qui  rapidamente,  sia  perchè  F  analogia  colle  forme 
di  seconda  specie  suggerisce  subito  gli  sviluppi  qui  omessi,  sia 
perchè  solo  pochi  risultati  occorrono  nel  seguito  del  corso. 

Una  proiettività  tra  due  spazi  ^,  2  '  (naturalmente  sovrap- 
posti), vale  a  dire  una  corrispondenza  che  muti  ogni  elemento 
(punto  o  piano)  di  2  in  un  elemento  di  -S',  e  forme  di  prima 
0  seconda  specie,  appartenenti  a  2,  in  forme  della  stessa  specie, 
appartenenti  di  2',  può  essere  una  collineazione  od  una  corre- 
lazione. 

a)  Due  spazi  2,  2'  diconsi  collineari  (od  omografici),  se  ai 
punti,  alle  rette,  ai  piani  di  2{o  2')  corrispondono  ordinatamente 
i  punti,  le  rette,  e  i  piani  di  2'(o  2),  e  ad  elementi,  che  si  ap- 
partengono nell'uno  spazio,  corrispondono  elementi,  che  si  appar- 
tengono neW  altro.  Piani  corrispondenti  a,  a'  in  2,  2'  sono 
collineari  (n."  165),  donde  segue  (n."  167)  che  punteggiato  cor- 
rispondenti in  2,  2'  sono  riferite  proiettivamente;  ecc. 

b)  Due  spazi  2,  2'  diconsi  correlativi  (o  reciproci),  se  ai 
punti,  alle  rette,  ai  piani  di  2(o  2')  corrispondono  i  piani,  le 
rette,  i  punti  di  2'(o  2),  e  ad  elementi,  che  si  appartengono  nel- 
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Vuno  spazio,  corrispondono  elementi.,  che  si  appartengono  nelV altro. 
Un  piano  (punteggiato  o  rigato)  di  2  ha  per  corrispondente 
una  stella  (di  piani  o  rette)  in  2'  \  e  le  due  forme  sono  rife- 
rite proiettivamente.  Una  punteggiata  di  2  ha  per  corrispon- 
dente un  fascio  di  piani  ad  essa  proiettivo  in  2' \  ecc. 

In  generale  :  due  forme  di  prima  o  seconda  specie.,  che  si 
corrispondano  in  una  proiettività  fra  due  spazi,  sono  riferite 
proiettivamente  tra  loro. 

È  chiaro  poi  che  il  prodotto  di  due  o  più  proiettività  fra 
spazi  è  ancora  una  proiettività. 

331.  Determinazione  di  una  proiettività  fra  due  spazi.  — 

Una  proiettività  fra  due  spazi  è  pienamente  determinata,  se  di 
cinque  elementi  dello  stesso  nome  {punti  o  piani)  nelVuno  spazio, 
tali  che  mai  quattro  appartengano  ad  una  forma  di  seconda  specie, 
sono  assegnati  i  corrispondenti  neW  altro  spazio,  soddisfacenti 
alle  stesse  condizioni  (cfr.  n.*'  168). 

Supposto,  ad  es.,  che  in  2  siano  dati  cinque  punti  A,  B,  C, 
D,  jB/,  tali  che  mai  quattro  appartengano  ad  un  piano,  ed  in  ^' 
siano  dati  cinque  punti  A',  B',  C,  D',  ^',  nelle  stesse  condizioni, 
si  assumano  il  tetraedro  ABCD  come  fondamentale  di  un  si- 
stema di  coordinate  proiettive  omogenee  (x,  y,  z,  t)  in  2,  ed  JE 
come  punto  unità  ;  e  similmente  si  operi  in  2',  per  fissare  il 
sistema  di  coordinate  proiettive  {x',  y' ,  z',  t').  Allora  le  ugua- 
glianze 

(1)  x'  =  X,     y'  =  y,     z'  =  z,     t'  =  t 

(o  le  proporzioni  equivalenti  x'  :  y'  : .  .  .  ■=^  x  :  y  \  .  .  .  ,  trat- 
tandosi di  coordinate  omogenee)  definiscono  una  corrispondenza 
tra  i  due  spazi,  che  è  evidentemente  una  collineazione,  e  che 
muta  i  punti  A,  .  .  .  ,  E,  in  A',  .  .  . ,  E'.  D'altra  parte,  supposto 
che  esista  tra  i  due  spazi  una  collineazione,  che  muti  la  prima 
quintupla  di  punti  nella  seconda,  e  detti  P{x,  y,  z,  t),  P'{x', 
y',  z',  t' )  due  ulteriori  punti  corrispondenti,  dalla  uguaglianza 
tra  doppi  rapporti 

(2)  AB(CnEP)  =  TB'iC'B'E'P'), 


e  dallo  analoghe  relative  ai  fasci  AC,  A'C  e  BG,  B'C,  segue 
la  relazione  /y  :  0  =  ?/'  :  0'  e  le  analoghe  (n.°  313),  donde  si 
traggono  le  proporzioni  sopra   scritte,    equivalenti    alle   ugna- 


I 


-^  583  — 

glianze  (1).  Si  conclude  esser  unica,  e  rappresentata  dalle  (1), 
la  collineazione  soddisfacente  alle  condizioni  imposte. 

La  (2),  e  le  due  uguaglianze  analoghe  citate,  permettono 
anzi,  dato   P,  di  costruire  il  punto  corrispondente"  P'. 

'iS2.  Equazioni  della  colliueazione  tra  due  spazi.  —  Una 
coUineazione  tra  due  spazi,  ove  siano  fissati  due  sistemi  di  coor- 
dinate omogenee  di  punti  (x,  y,  z,  t),  {x',  y',  z\  t'),  è  rappre- 
sentata dalle  relazioni  (1)  del  n.°  precedente,  se  i  punti  fon- 
damentali e  i  punti  unità  si  corrispondono.  In  caso  opposto, 
occorre  eseguire  in  uno  dei  due  spazi  una  trasformazione  di 
coordinate  proiettive  (n.''  315).   Si  giunge  così  a  relazioni    del 

tipo 

I  Q  x'  :=  ttiiX  4-  avzV  +  «13^  +  «14^? 

^    Q    y'     =Z     a^iX    -{-     «22  y    +     «23^    +     «24^5 
^    ^  ^     "     -'     =     a^^X    -}-     «32.?/    +     «33^    +     «34^, 


Q 

Q  V    =  a^i  a;  -[-   «43'//  +  ^43^  +  «44^» 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo  (che  può  sup- 
porsi  uguale  ad  1),  e  le  a,^  sono  sedici  costanti,  elementi  di  un 
determinante  del  quarto  ordine  A,  diverso  da  zero: 
(2)  ^   =*=   0. 

D' altra  parte,  che  quattro  relazioni  del  tipo  (1),  colleganti 
le  coordinate  omogenee  di  punti  (ad  es.  cartesiane)  di  due  spazi, 
definiscano  una  coUineazione,  quando  sussiste  la  (2),  e  che, 
viceversa,  ogni  coUineazione  possa  esser  rappresentata  a  quel 
modo, si  dimostra  direttamente, imitando  l'analogo  ragionamento 
tenuto  in  geometria  piana  (n."  171). 

Per  quella  via  si  vede  inoltre  che  le  relazioni  esprimenti 
ic,  y,  z,  t,  in  funzione  di  x\  </',  z',  t\  sono  del  tipo  (1),  e  ne 
differiscono  solo  per  lo  scambio  delle  coordinate  dei  due  spazi, 
e  per  la  sostituzione  di  a  a,  con  A  a,,  complemento  algebrico 
di  «/„  entro  ad  A  (cfr.  n.°  171,  (3)).  E  si  otterrebbero  pure, 
lasciandosi  guidare  dall'  analogia,  le  relazioni,  sempre  lineari 
ed  omogenee,  fra  le  coordinate  di  due  piani  corrispondenti  nei 
due  spazi  (cfr.  n.°  171,  (4)). 

Il  carattere  lineare  di  queste  varie  relazioni  fa  vedere  che 
una  coUineazione  tra  due  spazi  non  altera  V ordine  di  una  su- 
perficie algebrica,  ne  la  classe  di  un  inviluppo  algebrico  doppia- 
mente infinito  di  piani. 
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In  altre  parole:  l'ordine  e  la  classe  sono  caratteri  proiet- 
tivi dei  rispettivi  enti  ;  intendendo  per  carattere  proiettivo  di 
una  figura  solida  ogni  carattere,  che  non  venga  alterato  da  una 
collineazione  (cfr.  n.°  12). 

338.  Casi  particolari  metrici  di  collineazioni  fra  spazi.  — 
Supposto  che,  nelle  (1)  del  n.**  precedente,  le  coordinate  siano 
effettivamente  coordinate  cartesiane  omogenee,  risulta  che  al 
piano  all'infinito  T  =  0  del  secondo  spazio  2'  corrisponde, 
nel  primo  spazio  ^,  il  piano  a^x  -\-  ai2y  -j-  ai^s  -{-  a^^t  =  0, 
generalmente  proprio,  detto  piano  limite. 

a)  Se  però  i  piani  all'infinito  dei  due  spazi  si  corrispon- 
dono, si  ha  un  caso  particolare  di  collineazione,  detto  affinità. 
Riferendo  i  punti  di  due  spazi  affini  a  due  triedri  cartesiani 
corrispondenti,  V  affinità  vien  rappresentata,  in  coordinate  car- 
tesiane non  omogenee,  da  equazioni  del  tipo 
(1)  x'  =  Ix^     y'  =  ■my,     z'  =  n0, 

dove  Z,  m,   n  sono  tre  costanti  (cfr.  n.°  173). 

Nell'affinità  punteggiate  corrispondenti  sono  simili,  piani 
corrispondenti  sono  affini.  Due  rette  o  piani  paralleli  di  2  hanno 
per  corrispondenti  in  2'  rette  o  piani  paralleli  ;  a  un  paralle- 
lepipedo corrisponde  un  parallelepipedo,  ecc. 

E  costante  il  rapporto  tra  i  volumi  di  figure  corrispondenti 
nei  due  spazi. 

h)  Un  caso  particolare  notevole  dell'  affinità  si  presenta, 
quando  ogni  angolo  e  (quindi)  ogni  diedro  di  2  uguaglia  il 
corrispondente  angolo  o  diedro  di  2' \  allora  i  due  spazi  di- 
consi  simili. 

Passa  un  rapporto  costante  k  tra  segmenti  corrispondenti 
in  una  similitudine;  aree  corrispondenti  hanno  il  rapporto  co- 
stante A;^,  e  volumi  corrispondenti  stanno  nel  rapporto  co- 
stante k^.  Le  (1)  rappresentano  una  similitudine,  se  i  due  trie- 
dri coordinati  sono  uguali  (ad  es.  ortogonali),  e  nelle  (1)  è 
l  :=  m  =z  n(=:  k),  le  unità  di  lunghezza  essendo  le  stesse 
per  i  due  spazi. 

e)  Se  finalmente  il  rapporto  di  similitudine  k  tra  2  q  2' 
vale  1,  i  due  spazi  possono  chiamarsi  uguali.  Devono  però  di- 
stinguersi la  uguaglianza  diretta^  in  cui  figure  corrispondenti 
sono  sovrapponibili,  ed  uno  dei  due  spazi  può  considerarsi  come 
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una  posizione  assunta  dalF  altro  mediante  un  movimento,  e  la 
uguaglianza  inversa^  in  cui  figaro  corrispondenti,  pur  avendo 
lati,  angoli,  diedri  ordinatamente  uguali,  non  sono  in  generale 
sovrapponibili,  come  avviene,  ad  es.,  per  una  figura  solida  e  la 
sua  immagine  in  uno  specchio.  Le  relazioni 

x'  ■=  X,     y'   =   y,     z'  =  z, 
in    coordinate   cartesiane    ortogonali,   con   una   unica   unità   di 
lunghezza,  rappresentano  una  uguaglianza   diretta  od  inversa, 
secondo  che  i  due  triedri    (formati  dai  semiassi  positivi)  xyz, 
x'y'z'  sono  sovrapponibili  o  no  (n.*'  308,  e)). 

Osservazione.  —  Poiché  una  similitudine  tra  2  q  2'  muta 
una  sfera  di  2  in  una  sfera  di  2",  e  il  piano  all'infinito  in  se 
stesso,  essa  muterà  in  sé  stesso  il  cerchio  all'  infinito,  assoluto^ 
comune  alle  sfere  (n.°  323,  Oss.).  Vale  a  dire  :  ogni  punto  del- 
l' assoluto,  considerato  in  2,  sarà  mutato  dalla  similitudine  in 
un  punto  (generalmente  diverso)  dell'assoluto,  considerato  in  2'. 
Viceversa  :  una  collineazione  tra  due  spazi,  che  muti  V  assoluto 
in  sé  stesso,  è  una  similitiidine.  Ciò  risulta  dal  fatto  che,  se  ji 
e  Ti'  sono  due  piani  propri  corrispondenti  nella  collineazione,  i 
punti  ciclici  di  n  (comuni  a  te  e  all'  assoluto)  devono  corrispon- 
dere ai  punti  ciclici  di  n'  (comuni  di  n'  e  all'assoluto).  Ma 
allora  i  due  piani  n,  n'  sono  simili  (n.°  174,  Oss.):  angoli  cor- 
rispondenti di  essi  sono  uguali  ;  donde  si  conclude,  per  l'arbi- 
trarietà di  TT,  che  ogni  angolo  di  2  è  uguale  al  corrispondente 
angolo  di  2',  ecc.  (^). 

(})  Anahticamente  il  teorema  si  dimostra  cosi.  Premesso  che  la  nostra 
collineazione  deve  mutare  il  piano  dell'  assoluto,  cioè  il  piano  all'infinito, 
in  se  stesso,  ed  uà  triangolo  su  questo  piano,  autopolare  rispetto  all'  asso- 
luto, in  un  altro  triangolo  siffatto,  quindi  (n.°  190)  un  triedro  trirettangolo 
xyz  in  un  triedro  trirettangolo  x'i/'z',  si  assumano  questi  due  triedri  come 
fondamentali  in  due  sistemi  cartesiani  di  2",  2".  Le  equazioni  della  nostra 
collineazione  (die  è  un'  affinità)  saranno  allora  del  tipo 
(1')  x'  =  Ix,     y'  =  my,     z'  =  nz,     t'  =  t. 

Queste  mutano  1'  assoluto  di  2\  che  ha  le  equazioni 
x'^  +  y'^  +  z'-^  =  0,     t'  =  0, 
nella  conica  di  JT 

V^x^  +  ni^y-^  +  n^^s  —  q,     t  =  0. 
Ma    questa  coincide    coli' assoluto  di  H  {x^  -\-  y^  -\-  z^  =  0,  t  =  0),  solo 
quando  l^  =  m'^  =  n^  ;  ed  allora  le  (!')  rappresentano  una  similitudine. 
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334.  Elementi  uniti  in  una  collineazione.  —  Diremo,  al 
solito,  che  un  elemento  (punto,  retta,  o  piano)  è  unito,  in  una 
collineazione  tra  due  spazi  ^,  2\  quando  quell'  elemento,  con- 
siderato in  2,  ha  per  corrispondente  se  stesso  in  2\ 

La  ricerca  analitica  dei  punti  uniti  si  compie  collo  stesso 
metodo  seguito  in  geometria  piana  (n.°  183).  Posto  che 
(1)  Qx'  =  a^x  +  «12?/  -|-  «13^^  +  a^J,  ecc. 

siano  le  equazioni  della  collineazione  (n."  332),  si  scrivano 
X,  .  .  .  ,  ^  al  posto  di  ic',  .  . .  ,  t'.  Si  otterranno  cosi  le  equazioni 

(«n  —  q)x-^        a^^y       -\-        a^zZ       -f-        «u^        =  0, 

a^^X  -f    («22    Q)y   +  «232^  +  «^24^  =     0, 

a^^X  +  «^32?/  -\-   {^33  —   Q)Z   -\r  «34^  =    0) 

«41^      -f      «12^      -f       «tó^;      H~  (««  —  c)^  =  Oj 

contenenti  la  incognita  ausiliare  q,  e  le  coordinate  omogenee 
X,  y,  £■,  f  di  un  punto  unito.  Eliminando  queste  ultime  fra 
le  (2),  si  perviene  ad  una  equazione  di  quarto  grado  in  q 


(2) 


(3) 


=  0, 


«11    Q               Clu  «13                       «14 

«21                 «22    Q                «23                         «24 

0^31  dsì  ^33  Q               «34 

Qui  Q-iì  «43             «44               Q 

la  quale  ha  quattro  radici  g^,  q^,  Qs,  Qì-  Sostituendo  nelle  (2) 
al  posto  di  Q,  uno  dei  valori  trovati,  ad  es.  ^i,  si  ottengono 
quattro  equazioni  lineari  ed  omogenee  in  x,  y,  z,  t,  che  si  ri- 
ducono a  tre  indipendenti  (al  più).  Si  potranno  dunque  calco- 
lare i  rapporti  x  :  y  :  z  :  t,  g  si  avrà  in  corrispondenza  un  primo 
punto  unito.  Analogamente,  valendosi  delle  radici  q.^,  Qs,  Qì^  si 
trovano  altri  tre  punti  uniti.  Dunque  : 

Una  collineazione  nello  spazio  ha  (in  generale)  quattro  punti 
uniti,  e  (per  dualità)  quattro  piani  uniti. 

La  determinazione  analitica  di  questi  ultimi  si  farebbe 
(cfr.  n.°  183,  (2')  )  risolvendo  il  sistema  delle  quattro  equazioni, 
che  si  ottengono  dalle  (2),  sostituendo  alle  coordinate  di  punti 
le  coordinate  di  piani,  e  mutando  a,A  in  a^  ;  si  arriverebbe  dun- 
que alla  stessa  equazione  di  quarto  grado  (3),  di  cui  ogni  radice 
fornisco  insieme  un  punto  unito  ed  un  piano  unito. 

I  quattro  punti  uniti  di  una  collineazione,  in  generale  distinti, 
sono  vertici  di  un  tetraedro,  le  cui  facce  sono  i  quattro   piani 
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uniti,  ed  i  cui  spigoli  sono  le  sei  rette  unite  della  collineazione. 
I  quattro  punti,  ed  insieme  i  quattro  piani,  possono  esser  tutti 
reali,  o  due  reali  e  due  immaginari,  o  tutti  immaginari.  Ma  può, 
in  casi  particolari,  accadere  che  due,  o  tre,  o  quattro  punti  (e 
quindi  piani)  uniti  vengano  a  coincidere,  o  che  due  punti  (o 
piani)  coincidano  in  un  punto  (piano),  e  due  in  un  altro  punto 
(piano)  ;  ciò,  quando  l'equazione  (3)  ha  una  radice  doppia, 
tripla,  quadrupla,  o  due  radici  doppie. 

Particolarmente  notevoli  sono  i  casi,  in  cui  la  equazione  (3) 
ammette  una  radice,  sia  Qi,  che  annulli,  non  solo  il  determi- 
nante (3),  ma  pure  tutti  i  minori  del  terzo  ordine,  od  anche 
tutti  i  minori  del  secondo  ordine,  radice  che,  nel  primo  caso,  si 
riconosce  esser  doppia,  ^i  =  q.,,  e  nel  secondo  caso  tripla, 
Qj  r=  Q.,  =  ^3.  Sostituendo  nelle  (2),  al  posto  di  q,  quella  ra- 
dice ^,.  delle  quattro  equazioni  (2),  due  o,  rispettivamente,  tre 
diventano  conseguenza  delle  rimanenti;  ogni  punto,  soddisfa- 
cente colle  sue  coordinate  queste  ultime  equazioni,  soddisfa  il 
sistema  (2),  ed  è  quindi  unito.  Nel  primo  caso  dunque  la  col- 
lineazione ha,  come  uniti,  tutti  i  punti  di  una  retta,  e  (per  la 
analogia  che  collega  la  ricerca  analitica  dei  punti  e  piani  uniti) 
tutti  i  piani  passanti  per  una  seconda  retta  ;  una  tale  collinea- 
zione dicesi  assiale.  Nel  secondo  caso  la  collineazione  ha,  come 
uniti,  tutti  i  punti  (e  le  rette)  di  un  piano,  e  tutti  i  piani  (e 
le  rette)  di  una  stella,  e  dicesi  omologia  solida. 

A  dimostrar  la  esistenza  di  questi  due  casi  di  collineazione, 
vale  anche  il  ragionamento  sintetico  seguente. 

385.  Omologia  solida.  —  Collo  stesso  ragionamento  ado- 
perato in  geometria  piana  (n.°  177),  si  dimostra  che,  se  una  col- 
lineazione tra  due  spazi  ha  cinque  punti  uniti,  di  cui  mai  quattro 
appartengano  ad  un  piano,  ogni  altro  punto  è  unito,  e  la  col- 
lineazione è  la  identità.  Esclusa  la  i  udenti  tà  dalle  nostre  con- 
siderazioni, la  presenza  di  cinque  o  più  punti  uniti  è  possibile 
soltanto,  quando  quattro  almeno  di  questi  punti  stiano  in  un 
piano.  Ma  qui  si  possono  fare  due  ipotesi: 

a)  o  i  quattro  punti  uniti,  situati  in  un  piano,  sono  tali 
che  mai  tre  di  ossi  siano  allineati,  ed  allora  ogni  punto  del 
piano  è  unito  (n.°  177); 
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h)  oppure,  dei  quattro  punti  uniti,  tre  almeno  stanno  sopra 
una  retta,  ed  allora  ogni  punto  di  questa  è  unito  (n.°  66). 

Si  conclude  che  una  collineazione,  non  identica,  nello  spazio, 
la  quale  abbia  più  di  quattro  punti  (o  piani)  uniti,  ha  come 
uniti  tutti  i  punti  di  (o  i  piani  per)  una  retta,  oppure  tutti  i 
punti  di  un  piano  (o  i  piani  per  un  punto).  Esaminiamo  anzi- 
tutto la  ipotesi  a),  la  quale  conduce  ad  una  particolare  colli- 
neazione, detta  omologia  solida.  Sia  a  il  piano  di  omologia^  di 
cui  sono  uniti  tutti  i  punti,  e  quindi  tutte  le  rette.  Presi  nello 
spazio  due  punti  corrispondenti  distinti  J.,  A\  si  dimostra,  imi- 
tando l'analogo  ragionamento  di  geometria  piana  (n.°  178),  che 
è  unita  la  retta  AA\  ed  è  unito  ogni  piano  per  essa.  La  omo- 
logia possiede  dunque  infiniti  piani  uniti,  i  quali,  per  quanto 
sopra  si  disse,  dovranno  appartenere  ad  un  fascio  o  ad  una 
stella.  Ma  il  primo  caso  si  esclude,  osservando  che  per  un  punto 
generico  A  dello  spazio  passano  infiniti  piani  uniti.  Si  con- 
clude dunque  l' esistenza  di  un  punto  8^  centro  di  omologia,  tale 
che  è  unito  ogni  piano,  e  quindi  ogni  retta,  per  esso  ;  anche  il 
punto  8  è  unito. 

Risulta  così  che  la  omologia  solida  ha,  come  uniti,  tutti  i 
punti  del  piano  di  omologia  a,  ed  inoltre  il  centro  di  omologia  8 
(che  potrebbe  eventualmente  appartenere  a  a)  ;  ha  uniti  tutti 
i  piani  per  8  ed  il  piano  a  ;  finalmente  ha  unite  tutte  le  rette 
di  a  e  le  rette  per  8.  AU'infuori  di  questi,  nessun  altro  elemento 
è  unito  nell'omologia;  si  dimostra  col  ragionamento  analogo  a 
quello  tenuto  in  geometria  piana  (n."  178). 

Procedendo  come  al  n.''  179,  si  dimostrano  le  seguenti  pro- 
prietà dell'  omologia  : 

Punti  distinti,  corrispondenti  in  una  omologia  solida,  sono 
allineati  col  centro  ;  piani  distinti,  corrispondenti,  sì  segano  sul 
piano  di  omologia;  rette  distinte,  corrispondenti,  si  segano  sul 
piano  di  omologia,  e  determinano  un  piano  passante  pel  centro. 

Una  omologia  è  individuata,  quando  di  essa  si  conoscano  il 
coltro,  il  piano,  e  due  punti  corrispondenti  allineati  col  centro, 
0  due  piani  corrispondenti  secantisi  sul  piano  di  omologia. 

Un  primo  caso  particolare  metrico  di  omologia  solida,  detto 
omotetia,  si  presenta,  se  il  piano  di  omologia  è  all'  infinito,  men- 
tre il  centro   è   proprio.    Neil'  omotetia    rette  corrispondenti,  o 
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piani  corrispondenti,  sono  paralleli  tra  loro;  punti  corrispondenti 
sono  allineati  col  centro,  e  le  loro  distanze  da  questo  stanno 
in  un  rapporto  costante.  Se,  in  particolare,  questo  rapporto  vale 
—  1,  i  segmenti  congiungenti  punti  omologhi  sono  bisecati  dal 
centro,  e  la  omotetia  diventa  la  simmetria  rispetto  ad  un  centro 
(caso  particolare  di  collineazione  involutoria)  ;  figure  omologhe 
sono  inversamente  uguali. 

Un  secondo  caso  particolare  metrico,  detto  affinità  omolo- 
gica^ si  presenta,  quando  il  centro  di  omologia  è  improprio  ed 
il  piano  proprio.  Tutti  i  segmenti,  che  congiungono  punti  omo- 
loghi, riescono  paralleli,  e  sono  divisi  dal  piano  di  omologia 
(ove  lo  incontrino)  in  un  rapporto  costante.  Se  questo  rapporto 
vale  —  1,  e  quei  segmenti  risultano  perpendicolari  al  detto  piano, 
si  ha  la  simmetria  rispetto  ad  un  piano,  nella  quale  figure  cor- 
rispondenti sono  inversamente  uguali. 

Finalmente,  se  il  centro  ed  il  piano  di  omologia  sono  im- 
propri, la  omologia  diventa  una  equipollenza,  collineazione,  nella 
quale  tutti  i  segmenti  congiungenti  punti  omologhi  risultano 
equipollenti.  Ogni  figura  può  esser  sovrapposta  alla  corrispon- 
dente mediante  una  traslazione  (movimento  in  cui  tutti  i  punti 
descrivono  segmenti  equipollenti);  figure  corrispondenti  sono 
quindi  direttamente  uguali. 

336.  Un  esempio  di  collineazione  assiale.  —  Dovremmo 
discutere  ora  la  ipotesi  6)  del  n.°  precedente,  relativa  ad  una 
collineazione,  che  possiede  una  retta  r  composta  di  punti  uniti. 
Si  dimostra  allora  che  la  collineazione  possiede  pure  una  retta  r', 
asse  di  un  fascio  di  piani  uniti.  Ma  poiché  una  siffatta  colli- 
neazione, detta  assiale,  non  interviene  nel  seguito  del  nostro 
corso,  né  trova  facili  applicazioni,  crediamo  inutile  di  svilup- 
parne la  teoria,  e  preferiamo  dimostrare,  sopra  un  esempio,  come 
essa  possa  realmente  presentarsi. 

Si  immagini  che  lo  spazio  2  (od  una  figura  rigida  in  esso 
contenuta)  ruoti  di  un  certo  diedro  intorno  ad  una  retta  r,  ed 
assuma,  alla  fine  del  movimento,  la  posizione  ^'.  È  chiaro  che 
fra  i  due  spazi  2,  2'  passa  una  collineazione  (uguaglianza),  in 
cui  sono  uniti  tutti  i  punti  della  retta  r  e  tutti  i  piani  nor- 
mali ad  r,  i  quali  passano  per  una  retta  impropria  r'ao.  Questa 
collineazione  è  dunque  assiale. 
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Se  però  la  rotazione  è  misurata  da  un  diedro  piatto,  sono 
uniti  inoltre  tutti  i  punti  di  r'.^  e  tutti  i  piani  per  r,  e  si  ha 
un  esempio  di  una  particolare  collineazione  (detta  biassiale),  che 
ha,  come  uniti,  tutti  i  punti  di  due  rette  r,  r'  e  tutti  i  piani 
condotti  per  le  rette  stesse.  Si  tratta  anzi  qui  di  una  collinea- 
zione non  omologica,  che  ha  proprietà  involutoria  ;  donde  risulta 
non  potersi  estendere  allo  spazio  il  teorema,  dimostrato  nel 
piano  (n.°  18i),  secondo  il  quale  una  collineazione  piana  invo- 
lutoria è  una  omologia. 

337.  Correlazioni  nello  spazio.  —  Veniamo  finalmente  a 
trattare  delle  correlazioni  nello  spazio,  di  cui  fu  data  la  defini- 
zione al  n,°  330,  6),  e  di  cui  il  teorema  del  n.°  331  dimostra 
r  esistenza  (^). 

Un  ragionamento,  perfettamente  analogo  a  quello  tenuto 
nel  n.°  332,  fa  vedere  che  ogni  correlazione  fra  lo  spazio  .5, 
descritto  dal  punto  P(x,  y,  z,  t),  e  lo  spazio  2\  descritto  dal 
piano  n'{u',  v'j  w\  r'),  è  rappresentata  da  equazioni  del  tipo 

^  \     Qw'  =    a^^x  -f-  a^^y  -\-  a^^z  -j-  a^t^ 

\     Qv'    =   ai^x  -\--  tti^y  -\-  tti^z  -f-  ttiJ, 

dove  Q  è  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo,  e  le  a, a  sono 
sedici  costanti,  costituenti  un  determinante  del  quarto  ordine 

(2)  A  ^  0. 

Risolvendo  le  (1)  rispetto  ad  x,  y,  e,  t,  si  ottengono  le  re- 
lazioni 

(      ax  =    J-nW'    +   A^^v'    -\-   AsiW'   -\-   AìiT', 

(3)  ^ 

f     ot  =   Anu'  -|-  A^iV'  -f-  Au'i^'  -\-  Ai^r', 

(dove  a  è  un  fattore  di  proporzionalità,  e  le  Ai„  sono  i  soliti 
complementi  algebrici),  le  quali  determinano  il  punto  P  di  -S, 
quando  sia  noto  il  piano  corrispondente  ic'  di  2'. 


(^)  L"  esistenza  di  una  correlazione  nello  spazio  (correlazione  die  muta 
una  figura  composta  di  n  punti,  n'  rette,  n"  piani,  in  una  figura  duale 
composta  di  n  piani,  n'  rette,  n"  punti)  dà  una  nuova  giustificazione  della 
legge  di  dualità  nello  spazio  (n.°  6).  giacché  ogni  proprietà  grafica  della 
prima  figura  trova  riscontro  in  una  proprietà  grafica  duale  della  seconda. 
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Finalmente  se,  dato  un  punto  ìl'{x\  y\  2',  ^')  in  2'  si, 
desidera  il  piano  corrispondente  q{u^  v,  w,  r)  in  2,  basta   se- 
guire il  procedimento  sviluppato  in  geometria  piana  al  n.°  186; 
si  trovano  cosi  le  formole 

(^)         

essendo  r  un  fattore  di  proporzionalità. 

338.  Correlazioni  involutorie.  —  Stabilita  una  correlazione 
generica  fra  due  spazi  2,  ^'(che  supporremo  ora  riferiti  ad  un 
unico  triedro  coordinato),  un  punto  generico  ha  due  piani  cor- 
rispondenti distinti^  secondo  che  quel  punto  vien  considerato 
una  prima  volta  in  2,  e  trasformato  mediante  la  correlazione 
diretta  K^  rappresentata  dalle  (1),  colla  quale  si  passa  da  2 
a  -S'  ;  o  vien  considerato  una  seconda  volta  in  2' ,  e  trasfor- 
mato mediante  la  correlazione  inversa  -K  ~  \  rappresentata 
dalle  (4),  che  conduce  da  ^'  a  ^.  Ciò  risulta  dalle  formole  stesse, 
perchè  le  (1)  e  le  (4)  forniscono  risultati  generalmente  distinti 
(e  non  proporzionali),  quando  si  ponga  x'  ^=.  x^  y'  =  y,  z'  =  z, 
t'  =  t. 

Si  può  chiedere  però,  se  esista  un  punto  P  ^  R',  tale  che 
i  due  piani  ti'  e  q,  ad  esso  corrispondenti  mediante  JST,  K~\ 
vengano  a  coincidere  in  un  solo  ;  nel  qual  caso  potrà  dirsi  che 
quel  punto  corrisponde  doppiamente  a  questo  piano  (cfr.  n.°  187). 
Ciò  accade,  se  le  coordinate  x,  y,  z,  t  del  punto  rendono  pro- 
porzionali i  secondi  membri  delle  (1)  e  delle  (4)  ;  vale  a  dire, 
indicando  con  k  un  fattore  di  proporzionalità  non  nullo,  se 
quelle  coordinate  rendono 

UnX  -{-  a^^y  4-  dizZ  -f  a,J  =  k(anX  -\-  a^^y  -f-  a^^z  -\-  a^.t), 


ossia 

(  (flu— A;a,i)^+(«i2 — kaii)y-\-{ai^ — ka3i)z-\-(a^i — ka^^t^-O, 

(5) 

(  («41— A:ai4)iì:>+(a42— ^a24)^+(«43— ^«34)24-(«44— ^«44)^=0. 
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La  coesistenza  dì  queste  equazioni,  per  valori  non  tutti  nulli 
di  X,  y.  0,  t,  esige  1'  annullarsi  del  determinante  del  sistema,  cioè 
«11  —  A:»!!     «12  —  ka^n     CLn  —  ^c^si     cL\4,  —  ka^i 


(6) 


0. 


«41    A'fli4         «42    A"«21         «43    ^"«34         «44    —    A"  «  44 

Si  ha  qui  una  equazione  di  quarto  grado  in  A",  la  quale  for- 
nisce quattro  radici  A,,  A'a,  A;.,,  A;4.  Sostituendo  nelle  (5),  al  posto 
di  A;,  una  di  queste  radici,  e  risolvendo  il  sistema  di  equazioni 
che  ne  risulta,  si  trova  un  punto  (x  :  y  :  z  :  t)^  che  soddisfa 
alla  condizione  richiesta.  Dunque  in  una  correlazione  nello  spazio, 
esistono  in  generale  quattro  punti,  ciascuno  dei  quali  corrisponde 
doppiamente  ad  un  piano. 

Può  darsi  però,  in  casi  particolari,  che  esista  un  valore 
di  A;,  il  quale  annulli  tutti  i  minori  del  terzo  ordine,  o  del  se- 
condo ordine,  od  anche  tutti  gli  elementi  del  determinante  (6). 
Per  quel  valore  di  A-  il  sistema  (5)  equivale,  ordinatamente,  ad 
un  sistema  di  due,  una,  o  nessuna  equazione  lineare  omogenea 
in  X,  y,  z,  t  (annullandosi  nelF  ultimo  caso  tutti  i  coefficienti 
delle  (5))  ;  il  sistema  stesso  rappresenta  dunque,  rispettivamente, 
una  retta,  un  piano,  o  lo  spazio.  Vuol  dire  che  il  punto  gene- 
rico di  quella  retta,  o  di  quel  piano,  o  dello  spazio,  gode  la 
proprietà  richiesta,  cioè  corrisponde  doppiamente  ad  un  piano. 

Solo  il  terzo  caso  ci  interessa.  Qaando  esso  si  prosenta, 
ogni  punto  dello  spazio  ha  dunque  un  unico  piano  corrispon- 
dente, sia  nella  correlazione  diretta  K,  sia  nella  inversa  jRr~\ 
Diremo  allora  che  la  correlazione  è  involutoria  (identica  colla 
sua  inversa),  adottando  qui  una  locuzione,  che  fu  adoperata  in 
casi  analoghi  (per  es.  al  n.°  187). 

La  condizione  analitica,  affinchè  tale  sia  la  correlazione  (1), 
è,   come  dicevamo,    V  esistenza  di  un  valore  di  A",   che   annulli 
tutti  gli  elementi  del  determinante  (6),  vale  a  dire  che  soddisfi 
alle  sedici  relazioni 
(7)  an-ka„  =  0,  (i,  ^  =  1, 2, 3, 4). 

a)  Ora,  se  uno  almeno,  a,,,  dei  quattro  elementi  principali 
del  determinante  A  della  sostituzione  (1)  non  è  nullo,  la  cor- 
rispondente relazione  (compresa  nelle  (7)) 

«,,  —  kaa  :==  0 


% 
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ci  fornisce  A:  =  1  ;  e  questo  valore,  sostituito  nelle  altre  rela- 
zioni (7),  ci  dà 
(8)  a„  =  a,,  («,  1=1,2, 3, 4). 

Concludiamo  che  il  determinante  A  della  correlazione  è,  in 
tal  caso,  simmetrico. 

/?)  Se  invece  flu  =  a^.,  =r=  «33  ==  a^^  =  0,  dovrà  esser  di- 
verso da  zero,  per  la  (2),  qualcuno  degli  altri  elementi  del  de- 
terminante A.  Sia,  per  es.,  a ^2  =1=  0.  Allora  la  relazione 

a^ì  —  /fa^i  =  0, 
compresa  nelle  (7),  ci  dice  anzitutto  che  /;:  ed  a 21  sono  diversi 
da  zero.  Moltiplicando  ora  membro  a  membro   la    stessa   rela- 
zione, scritta  sotto  la  forma  aio  =  ka^i,  per  l'analoga  a.^  =  ka^^^i, 
che  è  pur  compresa  fra  le  (7),  si  ottiene  subito 

k^  ^  1,       donde       A;  =  it  1. 
La  soluzione  k  ^^  1  ci  riconduce  al  caso  a).  La  k  ^=.  —  1  ci 
dà  invece 

(8')  a,,  =  0,     a,,  r=  -  an  (i,  ^  =  1,  2,  3,  4), 

e  conduce  ad  un  determinante  A  cmisimmetrico.  Anche  in  geo- 
metria piana  (n.*'  187)  avevamo  incontrato,  accanto  al  caso  a), 
questo  secondo  caso  ^)  ;  ma  avevamo  dovuto  scartarlo,  perchè 
allora  A  aveva  1'  ordine  3,  ed  i  determinanti  emisimmetrici  d' or- 
dine dispari  sono  nulli.  Una  tale  esclusione  non  è  più  lecita 
nello  spazio,  perchè  ora  A  è  del  quarto  ordine,  e  non  si  annulla 
più  in  conseguenza  delle  sole  ipotesi  (8').  Dunque: 

Nello  spazio  esistono  due  tipi,  essenzialmente  distinti,  di  corre- 
lazioni involutorie  ;  il  determinante  della  sostituzione  lineare,  rap- 
presentante la  correlazione,  è  simmetrico  per  le  correlazioni  del 
primo  tipo,  emisimmetrico  per  quelle  del  secondo  tipo. 

Le  correlazioni  del  primo  tipo,  perfettamente  analoghe  a 
quelle  esistenti  nel  piano  (n.**  188),  prendono  il  nome  di  corre- 
lazioni polari,  o  polarità  nello  spazio.  Le  correlazioni  del  secondo 
tipo,  che  non  hanno  corrispondenze  analoghe  nel  piano,  diconsi, 
col  MòBius  (1837),  correlazioni  nulle  (per  ragioni  prese  dalla 
statica,  ove  esse  trovano  applicazione),  od  anche  correlazioni 
focali  (^). 


0)  Una  corrispondenza  di  questo  tipo  fra  punti  e  piani  era  già  stata 
segnalata  dal  Gioegini  nel  1827. 

S8 
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E  facile  indicare  un  carattere  geometrico,  che  permetta  di 
distinguere  le  correlazioni  polari  dalle  correlazioni  nulle.  Si  ri- 
cerchi, a  tal  fine,  il  luogo  di  un  punto  (a?,  y,  0,  ^),  che  appar- 
tenga al  piano  (w',  v',  w'^  r'),  ad  esso  corrispondente  nella 
correlazione  (1).  Supposto  di  aver  riferito  i  punti  ed  i  piani 
ad  un  unico  sistema  di  assi  coordinati,  e  scritta  quindi  la  con- 
dizione di  appartenenza  di  punto  e  piano  sotto  la  forma  (n.°  312) 

u' X  -\-  v'y  -f-  w' z  -{-  r't   =   0, 
si  osservi  che  questa,  eseguendo  le  sostituzioni  (1),  diviene 

(9)  a^^x^  +...-}-  a^^t^  -f  (a,,  -f-  a^^)xy  -{-  {a^  -f-  a^^)xz 

-[-...-[-     (^34    -f-     «43)^^     =      0. 

Nelle  ipotesi  (8),  la  equazione  stessa  rappresenta  una  su- 
perficie del  secondo  ordine 

(10)  a^ix"^  -\-  «2-2^^  -f-  OLzzZ^  +  ^"^^  "f"  ^O'i^xy  +  '2>anxz 

-]-  2(Zi4,a?^  -j-  'ia^^yz  -{-  '^a^_i,yt  -\-  ^asiZt   =   0. 

Invece,  nelle  ipotesi  (8'),  si  annullano  tutti  i  coefficienti 
della  (9),  la  quale  è  dunque  soddisfatta  dalle  coordinate  di  ogni 
punto  dello  spazio.  Concludiamo  : 

Nella  correlazione  polare^  quei  punti,  che  appartengono  ai 
piani  corrispondenti,  costituiscono  una  superficie  di  secondo  or- 
dine {superficie  fondamentale  della  polarità).  Al  contrario,  nella 
correlazione  nulla,  ogni  punto  dello  spazio  appartiene  al  piano  che 
gli  corrisponde. 

Questo  enunciato  lascia  prevedere  la  stretta  relazione,  che 
passa  fra  la  teoria  delle  correlazioni  polari  e  quella  delle  su- 
perficie del  secondo  ordine  (cfr.  n.°  188).  E  poiché  lo  studio 
delle  correlazioni  è  qui  premesso  per  illuminare  la  teoria  di- 
queste  superficie,  ci  limitiamo,  nelle  righe  seguenti,  ad  aggiun- 
gere qualche  cenno  sulle  polarità,  lasciando  da  parte  le  corre- 
lazioni nulle  Q). 


(^)  Affinchè  il  lettore  possa  formarsi  una  idea  delle  correlazioni  nulle, 
accennerò  qui  una  generazione  cinematica  di  corrispondenze  siffatte,  indi- 
cata dallo  Chasles.  Si  immagini  nello  spazio  un  corpo  rigido  ABC . . .,  al 
quale  venga  impresso  un  movimento,  die  non  sia  ne  una  semplice  trasla- 
zione, né  una  rotazione  intomo  ad  un  asse.  Nel  primo  istante  i  punti  A, 
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839.  Polarità  nello  spazio.  —  Ricordo  anzitutto  che  una 
polarità  nello  spazio  è  rappresentata  da  quattro  relazioni  del 
tipo 

(1)  \ (a.A-  =  aki) 

colla  condizione 

(2)  ^  =^  0, 

o  dalle  relazioni,  risolte  rispetto  alle  coordinate  di  punti, 
(     ox  =  AuU  -f-  ^2iV  +  AsiW  -f-  ^«^j 

(3)  } U,,  =  ^,,) 

Di  due  elementi,  che  si  corrispondono  in  una  correlazione 
polare,  è  inutile  dire  quale  si  consideri  nel  primo,  e  quale  nel 
secondo  dei  due  spazi  sovrapposti  ;  si  dirà  senz'  altro  che  i  due 
elementi  sono  mutuamente  polari.  Cosi,  un  punto  ha  un  piano 
polare  (determinato  dalle  (1)  ),  un  piano  ha  un  polo  (determi- 
nato dalle  (3)  ),  una  retta  r  ha  una  retta  polare  r' . 

La  polarità,  che  muta  una  retta  r  nella  retta  r',  muta  ogni 
punto  di  r  (o  di  r')  in  un  piano  passante  per  r'  (o  per  r); 
dunque,  di  due  rette  mutuamente  polari.,  ciascuna  è  il  luogo  dei 
poli  dei  piani  gassanti  per  V  altra.  Mentre  un  punto  descrive 
la  retta  r,  il  piano  polare  ruota  intorno  alla  retta  r',  generando 
un  fascio  proiettivo  alla  punteggiata  su  r. 

In  modo  analogo  si  dimostrano  i  teoremi  (cfr.  n.''  188)  : 


Se  di  due  punti  il  secondo 
appartiene  al  piano  polare  del 
primo,  il  primo  apparterrà  al 
piano  polare  del  secondo  ;  i  due 
punti  diconsi  coniugati,  o  reci- 
proci, nella  polarità. 


Se  di  due  piani  il  secondo 
passa  per  il  polo  del  primo,  il 
primo  passerà  per  il  polo  del 
secondo  ;  ì  due  piani  diconsi 
coniugati,  o  reciproci,  nella  po- 
larità. 


B,  C .  . .  del  corpo  cominceranno  a  muoversi  in  determinate  direzioni  a,  b, 
e. . .  (tangenti  in  ^,  -B,  C  . .  alle  traiettorie  descritte  da  questi  punti).  Si 
costruiscano  ora  i  piani  a,  /3,  y  . .  .  perpendicolari  alle  rette  a,b,c...  in  A, 
B,  C  .. .  rispettivamente.  Orbene,  quei  piani  a,  /3,  y  . . .  corrispondono  a  quei 
punti  A,  B,  C ...  in  una  determinata  correlazione  nulla,  (cfr.  n.°  339,  es.  19)  ). 
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Si  dice  inoltre  che 


una  retta  ed  un  punto  sono 
coniugati,  o  reciproci,  quando  la 
retta  appartiene  al  piano  po- 
lare del  punto,  e,  in  conseguen- 
za, il  punto  appartiene  alla 
retta  polare  della  retta  data. 


una  retta  ed  un  piano  sono 
coniugati,  o  reciproci,  quando  la 
rotta  passa  per  il  polo  del  pia- 
no, e,  in  conseguenza,  il  piano 
passa  per  la  retta  polare  della 
retta  data  (^). 


Cosi,  ad  es.,  se  due  rette  r,  r'  sono  mutuamente  polari,  ogni 
punto  di  r  è  coniugato  ad  ogni  punto  di  r'  e  ad  r'  stessa,  ed  ogni 
piano  per  r  è  coniugato  ad  ogni  piano  per  r'  e  ad  r'  stessa. 

Un  punto  è  autoconiugato,  se  esso  appartiene  al  proprio 
piano  polare;  ora  abbiamo  visto  al  n.°  338,  che  il  luogo  dei 
punti  autoconiugati  nella  polarità  (I)  è  la  superficie  del  secondo 
ordine  (superficie  fondamentale  della  polarità)  : 

(10)  a,,x^  +  a,,y^  -f  a,,z'-  -f  a^V^  +  "^a.^xy  +  "la^.xz 

-{-  la.^xt  +  2a^^yz  -f-  "la^^yt  -|-  2a^^zt  =  0. 
Dualmente,  un  piano  è  autoconiugato,  se  esso  contiene  il 
proprio  polo.  Per  determinare  l' inviluppo  dei  piani  autoconiu- 
gati, si  scriva  la  solita  condizione  di  appartenenza  di  punto  e 
piano  ux  '\-  vy  -\-  wz  -\-  rt  ^  0,  ed  in  essa  si  sostituiscano, 
al  posto  delle  coordinate  {x,  y,  z,  t)  del  polo,  le  loro  espres- 
sioni (3).  Fatti  i  calcoli,  risulta  1'  equazione 

(11)  Anu^  +  ^22^^  +  ^33w;2  +  A^r^  +  "lA.^uv  +  "lA^.uw 

-f  2^i4Mr  -f-  2A^.iVw  4-  2^,4vr  -}-  lA^^wr  =   0, 
rappresentante  un  inviluppo  di  seconda  classe.  Dunque  :  i  piani 
autoconiugati,  in  una  polarità  nello  spazio,  costituiscono  un  invi- 
luppo doppiamente  infinito  di  seconda  classe  (inviluppo   fonda- 
mentale della  polarità). 

Vedremo  poi  tra  poco,  che,  viceversa,  una  superficie  di  se- 
condo ordine,  od  un  inviluppo  doppiamente  infinito  di  seconda 
classe,  determinano,  in  generale,  una  polarità,  di  cui  quella  su- 
perficie, o  questo  inviluppo,  sono  fondamentali.  Ed  in  quella 
occasione  ritorneremo  sulla  teoria  della  polarità. 

(^)  Per  ricordare  queste  definizioni,  si  noti  che  due  elementi  diconsi 
polari,  quando  la  polarità  muta  uno  di  essi  nell'altro  ;  diconsi  invece  coniu- 
gati, 0  reciproci,  quando  uno  di  essi  appartiene  all'elemento  polare  dell'altro. 
Un  elemento  assegnato  ha  dunque  un  solo  elemento  polare,  ma  infiniti  ele- 
menti coniugati. 
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Esercizi.  I.  —  1)  Una  coUineazione  tra  due  spazi,  la  quale  abbia  come 
punti  uniti  i  vertici  di  un  tetraedro  reale  XYZT,  è  rappresentata  da  equa- 
zioni (canoniche)  del  tipo 

(1)  e^'  =  O.X,      Qìj'  =  by,      Qz'  =  cz,      Qt'  =  dt, 

quando  i  punti  dei  due  spazi  si  riferiscano  ad  un  unico  sistema  di  coordi- 
nate proiettive,  avente  quel  tetraedro  come  fondamentale  ;  a,  b,  e,  d  sono 
costanti,  i  cui  mutui  rapporti  sono  le  caratteristiche  (n.°  73,  a)  )  delle  proiet- 
tività,  che  la  coUineazione  subordina  sugli  spigoli  (rette  unite)  del  tetraedro. 

2)  La  coUineazione  (1)  non  ha  altri  punti  uniti,  se  a,  b,  e,  d  sono  di- 
stinte tra  loro.  Ma  se  a  =  b,  ogni  punto  {x,  y,  0,  0)  dello  spigolo  XY  è 
unito,  ed  è  pure  unito  ogni  piano  Àx  -^  fiy  =z  0  passante  per  lo  spigolo 
opposto  ZT.  Si  ha  cosi  un  esempio  di  coUineazione  assiale;  le  rette  con- 
giungenti punti  omologhi  segano  quest'  ultimo  spigolo,  mentre  le  rette  in- 
tersezioni di  piani  omologhi  segano  lo  spigolo  X  Y. 

3)  Si  supponga  ora  che  sia  o  =  6,  e  =  d,  a  +  e  ;  sono  allora  uniti 
tutti  i  punti  e  tutti  i  piani  appartenenti  all'  uno,  o  all'  altro,  dei  due  spi- 
goli XY,  ZT,  e  si  ha  una  coUineazione  biassiale.  Ogni  retta  congiungente 
due  punti  omologhi  sega  i  due  spigoli  nominati  in  altri  due  punti,  che  con 
quelli  formano  un  doppio  rapporto  costante  --  (caratteristica)  ;  la  proprietà 
duale  sussiste  per  la  retta  intersezione  di  piani  omologhi. 

4)  Le  proprietà  enunciate  permettono  di  costruire  facilmente  una  coUi- 
neazione biassiale,  determinata  da  due  assi  XY,  ZT,  reali  e  distinti,  e  dal 
valore  della  caratteristica.  Si  esamini,  in  particolare,  il  caso  che  sia  a  =  —  e; 
allora  le  equazioni  della  coUineazione  possono  scriversi  sotto  la  forma 

Qx'  =  X,     Qy'  —  y,     Qz'  —  —  z,     Qt'  =  —  t, 
e  la  coUineazione  è  involutoria  (coUineazione  biassiale  armonica).  Si  consi- 
derino inoltre  i  casi  metrici,  che  si  presentano,  quando  il  sistema  di  coordi- 
nate è  cartesiano  ortogonale. 

5)  Se  nelle  (1)  (es.  1)  )  si  ha  o  =  6  =  e  +  rf,  la  coUineazione,  le  cui 
equazioni  possono  scriversi  sotto  la  forma 

Qx'  =  X,  Qy'  =  y,  qz'  =  z,  qV  =  kt, 
è  un'  omologia  col  centro  (0,  0,  0,  1),  col  piano  ^  =:  0,  e  colla  caratteri- 
stica k  (cfr.  n.°  180).  Se,  in  particolare,  k  r=  —  1,  T  omologia  è  armonica 
(cfr.  n."  181),  e  fornisce  un  secondo  tipo  di  coUineazioni  involutorie  dello 
spazio.  Si  consideri,  in  particolare,  la  ipotesi  che  il  tetraedro  fondamentale 
abbia  una  delle  sue  facce  (la  t  =  0,  oppure  la  2:  =  0)  all'  iniinito,  nel  qual 
caso  le  coordinate  diventano  cartesiane. 

6)  In  coordinate  cartesiane  omogenee,  una  omologia,  il  cui  centro  cada 
nell'  origine,  ha  equazioni  del  tipo 

Qx'  =  X,      Qy'   =  y,    qz'  =  z,       Qt'  =  ax  -f  by  -{-  cz  -{-  dt. 
Qual' è  il  piano  d'omologia?  Qual"  è  la  condizione   perchè   il    detto   piano 
passi  per  il  centro  d'  omologia,  e  la  omologia  sia  speciale  (n.°  183,  5)  )  ? 

7)  Ogni  coUineazione  involutoria  dello  spazio  è  una  omologia  armo- 
nica, o  una  coUineazione  biassiale  armonica.  [Sia  K  la  coUineazione  invo- 
lutoria, e  siano  A  A',  BB',...  coppie  di  punti   distinti   corrispondenti.  Le 
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rette  AA',  BB',...  sono  unite  (n.°  181).  Se  si  segano  a  due  a  due,  si  ha 
una  omologia  (n."  335)  armonica.  Se  invece  due  di  esse  sono  sghembe,  as- 
sumendo il  tetraedro  AA'BB'  come  fondamentale  in  un  sistema  di  coordi- 
nate proiettive,  le  equazioni  della  collineazione  assumono  la  forma 

Qx'  =  ay,      Qy'  ^=-  bx,      qz'  =  et,      gt'  =  dz, 
dove  ab  =^  ed,  perchè  devono  coincidere  i  punti  corrispondenti  al  punto  (1,  1, 
1,  1)  in  K  e  in  -K  ~   .  Mediante  una  trasformazione  conveniente  di  coordi- 
nate, che  alteri  solo  il  punto  unità,  quelle  equazioni  sì  mutano  nelle  seguenti  : 

qX'  =  Y,  qY'  =  zt  X,  gZ'  =  T,  qT'  =  zt  Z, 
dove  vanno  scelti  i  segni  superiori  se  afe  :^  ed  >  0,  gli  inferiori  nel  caso 
opposto.  In  ambedue  i  casi  si  ha  una  collineazione  biassiale  armonica,  la 
quale,  nel  primo  caso,  ha  due  assi  reali  {X  =  Y,  Z  =  T),  {X  ^=  —  Y, 
Z  =  —  T),  e  nel  secondo  due  assi  immaginari  (X  =  lY,  Z  =  iT), 
{X  =  —  ÌY,  Z  =  —  ìT)]. 

IL  —  8)  In  una  collineazione  tra  due  spazi  2,  2' ,  non  affini,  ogni 
punteggiata  di  2,  parallela  al  relativo  piano  limite,  è  simile  alla  punteg- 
giata corrispondente  di  2'.  Ed  in  infiniti  modi  si  possono  costruire  punteg- 
giate corrispondenti  uguali.  Un  piano  di  2,  parallelo  al  relativo  piano  limite, 
è  affine  al  piano  corrispondente  ;  e  vi  son  due  posizioni  di  quel  piano,  per 
cui  la  affinità  riesce  equivalente.  In  generale,  non  esistono  piani  corrispon- 
denti simili  ;  se,  in  casi  particolari,  ne  esiste  una  coppia,  ne  esistono  infinite; 
allora  si  possono  costruire  piani  corrispondenti  uguali  ;  e  spostando  lo  spazio 
2",  rispetto  allo  spazio  2,  si  può  ottenere  che  la  collineazione  diventi  una 
omologia  (cfr.  n.°  185,  es.  15),  16)  ). 

9)  L'  affinità  tra  due  spazi  2,  2',  riferiti  a  due  triedri  ortogonali  cor- 
rispondenti, ha  equazioni  del  tipo 

x'  =  Ix,  y'  =  my,  z'  =■  nz. 
Un  segmento  di  2  ha  col  corrispondente  di  2'  un  rapporto,  che  dipende 
solo  dalla  direzione  (cos  a,  cos  /?,  cos  /)  del  primo  segmento.  Qual'  è  questo 
rapporto  ?  quali  sono  le  direzioni  per  cui  il  rapporto  vale  1  ?  Si  troverà  che 
le  rette  uscenti  dalla  origine  di  2,  sostegni  di  punteggiate  uguali  alle  cor- 
rispondenti in  2' ,  formano  il  cono  di  secondo  ordine 

(«2  —  l)a;2  +  (m2  -   l)y^  +  («2  _  1)^-2  —  o, 
cono  immaginario  se  i  tre  coefficienti  hanno  lo  stesso  segno,  reale  in  caso 
opposto,  spezzato  in  due  piani  se  uno  dei   coefficienti   si    annulla  ;  in  tale 
ipotesi  ciascuno  dei  due  piani  è  uguale  al  piano  corrispondente.  Si   dimo- 
stri inoltre,  che  ciascuno  dei  due  piani 

X  yp  —  m^   it  z  Vm^  —  w^    =0 
(dove  si  può  supporre  l  ^  m  ^  n),  e  ciascuno  dei  piani  paralleli  in  2,  è 
simile  al  corrispondente  piano  in  2"  ;  il  rapporto  di  similitudine  vale  m. 

10)  Riferiti  due  spazi  affini  2,  2'  ad  un  unico  sistema  di  coordinate 
ortogonali,  e  scritte  le  equazioni  della  affinità  sotto  la  forma 

x'  =  a^x  -f-  «2^  ~\~  "3~  H~  ^1 
y'  =  ?\X  +  ?2y  -T  i^sZ  +  &, 
Z'    =   yyX  +   72Z/    +   73^  +    C, 
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si    osservi   che   le    condizioni,  affinchè   l' affinità    muti   il  cerchio  assoluto 
(x^  -\-  y^  -{-  z^  =  0,  t  =:  0)  in  sé  stesso,  sono 

«•^.-  +  fih  +  yh  =  k\  aia,  +  /?,/?,  +  yty,  =  0,  {i,  l  =  1,  2,  3) 
dove  A:  è  una  costante  ;  il  determinante  dei  coefficienti  di  x,  y,  z  vale  k^. 
Soddisfatte  quelle  condizioni,  ogni  segmento  di  2'  ha  col  segmento  corri- 
spondente di  .2  il  rapporto  costante  A'  ;  l'affinità  è  dunque  una  similitudine, 
e  precisamente  una  uguaglianza  se  ^•  =  1  (cfr.  n.°  174,  Oss.)  ;  nelF  ultimo 
caso  le  formolo  scritte  coincidono  con  quelle  per  la  trasformazione  ortogo- 
nale di  coordinate  (  n.°  309,  es.  2)  ).  La  similitudine  (od  uguaglianza)  è  di- 
retta od  inversa,  secondo  che  A:  è  positivo  o  negativo. 

11)  In  una  similitudine  tra  2"  e  2',  che  non  sia  una  uguaglianza 
(A-'^  =t=  1),  esistono  almeno  due  punti  reali  uniti,  uno  proprio  U  {centro  di 
similitudine),  V  altro  improprio  V^,  ',  in  generale,  vi  sono  altri  due  punti  uniti 
immaginari,  che  cadono  nei  punti  ciclici  dei  piani  normali  ad  UVr^:  ma 
ogni  punto  all'  infinito  di  questi  piani  può  esser  unito,  od  anche  tali  pos- 
sono essere  tutti  i  punti  del  piano  all'  infinito.  Nel  terzo  caso  la  similitudine 
è  una  omotetia  (u.°  335)  ;  nel  primo  e  nel  secondo  diviene  una  omotetia, 
purché  si  faccia  ruotare  lo  spazio  2'  intorno  alla  retta  U  Vy.  di  un  angolo 
conveniente.  Dunque  :  «  due  spazi  simili,  non  uguali,  possono  sempre  esser 
portati  in  posizione  omotetica,  mediante  rotazione  di  uno  di  essi  intorno 
ad  un  asse  conveniente  »  (Chaslks). 

12)  Neil'  uguaglianza  diretta  tra  2  e  2'  può  esistere  un  punto  unito 
reale  e  proprio  Z7,  nel  qual  caso  esiste  una  retta  u  reale,  uscente  da  C/",  i 
cui  punti  son  tutti  uniti  ;  facendo  ruotare  uno  dei  due  spazi  intorno  ad  u, 
di  un  angolo  conveniente,  si  ottiene  la  sovrapposizione  delle  figure  omo- 
loghe. Nella  ipotesi  opposta  esiste  sempre  almeno  una  retta  reale  unita 
M,  sulla  quale  la  corrispondenza  tra  2  e  2'  subordina  una  uguaglianza  di- 
retta. Applicando  ad  uno  dei  due  spazi  un  movimento  di  traslazione  nella 
direzione  m,  si  può  ottenere  che  le  due  punteggiate  uguali  sopra  u  si  so- 
vrappongano, e  si  ricade  nel  caso  precedente.  Dunque  :  «  Una  figura  nello 
spazio  può  sempre  esser  portata  a  coincidere  con  una  seconda  figura,  di- 
rettamente uguale  ad  essa,  mediante  una  traslazione  parallela  ad  una 
retta  determinata,  seguita  da  una  rotazione  intorno  a  questa  retta  »,  o, 
brevemente,  «  mediante  un  movimento  elicoidale  intorno  alla  retta  *.  Si 
può  anche  dire  :  «  ogni  movimento  nello  spazio  può  essere  sostituito  da  un 
movimento  elicoidale  intorno  ad  una  retta  determinata  »  (Mozzi,  Chasles)  ; 
il  segmento  che  misura  la  traslazione,  o  1'  angolo  che  misura  la  rotazione, 
si  annullano  in  casi  particolari.  La  retta  nominata  dicesi  asse  del  movimento 
elicoidale  ;  scegliendolo  come  asse  z,  le  relazioni,  che  legano  1'  antica  e  la 
nuova  posizione  di  uno  stesso  punto,  si  presentano  sotto  la  forma  e)  del- 
l' es.  1),  che  segue  il  n.°  309. 

13)  I  segmenti  A  A',  BB',...,  che  congiungono  punti  corrispondenti 
delle  due  figure  direttamente  uguali,  hanno  proiezioni  ortogonali  uguali 
suU'  asse,  e  vengono  proiettati  dall'  asse  sotto  angolo  costante.  I  punti  medi 
Aq,  Bq,...  dei  detti  segmenti  formano  una  nuova  figura,  che  corrisponde 
alle  due  primitive  in  due  affinità. 
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14)  I  segmenti  congiungenti  punti  omologhi  di  due  spazi,  o  di  due 
figure,  inversamente  uguali,  hanno  i  loro  punti  medi  sopra  uno  stesso  piano, 
o  riuniti  in  un  punto.  Neil'  ultimo  caso  le  due  figure  sono  simmetriche  ri- 
spetto a  questo  punto  ;  nel  primo  caso  1'  una  figura  può  porsi  in  posizione 
simmetrica  all'  altra  rispetto  a  quel  piano,  mediante  una  rotazione  intorno 
ad  un  asse  normale  al  piano,  o  mediante  una  traslazione  in  una  direzione 
parallela  al  piano. 

III.  —  15)  Una  correlazione  tra  due  spazi  2,  2",  la  quale  muti  i  ver- 
tici di  un  tetraedro,  considerati  in  2,  nelle  facce  opposte,  considerate  in  2", 
è  una  polarità  ;  assunto  il  tetraedro  come  fondamentale  in  un  sistema  di 
coordinate  proiettive  di  punti  e  piani,  le  equazioni  della  correlazione  pren- 
dono la  forma 

Qu'  =  ax,      Qv'  —  6//,      Qw'  =  cz,     Qr'  =  dt, 
dove  a,  b,  e,  d  sono  costanti  (cfr.  n."  190,  es.  8)  ). 

16)  Una  correlazione  nulla  è  definita  (n.°  338)  da  equazioni  del  tipo; 

(    ì»"  =  «12^  +  «13^  +  aiit, 

m  )    ev  =  ~  ai2X  -\-  a2iZ  +  «24^1 

)      ?"'   =    —   «13^   —   «23«/  +   «34^, 

\     Qr  =   : —  aux  —  aotij  —  0342', 
nell'ipotesi  che  il  determinante  dei  coefiicienti  {a^aai  -  013024  +  0,4023)^ 
sia  diverso  da  zero.  Il  piano  ^^r,  che  corrisponde  al  punto  P{x',  y',  z',  t'),  ha, 
in  coordinate  variabili  x,  y,  z,  t,  V  equazione 
(2)    ai2{xy'  -  x'y)  +  a^.ixz'  -  x'z)  +  a^ixl'  ~  x't)  +  a.,^{yz'  -  y'z) 

+  a^iiyt'  -  y't)  +  a^i^t'  -  z't)  —  0; 
il  piano  passa  per  il  punto  P,  e  dicesi  piano  polare  del  punto  (polo)  P  nella 
correlazione  nulla.  Se  il  punto  P  descrive  una  retta  r,  il  piano  tv  ruota  in- 
torno ad  una  retta  r'  {polare  di  r),  generando  un  fascio,  che  è  prospettivo 
alla  punteggiata  sopra  r,  se  r  ed  r'  sono  sghembe.  «  Due  rette  polari,  in 
una  correlazione  nulla,  o  sono  sghembe,  0  coincidono  ».  Neil'  ultimo  caso  r 
dicesi  direttrice  della  correlazione  nulla  ;  ogni  punto  di  r  ha  come  polare 
un  piano  passante  per  r,  e  viceversa.  «  Ad  ogni  punto  P,  o  ad  ogni  piano 
TT,  appartengono  infinite  direttrici  formanti  un  fascio,  il  cui  piano,  o  il  cui 
centro,  corrispondono  nella  correlazione  al  punto  P,  0  al  piano  tv  ».  L'insieme 
delle  infinite  direttrici  di  una  correlazione  nulla  dicesi  complesso  lineare  di 
rette;  è  questa  la  prima  forma,  che  si  presenta  nella  geometria  dello  spazio 
rigato.  La  condizione,  perchè  la  retta  congiungente  i  due  punti  (ce,  y,  z,  t), 
(^')  y',  z',  t')  sia  direttrice  della  correlazione  (1),  è  espressa  dal  verificarsi 
della  (2). 

17)  Al  piano  all'  infinito  corrisponde,  nella  correlazione  nulla,  un  punto 
improprio  C^^ ,  centro  della  correlazione.  Ogni  retta  s  condotta  per  C^  {dia- 
metro) ha  come  polare  una  retta  impropria  s'^^,  e  contiene  quindi  i  poli  di 
tutti  ì  piani  paralleli  passanti  per  s'r^.  In  particolare,  i  piani  normali  ad 
uno,  e  quindi  ad  ogni  diametro,  hanno  i  poli  sopra  un  particolare  diametro, 
che  dicesi  asse  della  correlazione  nulla.  Partendo  dalle  equazioni  di  questa, 
si  trovino  le  coordinate  del  centro  e  le  equazioni  dell'asse. 
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18)  Assunto  r  asse  di  una  correlazione  nulla  come  asse  z  di  un  sistema 
cartesiano  ortogonale,  le  eqiiazioni  della  correlazione  prendono  la  forma 

(1')  Qu  =^  ay^       gv  =  —  ax,       qw  ^=  bt,      gr  =  —  bz; 

quindi  l'equazione  non  omogenea  del  piano  polare  del  punto  {x',  y\  z')  è 

(2')  {x>j'  -x'y)  -{-Hz-  z')  =  0,  (a-  =  Aj. 

ed  è  pur  questa  la  condizione,  perchè  la  retta  congiungente  i  due  punti 
{x,  y,  z),  {x',  y'.  z')  sia  direttrice.  L'equazione  (2')  non  si  altera,  se  al 
triedto  degli  assi  si  applica  una  traslazione  parallela  all'  asse  z,  od  una  ro- 
tazione intorno  all'  asse  z  ;  ciò  si  verilìca,  sia  eseguendo  la  relativa  trasfor- 
mazione di  coordinate  (che,  ad  es.,  nel  primo  caso  è  rappresentata  dalle  for- 
mole  z  =:  Z  -{-  h,  z'  ^=  Z'  -{-  h),  sia  badando  al  significato  geometrico 
dei  binomi  xy'  —  x'y,  z  —  z',  il  primo  dei  quali  esprime  il  doppio  della 
proiezione  di  un'  area  triangolare,  ecc.  Segue  che  la  correlazione  nulla  non 
è  alterata  ne  da  una  traslazione  parallela  all'  asse,  ne  da  una  rotazione 
intorno  all'  asse,  ne,  in  generale,  da  un  movimento  elicoidale  intorno 
all'  asse.  In  altre  parole  :  «  un  movimento  elicoidale  intorno  ali"  asse,  che 
»  porti  un  punto  P  in  una  nuova  posizione  P',  sovrappone  il  piano  polare 
»  di  P  al  piano  polare  di  P'  ».  Una  qualsiasi  retta  perpendicolare  all'  asse 
può  dunque  scegliersi  come  asse  coordinato  x.  Preso  su  questa  retta  il  polo 
{x',  0,  0),  il  piano  polare  ha,  (2'),  l'equazione  2/  =  77  ~  ;  esso  passa  per 
l'asse  X,  e  forma  col  piano  xy  nn  diedro  (o,  tale  che  tg  w  =  j.-  (assumendo 
come  positiva  la  rotazione  che  porta  il  piano  xy  a.  coincidere  col  piano  xz). 
«  Mentre  un  punto  P  descrive  una  retta  perpendicolare  all'  asse  di  una 
correlazione  nulla,  il  piano  polare  ^  di  P  ruota  intorno  a  quella  retta  (che 
è  una  direttrice),  ed  il  rapporto  fra  la  distanza  di  P  dall'  asse  e  la  tangente 
del  diedro,  che  n  forma  con  un  piano  normale  all'asse,  conserva  un  valore 
costante  k  »  (MòBius).  La  correlazione  nulla  è  pienamente  determinata, 
quando  sia  noto  1"  asse  ed  il  valore  della  costante  k. 

19)  «  Ad  ogni  spostamento  di  una  figura  nello  spazio  è  collegata  una 
determinata  correlazione  nulla,  che  ha  per  asse  1'  asse  del  movimento  eli- 
coidale atto  a  produrre  quello  spostamento  (es.  12)  )  ;  nella  correlazione,  il 
punto  medio  del  segmento,  che  congiunge  le  posizioni  iniziale  e  finale  di 
uno  stesso  punto  mobile,  ha  come  polare  il  piano  perpendicolare  al  detto 
segmento  nel  punto  medio  nominato  »  (Chasles).  Se 

X  ::=  X  cos  90  —  Y  sen  (p,     y  ^=^  X.  sen  q>  -\-  Y  cos  (p.     z  =  Z  -{-  e 
sono  le  relazioni  che  legano  le  posizioni  iniziale  e  finale,  ed  (xq,  y^,  Zq)  è 
il  punto  medio  del  segmento  che  le  congiunge,  il  piano  polare  di  esso  ha 
1'  equazione 

(xy^  -  x^y)  tg  -| I    {z  -  Zq)  —  0, 

che  definisce  appunto  la  correlazione  nulla. 
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Parte  Quinta. 
Superfìcie  di  secondo  ordine. 

Capitoi.o  I. 
Polarità  definita  dalla  superfìcie. 

340.  Definizione  ed  esempi  di  quadriche.  —  Una  superficie 
del  secondo  ordine^  o,  come  diremo  brevemente,  una  quadrica,  è 
il  luogo  dei  punti  (reali  e  immaginari)  dello  spazio  soddisfa- 
centi, colle  loro  coordinate  cartesiane  :r,  y,  z,  ad  una  equazione 
di  secondo  grado  a  tre  variabili.  Una  equazione  siffatta  può 
contenere  sei  termini  di  secondo  grado  {x^,  ?/^,  0^,  xy,  xz,  yz)^ 
tre  termini  di  primo  grado  (x,  y,  2),  e  un  termine  noto  ;  essa 
avrà  la  forma 
(1)  «11^^  +  «22?/^  +  «^33^^  +  "^cLnxy  +  2ai3a;2  -f  la^^yz 

-\-  2ai^x  -j-  2^24^  "f"  '^cbu^  -\-  <^44  =  0) 
dove  le  a  sono  coefficienti  costanti,  che  supporremo  reali,  quando 
non  si  dica  il  contrario  ;  alcune  possono  anche  esser  nulle. 

Spesso  conviene  adoperare  la  equazione  della  superficie  in 
coordinate  omogenee  x,  y,  z,  t  ;  col  solito  procedimento  (n.**  310) 
applicato  alla  (1),  si  ottiene  questa  equazione  sotto  la  forma 

(1')       «11^^^  +   «22^^  +   «33^^  +  «44^^  4-    20i2^y  +  2ai3XZ 

-|-  2anxt  -j-  2a^^yz  -\-  ^a^^yt  -\-  ^a^iZt  =:  0; 
ponendo  in  questa  <  =  1,  si  riproduce  la  (1)  (^). 

La  equazione  generale  (1)  delle  quadriche  non  si  presta 
allo  studio  della  forma  di  siffatte  superficie,  studio  che  verrà 
fatto  in  seguito,  partendo  da  equazioni  contenenti  un  minor 
numero  di  termini.  È  bene  però,  nei  paragrafi  seguenti,  riferirsi 
ad  alcuni  tipi  di  quadriche  facilmente  costruibili,  per  potervi 
applicare  i  risultati  a  cui  giungeremo.  Tali  tipi  sono  la   sfera 


(})  È  bene  notare,  sebbene  non  occorra  per  il  seguito,  che  la  (1)  o  (1') 
rappresentano  una  quadrica,  anche  se  le  variabili  si  riguardano  come  coor- 
dinate proiettive  non  omogenee,  od  omogenee. 
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(n.*'  323),  r  ellissoide  rotondo,  i  due  iperboloidi  rotondi,  il  para- 
boloide rotondo  (n.°  328).  Appartengono  pure  alla  famiglia 
delle  quadriche  i  coni  e  i  cilindri  del  secondo  ordine,  proiettanti 
una  conica  da  un  punto,  proprio  od  improprio,  esterno  al  piano 
della  curva  (come  si  verifica  scrivendo  le  relative  equazioni)  ; 
in  particolare,  il  cono  ed  il  cilindro  rotondo  della  geometria 
elementare;  ed  una  quadrica  particolare  è  la  coppia  di  piani, 
rappresentata  dall'equazione,  che  si  ottiene  moltiplicando  tra  di 
loro,  membro  a  membro,  le  equazioni  dei  due  piani,  ridotte  ad 
aver  0  nel  secondo  membro. 

D'altra  parte,  va  notato  che  una  quadrica  può  non  avere 
alcun  punto  reale  (ad  es.  x^  -\-  y^  -\-  z'^  =  —  1),  od  averne 
un  solo  (ad  es.  .t^  -\-  y'^'  -\-  z'^  z:=  0). 

Ai  greci  erano  note  soltanto  le  quadriche  rotonde,  escluso  l' iperbo- 
loide ad  una  falda,  che  fu  considerato  da  Wrek  (1699).  Lo  studio  delle  qua- 
driche, partendo  dall'  equazione  generale,  fu  inau^rato  da  Eulero  (1748,\ 
e  condotto  a  fine  da  Moxge  e  dalla  sua  scuola  (1801),  cui  son  dovuti  i 
nomi  ora  adottati  delle  varie  specie  di  quadriche. 

341.  Numero  dei  punti  che  individuano  una  quadrica.  — 

Poiché  l'equazione  (1)  di  una  quadrica  contiene  dieci  coeffi- 
cienti, e  quindi  dipende  da  nove  costanti  (i  rapporti  di  nove 
tra  i  coefficienti  al  rimanente),  si  conclude,  imitando  il  ragio- 
namento fatto  per  le  coniche  al  n.°  194,  che  per  nove  punti 
dello  spazio  passa  sempre  una  quadrica  ed  in  generale  una  sola. 
Per  nove  punti  passano  più  di  una,  e  quindi  infinite  qua- 
driche, quando  i  punti  stessi  occupano  tali  posizioni  particolari, 
che  tutte  le  quadriche  passanti  per  alcuni  di  essi  vengano,  in 
conseguenza,  a  passare  per  i  rimanenti.  Ciò  accade,  ad  es.,  se 
i  nove  punti  sono  scelti  sopra  la  curva  di  intersezione  di  due 
quadriche  f{x,  y,  z)  ^  0,  <3p(,c,  y,  z)  =  0,  giacché  allora  per 
quei  punti  passano  le  due  quadriche  nominate,  ed  anzi,  come 
poi  si  vedrà,  ognuna  delle  infinite  quadriche  rappresentate  dal- 
l' equazione  f  -\-  X(p  ^=^  0,  di\  variare  del  parametro  ^.  Ma  su 
questi  casi  di  indeterminazione  non  possiamo  qui  trattenerci. 

342.  Intersezioni  con  una  retta.  —  Le  intersezioni  della 
quadrica  (1)  (n.*'  340)  colla  retta  x  =^  Iz  -\-  p,  y  =^  mz  -\-  q 
si  determinano  sostituendo  nella  (1),  al  posto  di  x,  y,  le  loro 
espressioni  in  funzione  di  2,  risolvendo  la  equazione  risultante 
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di  secondo  grado  in  z,  e  sostituendone  successivamente  le  ra- 
dici 01 ,  «2  nelle  espressioni  di  a:  e  di  y.  Si  ottengono  cosi,  in 
generale,  due  punti. 

Per  fare  una  discussione  minuziosa  del  problema  conviene 
adoperare,  come  retta  secante,  uno  degli  assi  coordinati,  ad  es. 
r  asse  x(y  =  0,  z  =  0)]  ipotesi  questa,  cui  ci  si  può  sempre 
ridurre,  operando,  ove  occorra,  una  trasformazione  di  coordi- 
nate. 

Posto  ?/  =  ^'  =  0  nella  (1),  questa  diviene 
(2)  «iia;'-^  4-  ^a^x  +«44  =  0; 

di  qua  si  ricavano  le  ascisse  Xi.  X2  delle  due  intersezioni  della 
quadrica  coli' asse  x.  Ora,  sulla  (2),  si  possono  ripetere  le  os- 
servazioni fatte,  trattando  la  questione  analoga  relativa  alle 
coniche  (n.°  195).  Basterà  dunque  enunciare  qui  il  risultato  : 
Una  retta  sega  una  quadrica  in  due  punti  (propri  od  im- 
propri), che  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  0 
immaginari  coniugati;  a  meno  che  la  retta  non  abbia  più  di  due 
punti  iti  comune  colla  superficie,  nel  qual  caso  tutta  la  retta 
giace  sulla  superficie.  Va  notato,  in  quest'  ultimo  caso,  che  (al 
contrario  di  ciò  che  accade  per  le  coniche)  una  quadrica  non 
si  spezza  necessariamente,  per  il  fatto  di  contenere  una  retta. 
Ad  es.  un  cono,  superfìcie  non  spezzata,  contiene  infinite  rette  ; 
altri  esempi,  più  notevoli,  di  quadriche  contenenti  rette  saranno 
visti  in  seguito. 

Una  retta,  che  seghi  una  quadrica  in  due  punti  reali  e 
distinti,  dicesi  secante  ;  in  due  punti  immaginari,  dicesi  non 
secante  ;  in  due  punti  reali  e  coincidenti,  dicesi  tangente  alla 
quadrica  nel  punto  {di  contatto),  ove  quei  due  coincidono. 

343.  Intersezione  con  un  piano.  —  Supponiamo,  per  sem- 
plicità, che  si  tratti  di  un  piano  coordinato,  ad  esempio  del 
piano  xy{z  =  0),  avvertendo  che  ogni  altro  piano  (proprio) 
potrebbe  assumersi  come  piano  xy,  pur  di  eseguire  una  con- 
veniente trasformazione  di  coordinate  Q). 


(^)  La  curva  intersezione  di  una  quadrica  f{x,  y,  z)  =■  0  con  un 
piano  generico  z  =^  ax  -\-  by  -}-  e  è  già  rappresentata  dalle  due  equa- 
zioni scritte  ;  volendo  la  proiezione  della  curva  sul  piano  xy,  dal  punto 
all'  infinito  dell'  asse  z,  basta  (n.°  319)  eliminare  z  tra  le  due  equazioni  ;  si 
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La    curva    intersezione    della    quadrica   (1)    (n.°   340)    col 
piano  xy,  si  ottiene  ponendo  2  =  0  nella  (1)  ;  si  giunge  cosi 
all'  equazione 
(3)  aux^"  -{-  a^^y"-  -f  '2ia^^_xy  -\-  ^a^^x  -\-  ^a^^^y  -\-  a^^  =  0, 

la  quale,  nel  piano  xy  (cioè  insieme  alla  z  =  0),  rappresenta 
una  conica  (^).  Il  risultato  vale,  anche  se  uno  o  più  (ma  non 
tutti  i)  coefficienti  della  (3)  sono  nulli  ;  giaccliè,  ad  es.,  ove  fos- 
sero «11  =  «22  =  «12  =^  0,  ricorrendo  all'equazione  omogenea 
(!')  della  quadrica  (n.°  340)  e  ponendovi  2;  =  0,  si  trove- 
rebbe, in  luogo  della  (3),  la  equazione 

t(2aux  +  2^242/  +  «44O  =  0, 
rappresentante,  nel  piano  xy,  due  rette,  tra  cui  la  retta  all'in- 
finito ^  =:  0. 

Se  però  tutti  i  coefficienti  della  (3)  sono  nulli,  ogni  punto 
{x,  y,  0)  del  piano  xy  appartiene  alla  superficie.  Questa  con- 
tiene dunque  il  piano  xy,  e  si  spezza  nel  piano  stesso  ed  in 
un  secondo  piano  (distinto  o  coincidente  col  primo),  come 
prova  la  equazione  (^1),  la  quale,  nelle  ipotesi  in  cui  ci  tro- 
viamo, diviene 

z(2aisx  +  2a23^  +  «33^  +  2^34)  =  0, 
e  rappresenta  i  due  piani  z  =^  0,  ^a^^x  -\-  ...  -|-  2 «34  =0. 
Concludendo  : 

Un  piano  sega  una  quadrica  lungo  una  conica  ;  a  meno 
che  tutto  il  piano  non  formi  parte  della  quadrica,  la  quale  al- 
lora si  spezza  in  quel  piano  ed  in  un  secondo  piano  (che  può 
eventualmente  coincidere  col  primo). 

Esclusa  l' ultima  ipotesi,  la  curva  intersezione  di  una  qua- 
drica con  un  piano  può  presentare,  sotto  l'aspetto  proiettivo, 
i  seguenti  tre  casi  : 

1)  può  essere  una  conica  reale,  non  degenere,  nel  qual 
caso  il  piano  dicesi  secante  \ 


ottiene  cosi  l'equazione  f{x,  y,  ax  +  by  -\-  e)  ■=  0,  che  è  di  secondo 
grado  in  x,  y,  e  rappresenta,  nel  piano  xy,  una  conica;  donde  si  con- 
clude che  anche  la  curva  obbiettiva  è  una  conica. 

(^  La  (3),  presa  a  sé,  rappresenta,  nello  spazio,  un  cilindro  (u."  318) 
colle  generatrici  parallele  all'asse  ^,  passante  per  la  conica  nominata. 
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2)  può  essere  una  conica  completamente  immaginaria  ;  il 
piano  allora  dicesi  non  secante  od  esterno  ; 

3)  può  esser  finalmente  una  conica  degenere,  cioè  una 
coppia  di  rette  (reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  im- 
maginarie coniugate)  ;  il  piano  allora,  per  ragioni  che  ora 
esporremo,  dicesi  tangente. 

Qualunque  di  questi  tre  casi  si  presenti,  è  evidente  che 
una  retta,  tracciata  in  quel  piano,  sega  la  quadrica  nei  punti 
stessi,  ove  la  retta  sega  la  conica  intersezione.  Segue  che  una 
retta  reale  di  un  piano  secante  può  essere  secante,  non  se- 
cante o  tangente,  rispetto  alla  superficie  ;  e  le  rette  tangenti, 
situate  nel  piano,  formano  un  inviluppo  di  seconda  classe.  In 
un  piano  esterno  ogni  retta  reale  è  non  secante,  rispetto  alla 
superficie  (^).  Esamineremo  ora  quali  particolarità  presentino 
le  rette  di'  un  piano  tangente. 

344.  Piano  tangente.  —  Supponiamo  dunque  che  un  piano 
n  seghi  una  quadrica  lungo  due  rette  r,  r',  che  possono  esser  o 
reali  e  distinte,  o  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie  coniugate. 
In  ogni  caso  le  due  rette  hanno    (almeno)    un  punto  reale  P 

comune.    Ogni   altra  retta  #,    condotta 

\  /  per  P  nel  piano  n,  sega  la  conica  de- 

\  /  genere  rr/  e  quindi  la  quadrica,  in  due 

\         /  punti  riuniti  in  P;  la  retta  t  è  dunque 

-..,  \p/   .••■■  tangente  alla  quadrica  in  P  (n.°  342). 

..'■)\-- t'  Sicché  sul  piano  n  esiste  un  fascio,  di 

..•••■■      /  \  centro  P,  composto  di  rette  tangenti  in 

/       \  P  alla  quadrica  (tra  le  quali,  due,  r  ed 

A-  V"  r',    appartengono  alla  quadrica).  Que- 

/  \  sto    fatto    spiega  la  denominazione    di 

piano  tangente  alla  quadrica  in  P,  che, 

secondo  il  n.°  precedente,  viene  attribuita  al  piano  ti.  Diremo 

dunque  : 

Se  un  piano  sega  una  quadrica  lungo  due  rette  (reali  o  im- 
maginarie),   ogni  retta  del  piano  passante  per  il  (o  per  ogni) 


{})  Il  lettore  seguirà  nel  miglior  modo  queste  considerazioni,  immagi- 
nando, ad  es.,  una  sfera  in  relazione  con  un  piano,  che  la  seghi  lungo  un 
cerchio,  o  che  non  la  incontri  affatto. 


I 


—  607  — 

punto  comune  alle  due  rette  tocca  ivi  la  quadrica,  ed  il  piano 
stesso  è  tangente  ivi  alla  superficie. 

Il  piano  è  tangente  alla  superfìcie  nel  punto  P  =  rr',  se 
le  due  rette  sono  distinte;  in  ogni  punto  di  r  =  r',  se  le  due 
rette  coincidono. 

Viceversa,  supponiamo  che  in  un  piano  ji  esista  un  fascio 
di  centro  P,  composto  di  rette  tangenti  alla  superficie  in  P. 
Anzi  supponiamo,  giacché  basta  al  nostro  scopo,  che  almeno 
due  rette  t,  t'  del  fascio  (P,  n)  tocchino  la  quadrica  in  P.  Il 
piano  71  sega  la  quadrica  lungo  una  conica,  che  ha  in  comune, 
tanto  con  ^,  quanto  con  ^',  due  punti  riuniti  in  P.  Ora  una 
tal  conica  deve  spezzarzi  in  due  rette  r,  r'  (reali  o  immagina- 
rie) uscenti  da  P,  giacché,  in  tutti  gli  altri  casi,  esisterebbe 
una  sola  retta  tangente  alla  conica  in  P  (n."  198). 

Dunque  il  piano  n  è  tangente  alla  quadrica  in  P,  e  con- 
tiene infinite  rette  tangenti  alla  superficie  nel  punto  stesso.  In 
conclusione  : 

Il  piano,  determinato  da  due  rette  tangenti  ad  una  quadrica 
in  uno  stesso  punto,  contiene  infinite  altre  tangenti  alla  quadrica 
in  quel  punto  ;  il  piano  è  tangente  ivi  alla  quadrica,  e  la  sega 
lungo  due  rette  (reali  o  immaginarie)  uscenti  da  quel  punto. 

Osserrazione.  —  La  definizione  data  di  piano  tangente,  in  virtù  dei 
due  teoremi  precedenti,  equivale  a  questa:  «  dicesi  tangente  ad  una  qua- 
drica, in  un  punto,  un  piano  contenente  infinite  rette  ivi  tangenti  alla 
superficie  ».  Ora  quella  definizione  ha  bisogno  di  qualche  avvertenza, 
quando  si  voglia  metterla  d' accordo  col  concetto  di  piano  tangente  sug- 
gerito dall'intuizione.  Infatti  noi  siamo  abituati  a  considerare  superficie 
(come  la  sfera),  che  appariscono  dovunque  convesse  ad  un  osservatore  situato 
esternamente  ;  per  tali  superficie  un  piano  tangente,  secondo  il  concetto 
intuitivo,  ha  un  solo  punto  in  comune  colla  superficie,  e  lascia  tutta  la  su- 
perficie da  una  stessa  banda.  Questo  fatto  si  presenta  appunto  nelle  qua- 
driche  dovunque  convesse,  coli'  avvertenza  che  una  tal  quadrica  ha  in 
comune  con  un  piano  tangente  un  solo  punto  reale,  che  è  il  punto  di  con- 
tatto, ed  inoltre  infiniti  punti  immaginari,  situati  su  due  rette  uscenti  dal 
detto  punto.  Si  consideri,  ad  esempio,  una  sfera  posata  sul  piano  xy,  in 
modo  da  toccarlo  nell'  origine  ;  il  centro  della  sfera  starà  sull'  asse  z  (nella 
ipotesi  di  assi  ortogonali);  se  è,  ad  es.,  il  punto  (0,  0,  1),  la  sfera  ha  l'e- 
quazione x^  -\-  y'^  -{-  z^  —  2z  =  0,  e  sega  il  piano  xy  nella  conica 
x'^  -{-  y^  =  0,  cioè  nelle  due  rette  immaginarie  x  di  iy  =  0  uscenti  dal 
punto  di  contatto  0  ;  la  sfera  tocca  poi  evidentemente  ogni  altra  retta  del 
piano  xy  uscente  da  0. 
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Consideriamo  ora  un  secondo  caso.  Si  tratti  di  un  cono,  o  di  un  ci- 
lindro, posato  sopra  un  piano,  che  ne  contenga  una  generatrice  ;  sia,  ad 
es.,  il  cilindro  circolare  retto  y'^  -\~  z^  —  2z  =  0,  clie  ha  per  base,  sul 
piano  yz,  il  cerchio  di  centro  (0,  0,  1)  e  di  raggio  1.  Questo  cilindro  sega 

il  piano  xy  lungo  la  conica  y^  =z  0, 
che  si  riduce  all'  asse  a?,  contato  due 
volte.  Il  cilindro  tocca  dunque  il  pia- 
no xy  in  ogni  punto  dell'asse  x,  se- 
condo la  nostra  dicitura,  ed  anche  se- 
condo il  linguaggio  ordinario  ;  ogni 
altra  retta  t  del  piano  xy  tocca  il  ci- 
lindro in  un  punto  dell'  asse  x. 

Meno  facile  a  concepirsi  è  il  terzo 
caso,  che  si  presenta  per  le  quadri- 
che  convesso-concave,  le  quali  hanno 
in  ogni  loro  punto  la  forma  di  una 
sella.  Tali  sono,  ad  es.,  l' iperboloide  rotondo  ad  una  falda  (n.°  328),  gene- 
rato da  una  iperbole,  rotante  intorno  all'  asse  non  trasverso,  od  il  parabo- 
loide iperbolico  x^  —  y'^  =  z,  ài  cui  parleremo  in  seguito.  Consideriamo, 
ad  es.,  quest'ultima  superfìcie.  Essa  è  segata  dal  piano  xy  lungo  la  conica 
te 2  —  y^  =  0,  composta  delle  due  rette  reali  x  zh  y  =^  0  uscenti  dall'ori- 
gine. Il  piano  xy  tocca 
dunque  la  superfìcie,  se- 
condo la  defìnizione  da 
noi  data  ;  ed  effettiva- 
mente una  retta  gene- 
rica del  piano  xy  uscente 
da  0,  retta  di  equazioni 
y  =  kx,  z  =^  0,  tocca 
la  superfìcie  in  0,  come 
subito  si  verifica.  In  real- 
tà, il  piano  xy  spezza  la 
superfìcie  in  due  parti, 
di  cui  una  (  x  ^  y , 
z  >  0)  sta  al  disopra 
del  piano  xy,  V  altra 
{x  <C  y,  2r  <C  0)  sta  al 
disotto.  Per  questa  su- 
perfìcie adunque  il  lin- 
guaggio geometrico  è  in 
disaccordo  col  linguaggio  ordinario,  il  quale  non  distingue  i  piani  secanti  la 
superfìcie  lungo  due  rette  reali  (piani  tangenti,  secondo  i  geometri)  dagli  al- 
tri piani  secanti  la  superfìcie  lungo  coniche  non  degeneri  (piani  secanti)  (*). 

(')  riani  tangenti  ad  una  superfìcie  conveaso-concava  furono  considerati  da  Eulkro 
(1760)  e  Meusnikk  (1776).  Il  teorema,  secondo  cui  un  piano  tangente  ad  una  quadrica  sif- 
fatta sega  la  superficie  lungo  due  rette  reali,  ò  dovuto  a  Dupin  (1813). 
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345.  Per  costruire  il  piano  n  tangente  ad  una  quadrica  in 
un  punto  dato  P,  basta  conoscere,  secondo  1'  ultimo  teorema 
del  n.°  precedente,  due  rette  t^  t'  tangenti  alla  quadrica  in 
P.  Queste  si  ottengono,  segando  la  quadrica  con  due  piani 
arbitrari  passanti  per  P,  e  conducendo  le  tangenti  t^  t'  in 
P  alle  coniche  sezioni;  sarà  poi  ti  ^  tt'  il  piano  tangente 
richiesto. 

La  costruzione  di  ti,  a  dir  vero,  non  esclude  che  possano 
esistere  altri  piani  tangenti  alla  quadrica  in  P,  oltre  tt.  Ciò 
accadrebbe,  se  fuori  del  fascio  (P,  n)  esistesse  almeno  una  ulte- 
riore retta  u  tangente  alla  quadrica  di  P.  Ma  allora  ogni  fa- 
scio determinato  dalla  n  con  una  retta  generica  del  fascio  (P, 
Ti)  conterrebbe  due,  e  quindi  (n.*'  SM)  infinite  rette  tangenti 
alla  quadrica  in  P;  ogni  retta  della  stella  P  sarebbe  ivi  tan- 
gente alla  quadrica,  o  vi  apparterrebbe  ;  ogni  piano  per  P 
toccherebbe  ivi  la  quadrica,  e  la  segherebbe  (n."  344)  lungo  due 
rette  (reali  o  immaginarie)  uscenti  da  P.  La  quadrica  risulte- 
rebbe dunque  costituita  da  infinite  rette  uscenti  da  P,  sarebbe 
un  cono  di  secondo  ordine  di  vertice  P,  formato  dalle  rette 
proiettanti  da  P  una  conica  (reale,  o  immaginaria,  o  spezzata  in 
rotte).  Siamo  quindi  autorizzati  a  concludere  : 

Una  quadrica  ha,  in  ogni  suo  punto,  un  unico  irìano  tan- 
gente, il  quale  contiene  tutte  le  rette  tangenti  in  quel  punto  alla 
superficie  ;  fa  eccezione  solo  il  caso  che  la  quadrica  sia  un  cotto, 
ed  il  punto  ne  sia  il  vertice.  In  realtà,  ogni  piano  condotto  per 
il  vertice  V  di  un  cono,  segando  la  superficie  in  due  rette 
uscenti  da  V,  va  considerato,  secondo  la  nostra  definizione, 
come  piano  tangente  al  cono  nel  vertice  ;  badiamo  però,  che, 
d'  ordinario,  si  dice  tangente  ad  un  cono  un  piano,  che  passi 
per  il  vertice,  ed  abbia  in  comune  col  cono  due  generatrici 
coincidenti  (piano  proiettante  dal  vertice  una  retta  tangente 
ad  una  conica  sezione).  Un  siffatto  piano  tocca  il  cono  in 
ogni  punto  della  generatrice,  colla  quale  le  due  coincidono 
(n.''  344). 

346.  I  risultati  precedenti  ci  dimostrano  la  presenza  di 
rette  reali,  od  immaginarie,  sopra  una  quadrica.  Studieremo  in 
un  successivo  capitolo  la  distribuzione  di  queste  rette.  Per  ora 
limitiamoci  a  notare  che  ogni  piano,  condotto  per  una  retta  di 

39 


—  610  — 

una  quadrica,  sega  la  quadrica  lungo  una  seconda  retta  (che  può 
anche  coincidere  colla  prima),  e  tocca  la  superficie  nel  punto  (od 
in  ogni  punto)  comune  alle  due  rette.  Infatti  la  intersezione 
della  quadrica  con  quel  piano  deve  essere  una  conica  (n.°  343), 
della  quale  forma  parte  la  prima  retta  ;  la  conica  quindi  si 
spezza  in  questa  retta  ed  in  una  seconda  retta,  ed  il  piano 
riesce  tangente. 

Il  teorema  è  sopratutto  interessante,  nel  caso  che  la  prima 
retta  ed  il  piano  siano  reali  ;  giacche  allora  è  reale  anche  la 
seconda  retta  (componente  colla  prima  una  conica,  la  cui  equa- 
zione ha  coefficienti  reali). 

347.  Intersezioni  di  ima  quadrica  colla  retta  congiun- 
gente due  punti.  —  Abbandoniamo,  per  il  momento,  le  conside- 
razioni sintetiche  precedenti,  che  verranno  riprese  in  seguito,  e 
cerchiamo  di  confermare,  per  via  analitica,  alcuni  dei  risultati 
ottenuti.  Ci  varremo  di  un  metodo,  già  adoperato  nella  teoria 
delle  coniche  (n.°  197  e  seg.),  il  quale  ci  fornirà  molte  altre 
proprietà  notevoli. 

Partiamo  dall'  equazione  di  una  quadrica  in  coordinate 
omogenee  (cartesiane  o  proiettive)  : 

(1)  f{x,  y,  ^,  ^)  =  aiix^  +  •  •  •  -f  a^t^  +  2ai2xy 

+  ••■  +  2a,,2t  =   0, 

e  conveniamo  subito  di  porre  a„k  =  a^hih,  k'=  1,  2,  3,  4), 
ogniqualvolta  la  simmetria  lo  consigli.  Siano  poi  F{x,  y,  z,  t), 
F'(x',  y',  z\  t')  due  punti  dello  spazio.  Cerchiamo  le  inter- 
sezioni della  retta  PP'  colla  quadrica  (1).  Notiamo,  a  tal  fine,  che 
ogni  punto  Q  della  retta  PP'  ha  coordinate  del  tipo  (n.''312,a)) 

Q{kx  -\-  x',  ...,  kt  -^  t'), 

e  che  il  punto  appartiene  alla  quadrica,  se  queste  coordinate 
soddisfano  la  equazione  (1).  Sostituendo  nella  (1)  le  coordinate 
di  Q,  sviluppando  ed  ordinando  rispetto  a  /<;,  otteniamo  1'  equa- 
zione 

(2)  k^fix,  y,  z,  t)  +  2kf[l)^  y^,^  5^  \,  )  -f-  f{x\  y\  z',  t')  =  0. 

In  questa  il  coefiiciente  di  A;  ^  e  il  termine  noto  sono  i  valori 
assunti  dal  polinomio  (1),  in  relazione  aUe  coordinate  di  P  e 
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P',  mentre  il  coefficiente  di  2A;  può  scriversi  per  disteso  sotto 
una  delle  forme  seguenti  (cfr.  n.^  197)  : 

/gw  -j-  (a.nX  +  «222/  -f  «23^;  +  a.j)y' 

-j-    («SliC     +     «32?/     -f     «332     +     asj)z' 
+    («41.^     +     «42?/     +     «43^    +     «440^' 

^      («naj'H \-aJ')x-{-(a^ix'-{ 1-«24^')2/ 

-|-  («31^;'-] 1-«34^')^+(«"^'-+ \-aJ')t. 

Sul  polinomio  stesso  si  osserverà  : 

1)  che  esso  è  bilineare  e  simmetrico,  rispetto  ai  due  gruppi 
di  valori  (x,  y,  z,  t),  (x',  y',  z',  t')\ 

2)  che,  ordinato  ad  es.  secondo  x\  y\  z',  t\  i  coefficienti 
rispettivi  sono  le  semiderivate  parziali  di  /"(a?,  y^  2,  t)  rispetto 
ad  X,  y,  z,  t  ; 

3)  che,  posto  x'  r=  X,  y'  ^=  y,  z'  ^::z  z^  f  =  ^,  il  polino- 
mio (3)  si  riduce  al  polinomio  (1). 

La  (2)  è  una  equazione  quadratica  in  k.  Se  k^^  k^  sono  le 
radici,  le  intersezioni  Qi,  Q^  della  quadrica  colla  retta  PP' 
hanno  le  coordinate 

Q,{k,x  -{-  x\  ■  ■  ■  ,k,t  -^  t'), 
Q^{k^x  -^  x',  •  •  •  ,  k^t  Ar  t'). 
Le  intersezioni  sono  due^  come  sapevamo.    Si   ha   indeter- 
minazione, vale  a  dire  la  retta  PP'  appartiene  alla  quadrica, 
quando  coesistono  le  relazioni 

f{x,  y,  z,  t)  =  0,     f[l\^  p^  l)^  \)   =  0,    f{x\  y\  .',  V)  =  0, 

di  cui  la  prima  e  terza  esprimono  che  i  punti  P  q  P'  stanno, 
come  è  naturale,  sulla  superficie. 

348.  Equazione  del  piano  tangente.  —  Se  il  punto  P'  sta 

sulla  quadrica,  nella  (2)  manca  il  termine  noto  f{x\  y\  z' ,  t')\ 
una  delle  radici,  ad  es.  A:,,  si  annulla,  ed  il  punto  Qi  coincide 
con  P'.  La  seconda  intersezione  Q^  della  retta  PP'  colla  qua- 
drica viene  essa  pure  a  coincidere  con  P',  cioè   la   retta  P'P 
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riesce  tangente  alla  quadrica  in  P,  quando  risulti  anche  k^,  z=z  0, 
quando  dunque,  nella  (2),  si  annulli  inoltre  il  coefficiente  di  2 A;: 

ossia 

(4')  {a,,x'  -f-  .  .  .)x  +  {a^,x'  +  .  .  .)y  -f  {a,,x'  +  .  .  .)z 
+  {a^x'  -^  ...)t  =  0. 

La  (4),  o  (4'),  è  dunque  la  condizione,  cui  devono  soddi- 
sfare le  coordinate  (x,  y,  z,  t)  del  punto  F,  affinchè  esso  stia 
sopra  una  tangente  alla  quadrica  nel  punto  assegnato  P' 
(x/,  y\  z',  V).  Poiché  l'equazione  (4')  contiene  linearmente 
quelle  coordinate,  essa  rappresenta  un  piano.  E  cosi  rimane 
confermato  che  le  munite  rette  tangenti  ad  una  quadrica  in  un 
punto  stanno  in  un  piano  (piano  tangente),  la  cui  equazione  si 
forma,  attribuendo,  come  coefficienti,  alle  variabili  (x,y,z,t)  i  valori 
assunti  dalle  semiderivate  del  polinomio  f  (x,  y,  z,  t),  quando  in 
esse  si  sostituiscano  le  coordinate  del  punto  di  contatto. 

Il  piano  tangente  in  P'  è  indeterminato,  soltanto  quando 
quelle  semiderivate  si  annullino  insieme  per  le  coordinate  di 
P',  e  ciò,  come  vedremo,  accade  nel  solo  caso  che  la  quadrica 
sia  un  cono  col  vertice  P'  (d' accordo  col  teorema  del  n."  345). 

Osservazione.  —  In  coordinate  cartesiane  ordinarie  x,  y,  z, 
conviene  talvolta  scrivere  la  equazione  del  piano  tangente  ad 
una  quadrica,  nel  punto  P'{x',  y' ,  z'),  sotto  una  delle  due 
forme  seguenti  : 

(a)  {a^^x'  +  a,^y'  -f  a,^z'  -j-  a,^){x  —  x') 

+  (a^x'  -f  a^^y'  -\-  a,^z'  -f  a.^)(y  —  y') 
-h  {a^,x'  +  a^^y'  -f  a^^z'  -j-  aj){z   —  z')  =  0, 
che  si  dimostra  equivalente  alla  (4'),  ridotta  in  coordinate  non 
omogenee,  quando  si  tenga  conto  che  la   equazione   della   su- 
perfìcie è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  P'  ; 
(/?)  a,,xx'-^.  .  .-f-  a,^zz'-{-  a,^{xy'^  x' y)  -f. .  .+  a^s{yz'^y'z) 

+  a,,{x  -|-  a;')  4-  .  . .  -f-  a,,{z  -f  z')  -\-  a^  =  0, 
la  quale  si  forma  tenendo  presente  la   regola    esposta  per  le 
coniche  nella  Oss.  seguente  il  n."  198. 

Valendosi  dell'  una  o  dell'  altra  formula,  il  lettore  vedrà  che, 
se  la  quadrica   passa  per  l'origine  (se  dunque  «44  =  0),  l'è- 
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quazione  del  piano  tangente  ivi  si  ottiene  uguagliando  a  zero 
il  complesso  dei  termini  lineari  nell'equazione  non  omogenea 
della  superfìcie. 

349.  —   Cono  circoscritto  alla  qiiadrica  da  un  punto.  — 

Tolta  ora  la  restrizione  che  il  punto  P'  {x\  y\  0',  t')  appar- 
tenga alla  quadrica  (1),  osserviamo  che  la  retta  P' P  del 
n.°  347  tocca  in  un  punto  Q^  =  Q2  la  superficie,  quando  l'e- 
quazione (2)  in  k  ha  una  radice  doppia,  ossia  quando 

(5)     f(x,  y,  z,  t)  .  f{x',  y\  z\  V )  -  |  /"(^'^^  ^',^  J,^  [' )  f  =  ^5 

e  viceversa.  Supposto  fisso  il  punto  P'  {x\  %j\  z',  t'),  la  (5) 
rappresenta  dunque  il  luogo  dei  punti  P,  che  si  trovano  sulle 
tangenti  alla  quadrica  uscenti  da  P' ;  questo  luogo  è  eviden- 
temente un  cono  di  vertice  P',  cono  di  secondo  ordine,  perchè 
tale  è  il  grado  della  (5)  nelle  coordinate  di  P.  Dunque  :  le 
tangenti  ad  una  quadrica,  uscenti  da  un  punto  qualsiasi  dello 
spazio,  costituiscono  un  cono  del  secondo  ordine,  che  dicesi  cono 
circoscritto  alla  superficie  dal  punto. 

Ritorneremo  tra  poco  (n."  355)  su  questo  risultato,  per 
esaminarlo  con  maggior  cura. 

350.  —  Punti  coniugati  rispetto  ad  una  quadrica.  —  Ri- 
prendiamo la  equazione  (2)  (n."  347),  nella  ipotesi  che  il  punto 
P'  occupi  una  posizione  generica  nello  spazio,  e  supponiamo 
ora  che  in  quella  equazione  sia 

<*)  ^C'i',  :-,  r)  =  0. 

Vuol  dire  che  le  due  radici  k^,  k.^  della  (2)  sono  uguali  in 
valore  assoluto  ma  di  segno  opposto,  e,  in  conseguenza,  che 
le  due  intersezioni  Qi,  Q.^  della  retta  PP'  colla  quadrica  sono 
divise  armonicamente  da  P  e  P'  (cfr.  n."  200).  Diremo  che 
due  punti  sono  coniugati  (o  reciproci)  rispetto  ad  una  quadrica, 
quando  essi  dividono  armonicamente  le  intersezioni  della  loro 
congiungente  colla  superficie.  Dunque  la  (4)  esprime  la  condi- 
zione, perchè  i  due  punti  (x,  y,  z,  t),  (x',  y',  z',  t')  siano  co- 
niugati rispetto  alla  nostra  superficie. 

La  condiziono  di  coniugio  è  simmetrica  rispetto  ai  due  punti, 
cui  si  riferisce.  Sopra   ogni  retta  dello   spazio,  che  non    appar- 
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tenga  alla  superficie,  esistono  infinite  coppie  di  punti  coniugati, 
le  quali  formano  una  involuzione,  avente  come  punti  doppi  le 
intersezioni  colla  quadrica. 

Sopra  una  retta  della  superficie  la  definizione  geometrica 
di  punti  coniugati  diventa  illusoria  ;  ma,  in  quel  caso,  conviene 
riguardare  come  coniugati  due  punti  comunque  presi  sulla 
retta  ;  ciò  per  il  fatto  che  la  condizione  analitica  (4)  è  veri- 
ficata da  due  punti  arbitrari  di  quella  retta  (n.°  347). 

I  punti  autoconiugati  sono  i  punti  della  superficie. 

351.   Piano   polare   dì   un   punto.  —  Il   luogo   dei  punti 
P(x,  y,  z,  t)  coniugati  ad  un  punto  fisso  P'(x',  y',  z',  t'), ri- 
spetto ad  una  quadrica,  è  rappresentato  dalla  (4),  o  dalla 
(4')  (a„a;'  -{-  .  .  .)x  ~\-  (a^^x'  +  .  .  .)ij  -\-  {a^^x'  -\-  .  .  .)z 
+  (a,,x'  -^  ...)t  =  0, 

ove  si  riguardino  come  variabili  x,  y,  z,  t,  è  dunque  un  piano, 
che  dicesi  piano  polare  del  punto  fisso  rispetto  alla  quadrica. 
Esso  è  anche  il  sostegno  delle  rette  polari  di  P',  rispetto  alle 
coniche  segate  sulla  superficie  dai  piani  passanti  per  P'.  Il 
punto  P'  dicesi  polo  di  quel  piano. 

Se  il  polo  appartiene  alla  quadrica,  il  piano  polare  coincide 
col  piano  tangente  ivi  (n.°  348). 

Dato  il  polo  P'(x',  y',  z',  t'),  il  piano  polare  n'  è  indi- 
viduato dalla  (4'),  ed  ha  le  coordinate 

/     Qu'  =  anx'  -f  a^iy'  +  a^^z'  -f  a^^t', 
)     Qv'    ==  a^^x'  -\-  a.,^y'  -\-  a.^z'  -f  a-ut', 

^  ^         QW'     =      flgiX'     -f     «32?/'     -|-     «33^'     -f     «34^', 


qr'    =   a^ix'  +  f^i-iV'  +  «432^'  +  «44^') 
essendo  q  un  fattore  di  proporzionalità. 

Ora  queste  relazioni  definiscono  una  correlazione  (n°  337) 
tra  i  due  spazi  sovrapposti,  descritti,  l'uno  dal  punto  P'(x',  y', 
z' ,  t'),  l'altro  dal  piano  7i'{u',  v',  w',  r').  Ciò  almeno  nella 
ipotesi  che  sia  diverso  da  zero  il  discriminante  dell'equazione  (1) 
(o  della  quadrica  relativa),  cioè  il  determinante 


(7)  A  = 


^11  ^12  ^IS  ^'14 

et  21  ^22  ^23  W">4 

^31  ^32  ^33  ^34 

<l^l  ^42  ^43  ^44 


i 
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questa  ipotesi  sarà  sottintesa  nel  seguito,  finche  non  si  dichiari 
il  contrario.  Il  determinante  (7)  è  simmetrico  (essendo  a„k  =  aki), 
quindi  la  correlazione  ha  carattere  involutorio,  è  una  polarità 
(n."  339). 

Come  ogni  punto  possiede  un  determinato  piano  polare, 
definito  dalle  (6),  cosi  ogni  piano  possiede  un  determinato 
polo,  che  ha  le  coordinate 

i     ox'  =  Anu'  -f-  ^i-v'  +  Ar^w'  -\-  J.ur', 

(8) 

(     ai'   =  A,,u'  -i-  A,,v'  +  A,,w'  +  A,,r\ 

ove  le  Ahk  sono  i  soliti  complementi  algebrici  (n.°  339). 

352.  Equazione  tangenziale  di  una  quadrìca.  —  Sappiamo 
già  (n.°  339)  che  una  correlazione  polare  possiede  una  super- 
ficie fondamentale  di  secondo  ordine,  luogo  dei  punti  apparte- 
nenti ai  propri  piani  polari,  ed  un  inviluppo  fondamentale  di 
seconda  classe,  formato  dai  piani  che  contengono  i  propri  poli. 
Ora,  nella  polarità  definita  dalla  quadrìca  (1),  la  superficie  fon- 
damentale è  evidentemente  la  quadrica  (1)  stessa,  come  risulta 
paragonandone  l'equazione  colla  (10)  del  n.°  339, 

Quanto  all'  inviluppo  fondamentale,  la  cui  equazione  fu  già 
scritta,  al  n.°  339,  sotto  la  forma 

(9)  AnU^  -j-  A^^v^  -j-  J.33w;2  -f  A^r^  ~\-  2Ay,uv  -f  2Ai3Uw 

-f-  2Auur  -f-  2A23VW  -\-  2A.>4vr  -\-  2Az^wr  =  0, 
si    dimostra  (col  ragionamento  analogo  a  quello  tenuto  per  le 
coniche,  n.''  203)  che  esso    è  formato    dai  piani   tangenti   alla 
quadrica  (1).  Concludiamo  : 

/  piani  tangenti  ad  una  quadrica  {di  discriminante  non 
nullo)  costituiscono  un  inviluppo  doppiamente  infinito  di  seconda 
classe.  X'  equazione  di  questo  inviluppo  (brevemente,  l'equazione 
tangenziale,  o  pluckeriana  della  quadrica)  si  ottiene  dalV  equazione 
puntuale  (1),  sostituendo  alle  coordinate  di  punti  le  coordinate 
di  piani,  ed.  ai  coefficienti  i  rispettivi  complementi  algebrici 
estratti  dal  discriminante. 

Possiamo  infine  riassumere  i  principali  risultati  dei  due 
ultimi  n.'  nel  seguente  teorema  : 

Una  quadrica  (di  discriminante  non  nullo)  determina  nello 
spazio   una  correlazione  polare,   la  quale  muta  ogni  punto   nel 
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proprio  piano  polare,  ed  ogni  piano  nel  proprio  polo  ;  in  partico- 
lare^ ogni  punto  della  quadrica  corrisponde  al  proprio  piano  tan- 
gente^ e  viceversa. 

Questo  risultato  completa  il  teorema  del  n.''  339,  secondo  il 
qaale  una  polarità  nello  spazio  determina  una  quadrica  (fonda- 
mentale) ;  ora  vediamo  infatti  che  sussiste  anche  il  teorema 
inverso. 

353.  Piani  tangenti  ad  una  quadrica  condotti  per  una 
retta.  —  La  polarità,  che  una  quadrica  determina,  permette  di 
dedurre  da  proposizioni  già  noto,  relative  ai  punti  di  una  qua- 
drica, nuove  proposizioni  relative  ai  piani  tangenti. 

Proponiamoci,  ad  es.,  di  vedere  quanti  piani  tangenti  ad 
una  quadrica  passino  per  una  retta  assegnata  r.  La  retta  r 
ha  come  polare  una  nuova  retta  r',  la  quale  è  il  luogo  dei 
poli  dei  piani  passanti  per  r,  rispetto  alla  quadrica  (n.°  339)  Q). 
Ora,  se  un  piano  per  r  è  tangente  alla  quadrica,  il  polo  di 
esso,  cioè  il  punto  di  contatto,  appartiene  tanto  alla  quadrica 
quanto  alla  retta  r';  e  viceversa.  Dunque  (n.°  342): 

Per  una  retta  si  possono  condurre  ad  una  quadrica  due 
piani  tangenti,  i  cui  punti  di  contatto  stanno  sulla  retta  polare 
della  data;  i  due  piasi  sono  reali  e  distinti,  reali  e  coinci- 
denti, o  immaginari,  secondo  che  la  retta  polare  è  secante, 
tangente,  o  non  secante,  rispetto  alla  superficie  ;  nel  caso  in- 
termedio, come  vedremo,  la  retta  primitiva  è  essa  pure  tan- 
gente alla  superficie.  Fa  solo  eccezione  la  ipotesi  che  la  retta 
appartenga  alla  superficie,  giacché  allora  {n°  346)  ogni  piano 
per  essa  è  tangente  alla  superficie,  e  la  retta  (come  sarà  dimo- 
strato) coincide  colla  propria  polare. 

354.  Tangenti  coniugate  ad  una  quadrica  in  un  punto.  — 

Per  esaurire  la  discussione  del  n.°  precedente,  è  necessario 
esaminare,  quali  posizioni  particolari  possano  assumere  due 
rette  mutuamente  polari  r,  r'. 


(^)  Un'altra  generazione  della  retta  r',  polare  di  una  retta  r,  è  la  se- 
guente, che  il  lettore  potrà  giustificare  da  se:  la  retta  polare  di  ima  retta 
r  è  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  alle  coniche  sezioni  della  quadrica  coi  piani 
passanti  per  r.  Questa  generazione  cade  in  difetto,  se  r  appartiene  alla 
quadrica. 
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Due  rette  siffatte,  in  generale,  sono  sghembe.  Vediamo  ora 
quando  esse  si  incontrino. 

Supposto  anzitutto  che  le  due  rette  r,  r'  non  coincidano, 
chiamiamo  P  il  punto  e  n  il  piano  comuni  alle  rette  stesse. 
Poiché  P  appartiene  ad  r  e  ad  r',  il  piano  polare  di  P  dovrà 
passare  per  r'  ed  r,  dovrà  dunque  coincidere  con  ti.  Ma  allora 
P  e  71  si  appartegono,  ed  in  conseguenza  P  è  un  punto  della 
quadrica,  tt  è  il  relativo  piano 
tangente,  r  ed  r'  sono  tangenti 
alla  superficie  in  uno  stesso 
punto  P.  Viceversa,  si  dimo- 
stra, invertendo  il  ragionamen- 
to, che  una  retta  r,  tangente 
ad  una  quadrica  in  un  punto 
P,  ha  come  polare  una  nuova 
tangente  r'  alla  superficie  nello 
stesso  punto  P. 

Supponiamo  che  la  tangente 
r  descriva  il  fascio  di  cen- 
tro P  e  piano  tt  ;  la  tangente  r'  descriverà  un  fascio  sovrap- 
posto, proiettivo  al  precedente,  perchè  la  polarità  determinata 
dalla  quadrica  muta  F  un  fascio  nell'  altro.  La  proiettività  tra 
i  due  fasci  è  anzi  una  involuzione,  giacche  la  relazione  fra  due 
rette  polari  r,  r'  è  scambievole. 

Sia  u  una  retta  doppia  della  involuzione,  vale  a  dire  una 
retta  coincidente  colla  propria  polare.  Ogni  punto  Q  di  u 
ha  il  piano  polare  che  passa  per  u,  e  quindi  per  Q;  ne  viene 
che  Q  è  un  punto  della  quadrica,  e  che  la  retta  u  stessa  ap- 
partiene alla  quadrica.  Le  rette  doppie  della  involuzione  sopra 
considerata  sono  adunque  le  due  rette  (reali  o  immaginarie) 
costituenti  la  sezione  della  quadrica  col  piano  tangente  n.  Con- 
cludiamo : 

Una  retta  tangente  ad  una  quadrica  in  un  punto,  lia  corno 
polare  una  seconda  retta  tangente  alla  quadrica  nel  punto  stesso  ; 
nel  fascio  di  rette,  che  ha  per  centro  quel  punto  e  per  piano  il 
relativo  piano  tangente,  viene  così  a  stabilirsi  una  corrispon- 
denza tra  rette  mutuamente  polari,  che  è  una  involuzione,  avente 
per  rette  doppie  le  due  rette  comuni  al  piano  ed  alla  quadrica. 
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Due  tangenti  mutuamente  polari  (aventi  dunque  lo  stesso 
punto  di  contatto)  si  chiamano  di  solito  tangenti  coniugate^ 
adottando  per  le  quadriche  una  denominazione,  che  il  Dupin  ha 
introdotto  per  una  superficie  qualsiasi,  algebrica  o  trascen- 
dente (^)  ;  la  involuzione,  di  cui  parla  T  enunciato,  si  dice,  in 
conseguenza,  involuzione  delle  tangenti  coniugate  in  un  punto. 
Essa  è  ellittica  (parabolica),  o  iperbolica,  secondo  che  le  due 
rette  sezioni  della  quadrica  col  piano  tangente  sono  reali  e 
distinte  (reali  e  coincidenti),  o  immaginarie  (^).  E  il  punto  di 
contatto,  come  sarà  ripetuto  anche  in  seguitO;,  si  dice  ordina- 
tamente punto  ellittico  (  parabolico),  o  iperbolico.  Va  notato  però 
che  il  caso  intermedio,  della  involuzione  parabolica,  esigerebbe 
un  esame  speciale,  sul  quale  non  intendiamo  ora  di  fermarci, 
perchè^  come  vedremo,  quel  caso  si  presenta  solo  nelle  qua- 
driche a  discriminante  nullo,  che  sono  escluse  dalle  nostre 
attuali  considerazioni. 

Osseryazione.  —  La  polarità,  determinata  dalla  quadrica, 
muta  la  punteggiata  sopra  una  retta  u,  appartenente  alla  superfi- 
cie, nel  fascio  dei  relativi  piani  tangenti,  i  quali  passano  tutti  per 
u.  Quella  punteggiata  e  quel  fascio,  di  sostegno  u,  sono  adun- 
que riferiti  proiettivamente.  In  altre  parole:  mentre  un  punto 
descrive  una  retta  di  una  quadrica,  il  piano  tangente  in  esso 
ruota  intorno  alla  retta,  e  genera  un  fascio  proiettivo  alla 
punteggiata   dei  punti  di  contatto. 

355.  Piani  tangenti  passanti    per    un   punto.  —  Per  un 

punto  P  dello  spazio,  che  non  appartenga  ad  una  quadrica, 
passano  infiniti  piani  (reali  o  immaginari)  tangenti  alla  super- 
ficie. Se  p  è  uno  tra  questi,  il  punto  di  contatto  JR,  essendo 
polo  di  Q,  sta  sul  piano  polare  tt  di  P,  quindi  sulla  conica  K 
in  cui  Ti;  sega    la    quadrica.  Viceversa,  il  piano   tangente  alla 


(^)  Il  lettore  osserverà  che  l'aggettivo  coniugato  è  qui  adottato  in  un 
senso  diverso  da  quello  convenuto  nella  teoria  della  polarità.  Se  ciò  po- 
tesse dar  luogo  ad  equivoci,  sarebbe  preferibile,  finche  si  considerano  su- 
perficie del  secondo  ordine,  parlare  di  tangenti  polari. 

(2)  Ad  es.,  sulla  sfera,  che  è  segata  dai  piani  tangenti  lungo  direzioni 
assolute  (n."  344,  Oss.),  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate  è  circolare. 
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quadrica  in  un  punto  R  di  K  passa  per  P.  La  retta  tiq,  che 

e  passa  per  il    punto 


di   contatto 


giace  nel  piano  tangente  q, 
R,  tocca  in  B  la  quadrica 
e  quindi  la  conica  K.  Se- 
gue che  : 

I  piani  tangenti  ad 
una  quadrica,  che  passano 
per  un  punto  dallo  spazio, 
si  ottengono  proiettando 
dal  punto  le  tangenti  a 
quella  conica,  lungo  cui 
il  piano  polare  del  punto 
sega  la  quadrica.  Quei 
piani  tangenti  formano, 
come  diremo,  un  inviluppo 
(  semplicemente  infinito  ) 
conico  di  seconda  classe 
(n.°  329). 

La  retta  PR,  che  va  dal  punto  P  ad  un  punto  qualsiasi 
R  della  conica  K,  tocca  in  R  la  quadrica,  perchè  giace  nel  piano 
Q  tangente  alla  quadrica  in  R.  Possiamo  dunque  enunciare  il 
teorema  (dovuto  a  Monge,  1798-99): 

Per  un  punto  passano  infinite  rette  (reali  o  immaginarie) 
tangenti  ad  una  quadrica,  le  quali  costituiscono  il  cono  di  se- 
condo ordine^  che  proietta  dal  punto  la  conica  sezione  della  qua- 
drica col  piano  polare  del  punto  stesso;  la  detta  conica  è  il 
luogo  dei  punti  di  contatto  delle  generatrici  del  cono.  E  questo 
il  cono  circoscritto  alla  quadrica,  del  quale  abbiamo  già  scritto 
r  equazione  al  n.°  349. 

Ogni  piano  tangente  alla  quadrica  condotto  per  P,  conte- 
nendo una  tangente  alla  conica  K,  sega  il  cono  circoscritto 
lungo  due  generatrici  coincidenti,  ossia  tocca  il  cono  lungo 
tutta  una  generatrice  (n.°  3-44).  Segue  che  l'inviluppo  conico  di 
vertice  P,  di  cui  parla  il  primo  enunciato,  è  costituito  dai  piani 
tangenti,  lungo  generatrici,  al  cono  circoscritto  dal  punto  P. 

Un  punto  P  dicesi  esterno,  od  interno,  rispetto  ad  una  qua- 
drica, secondo  che  il  cono  circoscritto  da  P  è  reale  o  immagi- 
nario, ossia  secondo   che   è  secante,  o  non  secante,  il  piano  tu 
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polare  di  P.  Nel  primo  caso,  la  conica  di  contatto  K  separa 
sulla  quadrica  (supposta  opaca)  la  regione  visibile  dalla  re- 
gione invisibile,  rispetto  ad  un  osservatore  situato  in  P;  per- 
ciò quella  conica  dicesi  contorno  apparente  della  quadrica,  ri- 
spetto al  centro  di  vista  P. 

Si  può  chiedere  come  si  modifichino  i  risultati  precedenti, 
quando  il  punto  P  sta  sulla  quadrica,  nel  qual  caso  il  piano 
n  è  ivi  tangente  alla  superfìcie,  e  la  conica  K  si  scinde  in  due 
rette.  E  facile  vedere  che  allora  F  inviluppo  conico  dei  piani 
uscenti  da  P,  e  tangenti  alla  quadrica,  si  scinde  nei  due  fasci 
di  piani,  che  hanno  per  assi  le  rette  costituenti  la  conica  K 
(n.°  346).  Quanto  al  cono  formato  dalle  rette  tangenti  alla 
quadrica  uscenti  dal  punto  P,  esso  si  riduce  al  piano  n  (o 
meglio  al  fascio  di  rette  di  centro  P  e  piano  n)  contato  due 
volte,  come  si  può  verificare  per  via  analitica,  ricorrendo  all'  e- 
quazione  (5)  del  n.*^  349. 

Osservazione.  —  Nella  ipotesi  che  il  punto  P  non  appar- 
tenga alla  quadrica,  è  bene  notare  che  la  polarità,  determinata 
da  questa,  trasforma  l'inviluppo  conico  dei  piani  tangenti,  con- 
dotti da  P,  nella  conica  K  formata  dai  punti  di  contatto  in  tt, 
e  trasforma  il  cono  circoscritto  di  vertice  P,  considerato  come 
costituito  da  infinite  rette,  nella  conica  X,  considerata  come 
inviluppo  delle  sue  tangenti  ;  se  poi  il  cono  stesso  si  riguarda 
come  luogo  degli  infiniti  suoi  punti,  situati  su  quelle  rette 
(generatrici),  l'ente  polare  sarà  formato  dagli  infiniti  piani 
passanti  per  le  tangenti  alla  conica  K.  Queste  relazioni  ci  mo- 
strano come  gli  inviluppi  conici  ed  i  coni  si  trasformino  per 
dualità  nello  spazio. 

Segue  ancora  che  le  generatrici  del  cono  hanno  come  tan- 
genti coniugate  (o  polari),  rispetto  alla  quadrica,  le  tangenti 
alla  conica  K^  nei  rispettivi  punti  di  contatto. 

356.  Piani  coniugati  rispetto  ad  una  quadrica.  Figure 
autoconiugate.  —  Le  due  definizioni  equivalenti,  che  si  sogliono 
dare  di  punti  coniugati  rispetto  ad  una  quadrica  (punti  divi- 
denti armonicamente  le  intersezioni  della  loro  congiungente 
colla  quadrica,  oppure  punti,  di  cui  l'uno  appartiene  al  piano 
polare  delF  altro)  conducono,  trasformate  mediante  la  polarità, 
a  due   definizioni  di   piani   coniugati  (o  reciproci)  rispetto    ad 
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una  quadrica  :  due  piani  dìconsi  coniugati,  quando  dividono  ar- 
monicamente i  piani  tangenti  condotti  alla  quadrica  dalla  retta 
intersezione,  ossia  quando  l'uno  passa  per  il  polo  delV  altro.  Dalla 
prima  definizione  segue  che  :  per  una  retta  passano  infinite 
coppie  di  piani  coniugati  rispetto  ad  una  quadrica,  le  quali  for- 
mano una  involuzione,  avente  come  piani  doppi  i  piani  tangenti 
condotti  per  la  retta  alla  quadrica.  La  condizione  analitica  di 
coniugio  tra  due  piani  di  date  coordinate  si  scrive,  partendo 
dall'equazione  tangenziale  della  quadrica,  nello  stesso  modo 
come  la  condizione  di  coniugio  tra  punti,  partendo  dall'  equa- 
zione puntuale. 

Si  hanno  talvolta  da  considerare  figure  autoconiugate  ri- 
spetto ad  una  quadrica,  tali  cioè  che  i  vertici,  o  le  facce,  siano 
coniugate  a  due  a  due. 

Precisamente,  dicesi  autoconiugato  rispetto  ad  una  quadrica  : 


un  triangolo,  quando  ciascun 
vertice  è  coniugato  dei  rimanenti 
due,  ed  ha  quindi  il  piano  pola- 
re passante  per  il  lato  opposto. 

Un  triangolo  autoconiugato 
è  autopolare  rispetto  alla  co- 
nica, che  il  suo  piano  sega 
sulla  quadrica.  (n°  206). 


un  triedro,  quando  ciascuna 
faccia  è  coniugata  delle  rima- 
nenti due,  ed  ha  quindi  il  polo 
sopra  lo  spigolo  opposto. 

Un  triedro  autoconiugato 
è  autopolare  rispetto  al  cono 
circoscritto  dal  suo  vertice  alla 
quadrica  (^). 


Si  dice  poi  che  un  tetraedro  è  autopolare  (od  autoconiugato) 
rispetto  ad  una  quadrica,  se  ciascun  vertice  di  esso  ha  per 
piano  polare  la  faccia  opposta.  In  un  siffatto  tetraedro  i  ver- 
tici sono  coniugati  a  due  a  due,  e  cosi  pure  le  facce  ;  tre 
vertici,  o  tre  facce,  costituiscono  un  triangolo,  o  un  triedro 
autoconiugato. 

Esistono  infiniti  tetraedri  autopolari.  Per  costruirne  uno  si 
prenda  ad  arbitrio  un  vertice  A,  che  non  appartenga  alla 
quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  a  polare  dì  A;  su  questo 
piano  si  prenda  ad  arbitrio  un  secondo  vertice  B,  non  appar- 
tenente alla  quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  /?  polare  di  B; 
sulla  retta  «^  si  prenda  ad  arbitrio  un    terzo  vertice    C,   non 


(^)  L' enunciato   di   destra    risulterà   chiaro,  quando   avremo   parlato 
della  polarità  rispetto  ai  coni  (n.°  359). 
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appartenente  alla  quadrica,  e  si  costruisca  il  piano  y  polare 
di  C;  il  punto  D  =  «/?}',  che  ha  per  piano  polare  ò  =  ABC, 
sarà  il  quarto  vertice  del  tetraedro  richiesto. 

357.  Superficie  di  secondo  ordine  degeneri.  —  Negli  ultimi 
paragrafi    furono  escluse  le   quadriche   aventi  il   discriminante 
nullo.  Dobbiamo  ora  esaminare  quale  particolarità  presenti  la 
superficie 
(1)     f(x,  y,  0,  t)  =  a„a;^  +...-]-  a^it^  +  'la^^^xy  -p  •  •  • 

-j-  '^la^iZt  =  0, 
quando 


(2)  . 


A  = 


a.-, 


£'24 


«31 

a, 


—  0. 


:2       «33        «34 
'41        "'42        «43        «44 

Ricordiamo  che  la  (2)  è  la  condizione,  perchè  esista  un  si- 
stema di  valori,  non  tutti  nulli,  {x^^^  y^,  Zq,  Ìq),  soddisfacenti 
alle  quattro  equazioni 

(3)  anx  +  tti^y  +  «,3^  +  ciiJ  =  0  («  =  1,  2,  3,  4); 
quei  valori  saranno  proporzionali  ai  complementi  algebrici  (sup- 
posti non  tutti  nulli)  degli  elementi  di  una  stessa  linea  in  A. 
Ora  si  dimostra  (imitando  il  ragionamento  svolto  per  le  coni- 
che, n.°  211)  che  le  quantità  Xq,  y^,  Zq,  t^  rendono 

A^o,  ?/o,  ^0,  ^o)  =  o,      /-g'  ^'  ;'  /)-0, 

^•^05  Udì  '^0?  ''0'' 
nella  seconda  delle  quali  x,  y,  z,  t  hanno  valori  arbitrari.   La 
prima  di  queste  ha  un  immediato  significato  geometrico,  giacche 
ci  dice  che  il  punto  V,  di  coordinate  (xq,  y^,  Zq,  t^),  appartiene 
alla  quadrica  (1). 

Cerchiamo  ora  le  intersezioni  della  superficie  colla  retta 
VP,  congiungente  il  punto  V(xq,  y^,  Zq,  t^)  con  un  punto  ar- 
bitrario P{x,  y,  z,  t).  Sappiamo  (n.**  347)  che  queste  dipendono 
dall'  equazione 

(4)  ì<.^f{x,  y,  z,  t)  +  mi^^    l'   l'  l  )  +  /-(^o,  yo,  ^0,  ^o)  =  0, 

^-^05  i/o»  ^0>  ^0' 

la  quale  però  ha  nulli  il  termine  noto  e  il  coefficiente  di  2A-. 
Segue  che  la  retta  YP  sega  la  quadrica  (1)  in  due  punti  riu- 
niti in   7;  a  meno  che  il  punto  P{x,  y,  z,  t)  non  appartenga 
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esso  pure  alla  quadrica,  nel  qual  caso  la  (4)  diviene  una  iden- 
tità, ed  ogni  punto  della  retta  VP  appartiene  alla  superficie. 
Questa  è  dunque  costituita  dalle  infinite  rette  congiungenti  il 
punto  V  coi  punti,  che  la  superficie  ha  in  comune  con  un  piano 
generico,  non  passante  per  7;  poiché  questi  punti  costituiscono 
una  conica  (n.°  343),  la  superficie  sarà  un  cono  (reale  o  imma- 
ginario) di  vertice   V  Q). 

Il  ragionamento  sussiste  pure  nella  ipotesi,  che  siano  nulli 
tutti  i  minori  del  terzo  ordine  del  determinante  A.  In  questo 
caso  però,  due  delle  quattro  equazioni  (3)  sono  conseguenze 
delle  rimanenti  due,  le  quali  rappresentano  una  retta  v]  ogni 
punto  di  questa  (avendo  coordinate  soddisfacenti  il  sistema  (3)  ) 
gode  le  proprietà  che  prima  spettavano  all'  unico  punto  V. 
Vuol  dire  che  tutte  le  rette  congiungenti  i  punti  di  v  con  un 
punto P della  quadrica,  fuori  di  v,  formano  parte  della  quadrica; 
questa  dunque  contiene  il  piano  yP,  e,  in  generale,  un  secondo 
piano  passante  per  v  e  distinto  dal  primo.  La  quadrica  si  riduce 
ad  una  coppia  di  piani. 

Finalmente,  se  tutti  i  minori  di  secondo  ordine  di  A  sono 
nulli  (ma  non  tutti  gli  elementi),  tre  delle  quattro  equazioni 
(3)  sono  conseguenze  della  rimanente  ;  questa  rappresenta  un 
piano,  ogni  cui  punto  gode  la  proprietà  del  vertice  V.  La 
quadrica  si  riduce  allora  a  quel  piano  contato  due  volte,  cioè 
ad  un  piano  doppio.  Nell'ultimo  caso  è  facile  verificare  che  il 
primo  membro  dell'  equazione  della  superficie  è  il  quadrato  di 
un  polinomio  di  primo  grado  in  x,  y,  z,  t\  si  ha  infatti,  nel- 
l'ipotesi «11  =»=  0, 

anf{x,  y,  z,  t)  =  {a^^x  -f  a,oy  -f  a^^z  -[-  a^^ty. 

Riassumendo  : 

Una  quadrica^  la  cui  equazione  puntuale  abbia  il  discrimi- 
nante nullo,  è  un  cono,  il  cui  vertice  ha  coordinate  proporzio- 
nali ai  complementi  algebrici  degli  elementi  di  una  stessa  linea 
del  discriminante]  se  si  annullano  inoltre  tutti  i  minori  del 
terzo    ordine  del   discriminante,    la   quadrica  si   scinde  in   due 

0-)  In  questa  discussione,  d' indole  proiettiva,  i  cilindri  non  sono  di- 
stinti dai  coni  ;  la  superficie  sarebbe  un  cilindro,  se  V  fosse  un  punto  im- 
proprio. 
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piani;  se  finalmente  si  annullano  tutti  i  minori  del  secondo  or- 
dine^ la  quadrica  si  riduce  ad  un  piano  doppio.  E  viceversa, 
perchè  i  ragionamenti,  che  precedono,  sono  tutti  invertibili. 

Il  cono^  la  coppia  di  piani  ed  il  piano  doppio  costituiscono 
i  tre  successivi  casi  di  degenerazione  di  una  superficie  (luogo 
di  punti)  di  secondo  ordine. 

358.  Talvolta  il  semplice  aspetto  dell'equazione  di  una 
quadrica  lascia  vedere  che  la  superfìcie  è  un  cono.  Cosi,  ad  es., 
una  equazione  di  secondo  grado,  omogenea,  in  coordinate  car- 
tesiane ordinarie  (a?,  y,  z)  : 

anx^ -\-  a.22y^  -{~  a^^z^  -j-  2ai20cy  -j-  2aisxz  -\-  'ìa^^yz  =  0 
rappresenta  un  cono  avente  il  vertice  nell'origine  (n.°  318). 
E  la  equazione  ottenuta  dalla  precedente,  col  sostituire 
X  —  Xo^  y  —  Voì  2  —  Zo  Sii  posto  di  ic,  y,  z^  rappresenta  un 
cono  di  vertice  (xq^  yo,  ■^o),  avente  la  stessa  conica  all'infinito 
del  cono  suddetto. 

359.  Polarità  rispetto  ad  un  cono.  —  Rispetto  ad  un 
cono  f{x,  y,  z,  t)  ■=  0,  di  vertice  V(xo,  yo,  zq  ^o),  ogni  punto 
P'{x'^  y\  z\  t')  dello  spazio,  distinto  da  F,  ha  ancora  un  de- 
terminato piano  polare  n\  che  si  definisce  nel  solito  modo 
(n.*'  351),  ed  ha  l'equazione 


fix,    y,    z,    t  \  _   ^ 
l\x\y\z',t'ì  —   ''' 


Questo  piano  passa  sempre  per  il  punto  V  (giacche  l'equa- 
zione è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  7),  e  contiene  le  infi- 
nite rette  coniugate  armoniche  di  YP'  rispetto  alle  coppie  di 
rette,  secondo  cui  il  cono  è  segato  dai  piani  passanti  per 
VP'.  Mentre  il  polo  P'  descrive  una  retta  p'  uscente  da  F,  il 
piano  polare  n'  non  varia,  al  contrario  di  ciò  che  accade  per 
una  quadrica  generale;  il  piano  polare  del  vertice  Y  è  inde- 
terminato, perchè  la  precedente  equazione  è  identicamente  sod- 
disfatta, quando  si  ponga  x'  =■  x^^,. .  .^  t'  ■=^  to.  Viceversa,  un 
piano  qualsiasi,  non  passante  per  Y,  ha  sempre  come  polo  il 
punto  Y.  Invece  un  piano  n'  passante  per  Y  ha  infiniti  poli 
situati  sopra  una  retta  p'  uscente  da   Y. 

La    polarità    degenere,    determinata    da    un    cono,  viene 
adunque  a  stabilire  una  corrispondenza  biunivoca   tra  le  rette 
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p'  ed  ì  piani  n'  della  stella  V.  Ed  è  facile  persuadersi  che 
tale  corrispondenza  è  una  polarità  nella  stella  F,  di  cui  si  è 
dato  un  cenno  nelle  prime  righe  del  n.°  190;  è  precisamente 
quella  polarità,  che  si  ottiene,  proiettando  da  V  la  polarità 
piana  definita  da  una  conica,  sezione  del  cono  con  un  piano 
non  passante  per   Y. 

Ogni  piano  passante  per  V  sega  il  cono  lungo  due  gene- 
ratrici (reali  o  immaginarie)  ;  se  le  due  generatrici  coinci- 
dono, il  che  accade  quando  il  piano  passa  per  una  tangente 
della  conica  sopra  nominata,  il  piano  è  tangente  al  cono  lungo 
tutta  quella  generatrice  (n."  345).  Dunque  :  il  piano  tangente 
ad  un  cono  in  un  punto,  diverso  dal  vertice,  passa  per  il  ver- 
tice, e  tocca  il  cono  lungo  tutta  la  generatrice  contenente  il  punto 
assegnato.  Nel  vertice  non  v'è  un  piano  tangente  determinato. 
Per  una  retta  generica  p  ',  uscente  dal  vertice  di  un  cono, 
passano  due  piani  (reali  od  immaginari)  tangenti  al  cono  ;  le 
generatrici  di  contatto  appartengono  al  piano  n ',  polare  di  p'. 
Due  piani  per  p',  che  dividano  armonicamente  quei  piani  tan- 
genti, sono  coniugati  rispetto  al  cono,  e  formano  con  ti'  un 
triedro  autopolare  rispetto  al  cono,  tale  cioè  che  ciascuno  spi- 
golo ha  per  piano  polare  la  faccia  opposta.  Esistono  infiniti 
triedri  siffatti;  essi  si  ottengono,  proiettando  dal  vertice  V  i 
triangoli  autopolari  rispetto  ad  una  sezione  piana  del  cono. 

360.  Inviluppi  di  seconda  classe  degeneri.  —  Una  equa- 
zione di  secondo  grado  in  coordinate  di  piani,  F{u,  v,  w,  r)  =  0, 
rappresenta,  quando  il  discriminante  del  polinomio  F  sia  nullo, 
l'ente  duale  di  un  cono,  di  cui  si  è  parlato  nella  Oss.  al 
n.°  355.  Mentre  un  cono  (riguardato  come  luogo  di  punti)  si 
compone  di  infinite  punteggiate,  i  cui  sostegni  hanno  un  punto 
(vertice)  in  comune,  l'inviluppo  duale  si  compone  di  infiniti 
fasci  di  piani,  i  cui  assi  stanno  in  un  medesimo  piano,  e  toc- 
cano in  questo  piano  una  conica  (cfr.  n.°  329).  Un  siffatto 
inviluppo  degenere,  costituito  dagli  infiniti  piani  che  passano 
per  le  infinite  tangenti  ad  una  conica,  fu  detto  (da  Hesse,  1861) 
quadrica  limite,  alludendo  al  fatto  che  l' inviluppo  dei  piani 
tangenti  ad  una  quadrica  degenererebbe  a  quel  modo,  se  la  qua- 
drica si  schiacciasse,  in  guisa  da  ricoprire  due  volte  la  regione 
piana  interna,  od  esterna,  ad  una  conica. 

40 
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Se  la  conica  inviluppo  si  scinde  in  due  punti  distinti 
(n."  215),  la  quadrica  inviluppo  degenere  si  scinde  in  due 
stelle  di  piani,  aventi  quei  due  punti  come  centri,  e  prende  il 
nome  di  coppia  di  punti  ;  i  due  punti  (o  le  due  stelle)  possono 
anche  coincidere,  e  allora  si  ha  il  punto  doppio.  Riassumendo: 

Una  equazione  di  secondo  grado  in  coordinate  di  piani,  il 
cui  discriminante  sia  nullo,  rappresenta  una  quadrica  limite; 
se  son  nulli  tutti  i  minori  del  terzo  ordine  del  discriminante, 
V  inviluppo  si  scinde  in  due  punti  (o,  meglio,  in  due  stelle)  ;  i 
due  punti  coincidono,  se  sono  nulli  inoltre  tutti  i  minori  del 
terzo  ordine  del  discriminante. 

La  quadrica  limite,  la  coppia  di  punti  ed  il  punto  doppio 
costituiscono  i  tre  successivi  casi  di  degenerazione  di  una  qua- 
drica inviluppo. 

Come  una  equazione  di  secondo  grado,  omogenea  in  x, 
y,  z,  rappresenta  (n.  358)  un  cono,  col  vertice  nelF  origine 
(x  ^  y  -=2  z  ^  0),  cosi  una  equazione  di  secondo  grado,  omo- 
genea in  u,  V,  w,  rappresenta  una  quadrica  limite  giacente  sul 
piano  all'infinito  (w  —  y  =  w;  =  0).  In  modo  analogo,  scam- 
biando coordinate  di  piani,  si  rappresenterebbe  una  quadrica 
limite  appartenente  ad  uno  dei  piani  coordinati. 

Aggiungeremo  l' osservazione  seguente,  lasciando  al  lettore 
la  cura  di  giustificarla  (cfr.  n.°  215).  È  noto  che,  se 
(1)  aiix2  4-  .  .  .  -f  aut^  +  2ai2xy  -f  .  .  .  -f  2^340^  =  0 
è  l'equazione  di  una  quadrica,  a  discriminante  non  nullo,  l'invi- 
luppo dei  piani  tangenti  alla  (1)  è  rappresentato  dall'  equazione 
(I)     ^11^2  ^  .  . .  _j_  Ai^r^  +  2Ax2UV  4-  ...  4-  2^34w;r  =  0, 
formata  nel  modo  indicato  al  n."  352. 

Ora,  se  la  (1)  è  1'  equazione  di  un  cono,  la  (I)  rappresenta 
il  vertice  del  cono,  come  punto  doppio  ;  se  poi  la  (1)  è  una 
coppia  di  piani  distinti  o  coincidenti,  la  (I)  perde  ogni  signi- 
ficato, perchè  tutti  i  suoi  coefficenti  si  annullano. 

Valgono  pure  le  osservazioni  duali. 

Esercizi  I  —  1)  Si  scriva  1'  equazione  di  una  quadrica  passante  per 
1'  origine,  per  ì  punti  (1,  0,  0),  (0,  2,  0),  (0,  0,  3),  (0,  -  1,  2),  (2,  0,  -  3), 
(3,  —  2,  0),  e  per  i  punti  all'  infinito  delle  rette  x=:y=iz,  x=^y=:  —  z. 

2)  La  condizione  per  una  quadrica  di  toccare,  in  un  dato  punto,  una 
retta,  od  un  piano  assegnato,  equivale  a  due,  0  rispettivamente  a  tre  rela- 
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zioni  lineari  fra  i  coefficienti  dell'  equazione  della  quadrica.  Si  scriva,  ad  es., 
l'equazione  della  quadrica,  che  tocca  gli  assi  coordinati  nei  punti  (1,  0,  0), 
(0,  2,  0),  (0,  0,  3),  ed  il  piano  all'  infinito  nel  punto  improprio  della  retta 
x=^  y  =  z. 

3)  Perchè  una  quadrica  contenga  una  data  retta,  o  una  data  conica, 
devono  esser  soddisfatte  rispettivamente  tre,  o  cinque  condizioni  lineari. 
Si  scriva  1'  equazione  di  una  quadrica.  che  passi  per  l'asse  x,  per  la  retta 
air  infinito  del  piano  yz,  e  per  i  tre  punti  (0,  1,  2),  (1,  —  1,  1),  (2,  2,  —  1). 

4)  Si  scriva  l'equazione  di  una  quadrica,  che  seghi  il  piano  xy  lungo 
la  conica  x^  ^  y"^  —  xy  -{-  2x  —  1  =  0,  tocchi  1'  asse  z  nel  punto  (0,  0,  1) 
e  passi  per  i  punti  (0,  —  1,  2),  (2,  0,  3). 

5)  Data  la  quadrica  xy  -\-  xz  -\-  yz  —  x  —  2y  —  82;  -(-  6  =  0,  tro- 
vare :  a)  le  equazioni  dei  piani  tangenti  nei  punti,  ove  essa  sega  gli  assi 
coordinati;  h)  il  piano  polare  del  punto  (2,  1,  1)  ;  e)  i  piani  tangenti  con- 
dotti per  la  retta  -\y  =  —  y  ^  z]  d)  ìa  retta  polare  della  retta  precedente; 
e)  r  equazione  del  cono  circoscritto  dall'  origine  alla  quadrica. 

6)  Determinare  il  termine  noto  della  equazione  x^  -{-  y^  -]-  2z-  -{-  2xz 
-|-  2a;  —  6^  -|-  ^'  ^^  0?  i^  modo  che  essa  rappresenti  un  cono.  Quale  ne  è 
il  veiiiice  ? 

II  —  7)  L'  equazione  di  un  cono  circoscritto  al  triedro  degli  assi  coor- 
dinati è  del  tipo  ayz  -\-  bzx  -(-  cxy  =  0.  Scrivere  le  equazioni  dei  piani 
tangenti  lungo  gli  spigoli  del  triedro,  e  dimostrare  che  quelli  segano  le 
facce  opposte  in  tre  rette  di  un  piano  (cfr.  n."  215,  es.  30)  ). 

8)  Le  equazioni,  in  coordinate  di  piani,  di  un  cono  tangente  ai  tre 
piani  coordinati,  sono  del  tipo  aviv  -4-  bwu  -\-  cuv  =  0,  r  =  0.  Si  de- 
duca che  la  equazione  del  cono,  in  coordinate  cartesiane,  è 

a^x^  -j-  b^y^  -f-  c^z'^  —  2bcyz  —  2cazx  —  2abxy  =  0. 
Si  trovino    le  equazioni  delle  generatrici  di  contatto,  e   si   dimostri   che   i 
piani,  che  le  congiungono  cogli  spigoli  opposti  del  triedro  xyz,  passano  per 
una  stessa  retta. 

9)  Un  cono,  avente  il  triedro  degli  assi  come  autopolare,  ha  l'equazione 

ax^  -(-  by^  -\-  cz^  =  0. 

10)  Una  quadrica  passante  per  l' origine,  ed  avente  ivi  come  tangente 
il  piano  xy,  ha  una  equazione  del  tipo 

<*ii^^  ~f"  ^22y^  ~\~  ('■as^^  "f"  2ai2xy  -\-  2ai^xz  -\-  2a^yz  -\-  2a^iZ  =  0. 

Si  determinino  le  rette,  che  la  quadrica  ha  in  comune  col  piano  tangente, 
e  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate  in  0  ;  si  dimostri  che  la  condi- 
zione, perchè  gli  assi  x,  y  siano  coniugati,  è  ai2  =  0. 

11)  Una  quadrica  passante  per  1'  origine  e  per  i  punti  all'  infinito 
degli  assi  coordinati,  o,  in  coordinate  proiettive,  una  quadrica  circoscritta 
al  tetraedro  fondamentale,  ha  una  equazione  del  tipo 

«12*;^  +  a^^xz  +  a^xt  +  a^^yz  -\-  Oo^yt  -f  034^^  =  0. 
Quali  sono  i  piani  tangenti  nei  quattro  punti  fondamentali  ?  • 
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12)  In  coordinate  di  piani,  1'  equazione  di  una  quadrica  tangente  alle 
facce  del  tetraedro  fondamentale,  si  ottiene  dalla  precedente  sostituendo 
ad  X,  y,  z,  t  le  coordinate  v,  v,  w,  r.  Si  deduca  1"  equazione  puntuale  della 
quadrica  stessa,  e  le  coordinate  dei  punti  di  contatto. 

13)  L'equazione  di  una  quadrica  tangente  ai  sei  spigoli  del  tetraedro 
fondamentale  (in  particolare  ai  tre  assi  cartesiani  e  alle  rette  improprie  dei 
piani  coordinati)  è  del  tipo 

^2^2   _[_   l,2y2  _^   ^2^2   _|_   ^2^2  _   2abxy =  0. 

Si  determinino  i  punti  di  contatto  con  quegli  spigoli,  e  i  relativi  piani  tan- 
genti, e  si  dimostri  che  le  tre  rette  congiungenti  i  punti  di  contatto  degli 
spigoli  opposti  concorrono  in  un  punto,  menti-e  le  tre  rette  intersezioni  dei 
piani  tangenti  condotti  per  gli  spigoli  opposti  stanno  rn  un  piano. 

14)  Scritta  r  equazione  di  una  quadrica,  che  contenga  l'asse  delle  x, 
si  determini,  in  un  punto  P  generico  di  questo,  il  piano  tangente  tt,  che 
passa  pure  per  l'asse  x.  Si  dimostri  analiticamente  che,  mentre  P  descrive 
una  punteggiata  su  questa  retta,  il  piano  7t  ruota  intorno  alla  retta,  gene- 
rando un  fascio  proiettivo  alla  punteggiata. 

15)  Si  scriva  l'equazione  di  una  quadrica,  che  passi  per  gli  assi  a?,  y- 
come  si  semplifica  l'equazione,  se  la  quadrica  contiene  inoltre  la  retta  al- 
l'infinito  del  piano  xz?  e  se  contiene  anche  la  retta  all'infinito  del  piano 
yz?  Nell'ultimo  caso  l'equazione  si  presenta  sotto  la  forma  axy  -{-  bzt  =  0. 
In  coordinate  proiettive,  V  equazione  stessa  rappresenta  una  quadrica  con- 
tenente gli  spigoli  del  quadrilatero  sghembo  XTYZ.  Qua!'  è  F  equazione 
tangenziale  di  questa  quadrica?  Quante  quadriche  contenenti  quegli  spi- 
goli passano  per  un  punto  generico  dello  spazio,  o  toccano  un  piano  ge- 
nerico ? 

16)  L'  equazione  {canonica)  di  una  quadrica,  avente  il  tetraedro  fon- 
damentale come  autopolare,  è  del  tipo  (cfr.  n.°  207) 

ax^  -)-  by^  -f  cz^  +  dt^  =  0. 
Determinare  le  intersezioni  cogli  spigoli,  e  i  rispettivi  piani  tangenti.  Qual'  è 
1'  equazione  tangenziale  della  quadrica  stessa  ? 

17)  Le  quadriche,  rispetto  alle  quali  un  determinato  tetraedro  è  auto- 
polare, formano  un  tal  sistema,  che  per  tre  punti  generici  dello  spazio  passa 
una  sola  quadrica  del  sistema  ;  e  vi  è  pure  una  sola  quadrica  del  sistema, 
che  tocchi  tre  piani  generici  assegnati. 

18)  Si  estendano  alle  quadriche  gli  es.  21),  22),  23)  del  n.°  216,  e  si 
stabilisca,  in  particolare,  il  teorema  di  Carnot,  relativo  alle  intersezioni  di 
una  quadrica  coi  lati  di  un  n.  gono  semplice  sghembo.  Si  deduca,  nel  caso 
w  =  4,  che  le  otto  intersezioni  di  una  quadrica  coi  lati  di  un  quadrilatero 
sghembo  sono  tali,  che  ogni  quadrica  passante  per  sette  di  esse  contiene, 
in  conseguenza,  l'ottava. 

19)  L'  es.  34)  del  n.°  215  dà,  mediante  proiezione  da  un  punto,  il  teo- 
rema :  «  due  triedri  autopolari  rispetto  ad  un  cono  quadrico  (che  abbia  con 
essi  il  vertice  comune)  sono  iscritti  in  un  secondo  cono  quadrico,  e  circo- 
scritti ad  un  terzo  ».  Segue,  in  particolare  (n.°  190):  «  due  triedri  trirettan- 


M 
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goli  collo  stesso  vertice  sono  iscritti  in  un  cono  del  secondo  ordine,  e  cir- 
coscritti ad  un  altro  »  (Steiner). 

20)  Le  terne  di  punti  A,  B,  C  di  una  quadrica,  che  sono  viste  da  un 
punto  fisso  0  della  superficie  mediante  terne  di  rette  mutuamente  perpen- 
dicolari, stanno  in  piani  ABC  passanti  per  un  unico  punto,  situato  sulla 
normale  alla  quadrica  (cioè  al  piano  tangente)  in  0.  (Cfr.  n.°  222,  es.  13)  ). 
(Per  la  dimostrazione  analitica,  giova  assumere  0  come  origine,  e  la  nor- 
male come  uno  degli  assi.  Per  la  dimostrazione  sintetica,  si  faccia  ruotare 
il  triedro  OABC  intorno  allo  spigolo  OA,  e  si  osservi  che,  in  corrispon- 
denza, il  piano  ABC  descrive  un  fas^cio,  il  cui  asse  A  A'  sega  la  detta  nor- 
male, ecc.). 

Ili  —  21)  La  polarità  (sferica)  determinata  da  una  sfera  i3  (ad  es. 
dalla  sfera  x'^  -{-  y'^  -\-  z'^  —  1  =  0)  ha  notevoli  particolarità  metriche.  Il 
piano  polare  di  un  punto  qualsiasi  è  normale  alla  retta  congiungente  quel 
punto  col  centro  0  della  sfera  ;  il  diedro  di  due  piani  è  uguale  all'angolo, 
sotto  cui  da  0  sono  visti  i  rispettivi  poli;  due  rette  mutuamente  polari 
sono  ortogonali  ;  in  un  tetraedro  autopolare  le  altezze  si  segano  nel  punto  0 
(cfr.  n."  215,  es.  17)). 

22)  Se  un  punto  P  descrive  una  conica  K,  il  piano  polare  ^',  rispetto 
alla  sfera  Q,  inviluppa  un  cono  ;  questo  cono,  ed  il  cono  proiettante  K  da  0, 
sono  supplementari^  tali  cioè  che  ogni  generatrice  dell'  uno  è  normale  ad 
un  piano  tangente  all'altro.  Segue  che,  se  uno  dei  due  coni  è  rotondo,  sarà 
rotondo  anche  1"  altro,  intorno  ad  un  asse  parallelo  all'asse  del  primo. 

23)  Se  un  punto  descrive  una  quadrica  Q,  il  piano  polare  rispetto  ad 
Q  inviluppa  una  seconda  quadrica  Q'  {polare  di  Q),  i  cui  punti  hanno  come 
polari  i  piani  tangenti  a  Q.  In  particolare  «  se  Q  è  una  sfera  di  centro  C, 
la  quadrica  polare  Q'  è  rotonda  intorno  all'asse  OC,  ed  è  generata  pre- 
cisamente da  una  conica,  avente  in  0  un  fuoco,  la  quale  ruoti  intorno  al 
suo  asse  focale  OC  ».  Il  punto  0  dicesi  fuoco  per  la  quadrica  rotonda,  ed 
il  piano  polare  di  0  rispetto  ad  essa  (che  è  pure  piano  polare  di  C  rispetto 
ad  i2)  dicesi  piano  direttore,  e  contiene  una  direttrice  di  ciascuna  conica 
meridiana.  Il  cono  circoscritto  dal  fuoco  0  alla  quadrica  rotonda  Q'  si 
compone  delle  direzioni  assolute  uscenti  da  0.  La  quadrica  Q'  ha  poi  un 
secondo  fuoco  ed  un  secondo  piano  direttore,  provenienti  dall'  altro  fuoco 
e  dall'  altra  dii-ettrice  della  conica  meridiana.  Viceversa,  ogni  quadrica  Q', 
rotonda  intorno  all'asse  focale  della  conica  meridiana,  è  trasformata  in  una 
sfera  dalla  polarità  rispetto  ad  una  sfera  i2,  che  abbia  il  centro  0  in  un 
fuoco  di  (^'.  Questi  risultati  si  confermano  analiticamente,  ricordando  che 
r  equazione  di  una  quadrica  rotonda,  la  cui  conica  meridiana  abbia  un 
fuoco  in  0  e  l'asse  focale  2,  è  del  tipo  x'^  -{-  y^  -\-  z'^  ^=  (az  -\-  b)^.  In 
generale,  1'  equazione  di  una  quadrica  rotonda,  avente  un  fuoco  nell'origine, 
può  scriversi  sotto  la  forma 

x^  +  y^  +  z-^  =  (ax  +  i3y  +  yz  +  (5)2; 
qual'  è  il  piano  direttore  ?  quale  1'  asse  ?  quale  l' interpretazione  geometrica 
di  questa  equazione  ?  (cfr.  n.°  257). 
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24)  Dal  fatto  che  ogni  cono  circoscritto  alla  sfera  Q  è  rotondo,  segue 
(es.  22))  che  *  ogni  sezione  piana  della  quadrica  Q'  è  proiettata  da  un  fuoco 
0  della  quadrica,  mediante  un  cono  rotondo  »,  che  ha  per  asse  la  congiun- 
gente di  0  col  polo  (rispetto  a  Q')  del  piano  secante.  «  Le  coppie  di  tan- 
genti coniugate  a  Q%  in  un  suo  punto  qualsiasi,  sono  proiettate  dal  fuoco 
0  mediante  coppie  di  piani  perpendicolari  ».  «  Ogni  conica  di  Q',  il  cui 
piano  passi  per  0,  ha  un  fuoco  in  0  »  (Dupin).  Mediante  analoghe  con- 
siderazioni seguono  le  proprietà:  «  Ogni  piano  condotto  per  il  fuoco  0  è 
normale  alla  retta,  che  congiunge  0  col  polo  del  piano  rispetto  alla  qua- 
drica ».  «  Le  coppie  di  rette,  mutuamente  polari  rispetto  alla  quadrica  Q', 
sono  proiettate  da  0  mediante  coppie  di  piani  perpendicolari  ». 

25)  Due  quadriche  rotonde,  aventi  un  fuoco  0  comune,  si  segano 
lungo  due  coniche,  i  cui  piani  formano  un  gruppo  armonico  coi  rispettivi 
piani  direttori. 

26)  Ad  un  tetraedro  si  possono  circoscrivere,  in  generale,  otto  quadri- 
che  rotonde,  aventi  un  dato  fuoco  ;  come  si  costruiscono  i  relativi  piani  di- 
rettori, e  come  sono  situati  rispetto  alle  facce  del  tetraedro  ?  (cfr.  n.°  307, 
es.  21)  ). 

27)  Una  omologia,  che  abbia  il  centro  nel  centro  di  una  sfera,  tra- 
sforma questa  in  una  quadrica  rotonda,  avente  ivi  un  fuoco  (n."  267,  es.  2)  ). 


Capitolo  II. 

Rette  di  una  quadrica  —  Generazione  delle  quadriche. 
Fasci  e  schiere  di  quadriche, 

361.  Punti  ellittici,  parabolici,  iperbolici.  —  Abbiamo 
già  visto,  nel  Capitolo  precedente  (n.°  344),  che  sopra  una 
quadrica  esistono  rette  reali  od  immaginarie  ;  sappiamo  anzi 
che  per  ogni  punto  della  superficie  passano,  in  generale,  due 
rette,  costituenti  la  intersezione  della  quadrica  col  piano  tan- 
gente in  quel  punto.  Volendo  ora  approfondire  lo  studio  delle 
rette  situate  sulla  superficie,  dobbiamo  chiederci  anzitutto,  se 
esistano,  sopra  una  quadrica,  punti  singolari,  per  cui  passino 
più  di  due  rette  della  quadrica.  Supposto  che  per  un  punto  P 
passino  almeno  tre  rette  di  una  quadrica,  notiamo  che,  se 
queste  stanno  in  un  piano,  il  piano  stesso  forma  parte  della 
quadrica  (n.°  343),  la  quale  si  spezza  allora  in  due  piani  (di- 
stinti o  coincidenti)  ;  se  poi  le  tre  rette  non  appartengono  ad 
un  piano,  i  tre  piani,  che  esse  determinano  a  due  a  due,  toc- 
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cano  in  P  la  quadrica,  la  quale  è  un  cono  col  vertice  in  P 
(n.**  345).  Dunque:  per  un  punto  di  una  quadrica  passano  due, 
e  due  sole  rette  appartenenti  ad  essa  ;  a  meno  che  la  quadrica 
non  si  spezzi  in  due  piani,  o  non  sia  un  cono  col  vertice  in 
quel  punto. 

Scartando  questi  evidenti  casi  di  eccezione,  dobbiamo  con- 
siderare le  ipotesi  che  le  due  rette  di  una  quadrica,  uscenti  da 
un  punto  di  essa,  siano  reali  e  distinte,  reali  e  coincidenti,  o 
immaginarie.  Nella  prima  ipotesi  il  punto,  come  già  sappiamo 
(n.°  354),  dicesi  iperbolico,  nella  seconda  parabolico,  nella  terza 
ellittico.  Si  potrebbe  pensare  che,  sopra  una  stessa  quadrica,  si 
trovassero  punti  delle  tre  specie.  Dimostreremo,  al  contrario,  che  : 

Secondo  che  un  punto  di  una  quadrica  è  iperbolico,  para- 
bolico od  ellittico,  tale  sarà,  rispettivamente,  ogni  altro  punto 
(non  singolare)  della  quadrica;  saremo  cosi  condotti  a  distin- 
guere quadriche  a  punti  iperbolici,  quadriche  a  punti  parabolici, 
e  quadriche  a  punti  ellittici. 

Il  teorema  precedente  considera  tre  ipotesi  ;  basterà  esami- 
nare la  prima  e  la  seconda,  giacché  seguirà  poi  per  assurdo 
che  il  teorema  è  vero,  anche  quando  è  soddisfatta  la  terza 
ipotesi. 

362.  Quadriche  a  punti  parabolici.  —  Esaminiamo  anzi- 
tutto la  seconda  ipotesi  del  teorema  precedente.  Supponiamo 
dunque  che  un  punto  P  di  una  quadrica  sia  parabolico  ;  vuol 
dire  che  il  piano  n,  tangente  alla  quadrica  in  P,  sega  la  super- 
fìcie lungo  due  rette  reali  e  coincidenti  p  ^  p'  uscenti  da  P, 
e  tocca  la  quadrica  in  ogni  punto  di  p  (n."  346).  Conduciamo 
per  p  un  secondo  piano  arbitrario  q  ;  questo  tocca  la  quadrica 
in  un  qualche  punto  E  dì  p  (n."  346).  Allora  però  la  quadrica 
ammette  in  P  due  piani  tangenti  distinti  ti  e  q,  ed  è  quindi  un 
cono  col  vertice  in  R  (n."  345).  D'  altra  parte  ogni  punto  di 
un  cono  è  parabolico  (n."  359),  all' infuori  del  vertice,  punto 
singolare.  Concludiamo  che  il  teorema  precedente  sussiste  nel 
caso  dei  punti  parabolici  ;  vediamo  inoltre  che  le  quadriche  a 
punti  parabolici  sono  i  coni  (o  cilindri). 

363.  Quadriche  a  punti  iperbolici.  —  Supponiamo  ora,  in 
secondo  luogo,  che  un  punto  P  di  una  quadrica  sia  iperbolico; 


—  632  — 

da  P  usciranno  due  rette  reali  e  distinte  p  e  p',  appartenenti 
alla  quadrica,  e  costituenti  la  intersezione  di  questa  col  piano 
tangente  in  P.  Dobbiamo  dimostrare  che  ogni  altro  punto  Q 
della  quadrica,  e  iperbolico.  È  iperbolico  intanto  ogni  altro 
punto  di  p,  op']  infatti  un  punto  di  p  (ad  es.)  non  può  esser  ellit- 
tico, giacché  per  esso  passa  una  prima  retta  reale  p,  ne  può  es- 
ser parabolico,  che  tale  sarebbe 
allora  il  punto  P  (n.°  362).  Pos- 
siamo dunque  supporre  che  il 
punto  considerato  Q  stia  fuori 
di  p^  p',G  quindi  fuori  deL'pia- 
no  pp'-  Consideriamo  allora  il 
piano  Qp  ;  questo  sega  la  qua- 
drica lungo  p,  e  lungo  una  se- 
conda retta  reale  q'  (n.°  3i6),  la 
quale  dovrà  contenere  il  punto 
Q,  che  appartiene  al  piano  ed 
alla  quadrica,  ma  non  a  p. 
Similmente,  segando  la  qua- 
drica col  piano  Qp',  otteniamo 
una  seconda  retta  reale  q  della  quadrica,  pure  passante  per 
Q.  In  conclusione,  per  Q  passano  due  rette  reali  della  quadrica, 
g,  q\  certo  distinte,  che  altrimenti  Q,  e  quindi  anche  P,  sa- 
rebbe parabolico,  contro  l'ipotesi.  Con  ciò  il  teorema  enun- 
ciato alla  fine  del  n."  361  è  dimostrato,  anche  nella  ipotesi  dei 
punti  iperbolici,  e  quindi  sussiste  in  ogni  caso. 

364.  I  due  sistemi  dì   rette   di   una  quadrica  rigata.   — 

Riprendiamo  in  esame  la  ultima  ipotesi  :  da  un  punto  P  di 
una  quadrica,  escano  due  rette  reali  e  distinte,  p,  p\  apparte- 
nenti alla  superfìcie.  La  costruzione  del  n.°  precedente  ci  ha 
mostrato  che,  per  ogni  altro  punto  Q  della  quadrica,  passano 
due  rette  reali  e  distinte  q,  q' •  delle  quali  la  prima,  g,  ap- 
partenendo al  piano  Q p',  sega  la  retta  p\  mentre  la  seconda, 
q',  sega  la  retta  p.  Prendiamo  ora  sulla  superficie  un  terzo 
punto  -B  ;  colla  costruzione  analoga  otteniamo  due  rette  reali 
e  distinte  r,  r'  uscenti  da  P,  delle  quali  la  prima  sega  p', 
mentre  la  seconda  sega  p. 
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Cosi  continuando,  vediamo  che  sulla  superficie  esistono  in- 
finite rette  reali  :  di  queste,  alcune 

p,      q,      r,      6',    •  •  •  ■       segano  p'  ; 
le  altre 

p\     q',     r',     s', segano  p. 

Chiameremo  primo  sistema  (o  serie,  o  schiera)  V  insieme 
delle  rette  che  incontrano  p  '  ;  secondo  sistema  V  insieme  delle 
rette  che  segano  p  ;  avvertendo  sin  d'  ora  che  i  due  sistemi 
hanno  proprietà  simmetriche,  sicché  sarà  lecito  scambiare  la 
denominazione  di  primo  e  secondo  sistema.  Ora,  ai  due  sistemi 
spettano  le  seguenti  notevoli  proprietà. 

1)  Due  rette  di  uno  stesso  sistema  sono  sgliembe  tra  loro. 
Supposto  infatti,  ad  es.,  che  g  ed  r  si  segassero,  poiché  entrambe 
segano  p\  seguirebbe  che  le  tre  rette  g,  r,  p'  dovrebbero  ap- 
partenere ad  un  medesimo  piano,  o  ad  un  medesimo  punto 
(n.°  7,  ò)  ).  Nel  primo  caso  quel  piano  formerebbe  parte  della 
quadrica  ;  nel  secondo  caso  la  quadrica  sarebbe  un  cono  col  ver- 
tice in  quel  punto  (n.°  361).  Ma  queste  conclusioni  sono  eviden- 
temente in  contraddizione  colle  ipotesi,  in  cui  ci  siamo  posti. 

2)  Due  rette  di  sistemi  diversi  si  segano  (in  un  punto 
proprio  od  improprio).  Ciò  risulta  chiaro  intanto  per  le  cop- 
pie di  rette  p,  p']  q,  q'  \  r,  r';  .  . .,  che  escono,  per  costruzione, 
dai  punti  P,  Q,  i?,  .  .  .  assunti  sulla  superficie,  e  costituiscono 
le  intersezioni  di  questa  coi  piani  tangenti  nei  punti  nominati. 
Consideriamo  ora,  ad  es.,  le  due  rette  g,  r'.  La  r'  sega  il  piano 
qq'  in  un  punto,  che,  appartenendo  alla  quadrica,  dovrà  stare 
su  q,  o  su  q' ;  ma  non  può  stare  su  q ',  per  il  lemma  prece- 
dente ;   dunque  deve  stare  su  q. 

Riassumendo  questi  risultati,  insieme  ai  precedenti,  pos- 
siamo dire  : 

Una  quadrica  a  punti  iperbolici  possiede  infinite  rette  reali, 
che  si  distribuiscono  in  due  sistemi;  due  rette  di  uno  stesso  sistema 
sono  sghembe,  due  rette  di  sistemi  diversi  si  segano;  ad  ogni  punto 
della  superficie,  e  ad  ogni  piano  tangente  alla  superficie  apparten- 
gono due  rette,  una  del  primo,  V  altra  del  secondo  sistema  {}). 


i})  Proprietà  analoghe,  quando  si  sostituisca  1'  agge^ivo  reale  con 
immaginario^  sussistono  pure  per  le  quadiiche  a  punti  ellittici,  ma  presen- 
tano minore  interesse,  mancando  allora  la  intuizione  geometrica. 
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Per  questa  proprietà,  una  quadrica  a  punti  iperbolici  di- 
cesi quadrica  rigata,  od  anche  doppiamente  rigata. 

365.  Costruzione  di  una  quadrica  rigata.  —  Si  conoscano 
della  quadrica  tre  rette  p,  q,  r,  appartenenti  ad  uno  stesso 
(primo)  sistema,  e  quindi  sghembe  a  due  a  due.  Le  rette 
p',  q',  r' ...  del  secondo  sistema  devono  segar  quelle  tre  (n.°  364); 
viceversa,  ognuna  delle  infinite  rette,  che  incontrano  p,  q,  r 
(n.'^  7,  y)),  ha  tre  punti  (uno  su  ciascuna  di  esse)  in  comune 
colla  superficie,  e  quindi  vi  giace  per  intero,  ed  appartiene  al 
secondo  sistema,  perchè  sega  p.  Dunque  tutte  le  rette  del  se- 
condo sistema  si  ottengono^  conducendo  le  rette  che  si  appog- 
giano a  2?,  g,  r.  Ed  in  modo  analogo,  quando  si  siano  co- 
struite tre  rette  p',  g',  r'  del  secondo  sistema,  si  potranno 
ottenere  le  infinite  rette  del  primo  sistema,  tra  le  quali  si 
trovano  p,  g,  r. 

Una  quadrica  rigata  è  dunque  pienamente  determinata  da 
tre  sue  rette  di  uno  stesso  sistema.  Anzi,  per  costruire  una 
quadrica  rigata,  si  può  partire  da  tre  rette  arbitrarie  p,  q,  r 
dello  spazio,  purché  sghembe  a  due  a  due.  Infatti,  per  nove 
punti,  di  cui  tre  appartengano  a  p^  tre  a  g,  e  tre  ad  r,  passa 
sempre  una  quadrica  (  n.°  341  ),  la  quale  contiene  quelle  rette 
(n.''  342)  come  rette  di  uno  stesso  sistema.  Che  poi  la  quadrica 
sia  unica,  risulta  dalla  costruzione  precedente.  In  conclusione: 
Tre  rette,  sghembe  a  due  a  due,  individuano  una  quadrica 
rigata,  la  quale  contiene  le  infinite  rette,  che  si  appoggiano  a 
quelle  tre,  ed  infinite  altre  rette,  tra  cui  le  tre  primitive. 

Quando  una  quadrica  è  generata  partendo  da  tre  rette 
p,  q,  r,  e  costruendo  le  infinite  rette  p',  q',  r ', . . . ,  che  si  ap- 
poggiano a  quelle,  si  dice  che  le  rette  costruite  sono  genera- 
trici della  superficie,  e  le  rette  date  sono  direttrici.  Ed  i  due 
sistemi  di  rette  della  superficie  si  chiamano  talora  sistema  delle 
generatrici,  e  sistema  delle  direttrici  ;  ma  i  due  nomi  possono 
evidentemente  scambiarsi  tra  loro. 

Osservazione.  —  Segue  indirettamente,  dai  risultati  otte- 
nuti, una  notevole  proprietà  del  sistema  delle  infinite  rette,  che 
si  appoggiano  a  tre  rette  sghembe  a  due  a  due  ;  vediamo  in- 
fatti che  ogni  retta,  la  quale  seghi  tre  di  quelle  infinite  rette, 
segherà,  in  conseguenza,  tutte  le  altre. 
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Segue  inoltre  che  il  problema  di  condurre  una  retta,  la 
quale  seghi  quattro  rette  date,  sghembe  a  due  a  due,  ammette,  in 
generale,  due  soluzioni  reali  o  immaginarie.  Si  consideri  in- 
fatti la  quadrica,  che  ha  come  direttrici  tre,  a,  6,  e,  delle  rette 
date;  essa  segherà  la  quarta  retta  d  in  due  punti  (reali  o  im- 
maginari), per  ciascuno  dei  quali  passa  una  generatrice  della 
quadrica,  soddisfacente  al  problema.  Fa  eccezione  solo  il  caso, 
che  d  sia  anch'  essa  direttrice  della  quadrica  nominata,  perchè 
allora  il  problema  ammette  infinite  soluzioni.  Il  problema  è  di 
secondo  grado,  e  la  sua  risoluzione  grafica  può  ricondursi,  in 
virtù  delle  considerazioni  che  seguono,  alla  determinazione  dei 
punti  uniti  di  una  proiettività  tra  punteggiate   sovrapposte. 

366.  Generazione  delle  quadriche  rigate  mediante  forme 
proiettive.  —  Per  costruire  le  generatrici  di  una  quadrica  ri- 
gata, ossia  le  rette  che  segano  tre  rette  (direttrici)  p,  q,  r, 
sghembe  a  due  a  due,  si  può  procedere,  come  sappiamo 
(n.*'  7,  y)),  in  due  modi  duali  l'uno  dell'altro. 

Si  può  infatti,  in  primo  luogo,  scegliere  su  p  un  punto 
variabile  P,  e  costruire  la  retta  p'  intersezione  dei  piani  Pq, 
Pr.  Questi,  mentre  P  descrive  la  punteggiata  p,  generano  due 
fasci  proiettivi  tra  loro,  perchè  prospettivi  a  quella  punteg- 
giata. Dunque  le  generatrici  p',  q',  r'  ...  di  una  quadrica  ri- 
gata possono  riguardarsi  come  intersezioni  di  coppie  di  piani 
omologhi  in  due  fasci  proiettivi,  aventi  per  assi  due  diret- 
trici q,  r. 

Dualmente,  per  costruire  una  generatrice  qualsiasi  possiamo 
condurre  per  p  un  piano  variabile  ti,  e  tracciare  la  retta  p' 
congiungente  i  due  punti  qji,  rn.  Questi,  al  variare  di  jt,  de- 
scrivono, su  q,  r,  due  punteggiate  proiettive,  e  le  generatrici 
appariscono  come  congiungenti  punti  omologhi. 

Riassumendo,  possiamo  dire  che 

Un  sistema  di  rette  di  una  quadrica  rigata  può  considerarsi 


sia  come  F  insieme  delle  rette 
intersezioni  di  piani  omologhi 
in  due  fasci  proiettivi,  aventi 
per  assi  due  rette  sghembe. 


sia  come  l'insieme  delle  rette  con- 
giungenti punti  omologhi  in  due 
punteggiate  proiettive,  aventi  per 
sostegni  due  rette  sghembe. 


Le  rette  sghembe,  qui  nominate,  sono  due  rette  arbitrarie 
dell'altro  sistema. 
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Viceversa  :  due  fasci  proiettivi  di  piani,  ad  assi  sghembi,  o 
due  punteggiate  proiettive,  a  sostegni  sghembi,  generano,  nel 
modo  ora  indicato,  un  sistema  di  rette  di  una  quadrica  rigata, 
alla  quale  appartengono,  come  rette  dell'  altro  sistema,  i  due 
assi  dei  fasci,  o  i  due  sostegni  delle  punteggiate.  Ciò  risulta 
dalle  considerazioni  che  precedono,  e  può  dimostrarsi,  nel 
modo  più  semplice,  per  via  analitica. 

Consideriamo  infatti,  ad  esempio,  due  fasci  proiettivi  di 
piani,  che  possiamo  rappresentare  mediante  due  equazioni 
del  tipo 

(1)  L  -{-  kM  =  0,         L'  -}-  kM'  =  0, 

dove  L,  M,  L',  M'  sono  polinomi  lineari  in  x,  y,  z,  e  k  è  un 
parametro  variabile,  ad  ogni  valore  del  quale  corrisponde  una 
coppia  di  piani  omologhi  (cfr.  n.°  148).  L'equazione  della  su- 
perficie costituita  dalle  rette  (1)  (generatrici),  intersezioni  di 
piani  omologhi,  si  otterrà  eliminando  il  parametro  k  ;  si  giunge 
cosi  all'equazione  di  secondo  grado,  in  x,  y,  z, 

(2)  Lìl'  —  L'ìl  —  0, 

che  rappresenta  una  quadrica.  La  superfìcie  contiene  evidente- 
mente la  retta  L  =  M  =  0  asse  del  primo  fascio,  e  la  retta 
L'  ==  M'  =  0  asse  del  secondo  fascio  ;  queste  sono  due  di- 
rettrici della  quadrica.  Si  noterà  poi  che  la  stessa  quadrica  (2) 
è  pur  generata  dai  due  fasci  proiettivi  di  piani 

(3)  L  -^  hL'  =  0,         M  +  hM'  =  0, 

i  quali  hanno  per  assi  due  generatrici  Z/  =  i'  =  0, 
M  =  M'  =  0  (rappresentate  dalle  (1)  per  k  =  0,  oo),  ed  i 
cui  piani  omologhi  si  segano  nelle  singole  direttrici  (3)  della 
superficie.  Da  questa  doppia  generazione  risulta  la  presenza 
sulla  superficie  dei  due  sistemi  di  rette.  E  sarebbe  facile  ri- 
trovare le  proprietà  di  questi,  facendo  uso  delle  equazioni  (1), 
(3)  di  una  generatrice  o,  rispettivamente,  di  una  direttrice 
arbitraria.  Ma  ciò  può  esser  lasciato  al  lettore. 

Osservazione.  —  Se  gli  assi  di  due  fasci  proiettivi  di 
piani  si  segano  in  un  punto  V,  le  rette  intersezioni  di  piani 
omologhi  costituiscono  un  cono  del  secondo  ordine  col  vertice 
in  V-,  i  due  fasci  generano  dunque  una  superficie  del  secondo 
ordine  degenere. 
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Dualmente,  se  i  sostegni  di  due  punteggiate  proiettive 
stanno  in  un  piano  w,  le  rette  congiungenti  punti  omologhi 
inviluppano  una  conica  di  w,  ed  i  piani  per  esse  costituiscono 
una  quadrica  limite  (n.*'  360),  cioè  un  inviluppo  di  piani  dege- 
nere, di  seconda  classe. 

367.  Qualche  proprietà  delle  quadriclie  rigate.  —  Poiché 
una  retta  reale  sega  un  piano  reale  in  un  punto  reale,  segue 
che  ogtii  piano  (reale)  sega  una  quadrica  rigata  lungo  una  co- 
nica reale,  che  può  anche  scindersi  in  due  rette  reali]  il  piano 
è  dunque  secante  o  tangente. 

Dualmente  :  per  un  punto  (reale)  dello  spazio  passano  infi- 
niti piani  reali  (e  quindi  infinite  rette  reali),  che  toccano  una 
quadrica  rigata;  quei  piaìti  costituiscono  {n°  355)  un  inviluppo 
conico  reale  di  seconda  classe,  che  può  anche  scindersi  in  due 
fasci  di  piani.  In  altre  parole,  ogni  punto  è  esterno  ad  una  qua- 
drica rigata,  o  sta  sulla  superficie. 

I  piani  tangenti  alla  quadrica  condotti  per  un  punto  V 
dello  spazio,  non  situato  sulla  superficie,  sono  i  piani  proiet- 
tanti da  V  le  rette  della  superfìcie  (n.°  34G)  ;  ciascuno  di  essi 
contiene  due  rette  della  quadrica,  una  del  primo  e  l'altra  del 
secondo  sistema.  Segue  che  le  proiezioni,  sopra  un  piano  ar- 
bitrario ù)  da  un  punto  generico  V,  delle  rette  di  una  qua- 
drica rigata,  toccano  una  conica  di  w,  che  è  sezione  del  cono 
circoscritto  alla  quadrica  da  V,  ed  è  proie- 
zione da  V  del  contorno  apparente  della 
superficie  (relativo  al  punto  V)  (n.°  355). 

Siano  P,  Q  due  punti  di  una  quadrica 
rigata,  dai  quali  escano,  rispettivamente,  le 
rette  p,  q  del  primo  sistema  e  le  rette  p', 
q'  del  secondo  sistema.  Queste  quattro 
rette  sono  lati  di  un  quadrilatero  sghembo 
pq'qp',  del  quale  due  vertici  opposti  sono 
P  =:  pp',  Q  =.  qq',  e  gli  altri  due  sono 
T^pq',  Z7  =  j9 2 '.  I  piani /) 2^',  g-g-',  tan- 
genti alla  quadrica  in  P  e  Q,  si  segano 
lungo  la  retta  T  TI  ;  e  ì  piani  tangenti  in 

T,   IT  si  segano  lungo  PQ.  Dunque  le  due  diagonali    PQ,   TU 
del  quadrilatero    sono  rette    mutuamente  polari,  rispetto   alla 
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quadrica.  Segue  che  una  retta  secante,  rispetto  ad  una  quadrica 
rigata,  ha  per  polare  una  nuova  retta  secante,  e,  in  conseguenza, 
una  retta  non  secante  ha  per  polare  una  retta  non  secante.  In 
altre  parole:  per  una  retta  si  possono  condurre,  o  no,  piani  tan- 
genti reali  ad  una  quadrica  rigata,  secondo  che  la  retta  sega,  o 
no,  in  punti  reali  la  superficie. 

Al  contrario,  si  dimostra  che,  per  una  quadrica  reale  non 
rigata  (ad  es.  per  una  sfera),  una  retta  secante  ha  come  po- 
lare una  retta  non  secante,  e  viceversa  ;  sicché  per  le  rette  non 
secanti  possono  condursi  piani  tangenti  reali,  non  già  per  le 
rette  secanti. 

Le  proprietà  generali  delle  quadriche  rigate  furono  scoperte  da 
MoNGE  (1794)  e  dalla  sua  Scuola.  La  generazione  mediante  forme  proiet- 
tive fu  indicata  da  Steiner  (1832). 

368.  Fascio  di  quadriche.  —  Prima  di  abbandonare  le 
proprietà  proiettive  delle  quadriche  (rigate  o  no),  vogliamo 
dar  un  cenno  dei  fasci  e  delle  schiere  di  quadriche,  limitan- 
doci a  considerare  il  caso  generale. 

Due  quadriche 

^  ^   }   (p{x,  y,  z)^b  noj'  4- h  2  h.^xy  -j- \-  è«  =  0, 

hanno  in  comune  infiniti  punti  (reali  o  immaginari),  costituenti 
una  curva  sghemba,  che  è  rappresentata  dal  sistema  delle 
equazioni  (1).  Un  piano  generico  sega  le  due  quadriche  in  due 
coniche,  e  quella  curva  nelle  quattro  intersezioni  di  queste 
coniche  (n.*'  226).  Perciò  la  curva  dicesi  del  quarto  ordine. 
Essa  può  presentare  vari  casi,  che  non  staremo  a  distinguere  ; 
ad  es.,  essa  può  scindersi  in  due  coniche  giacenti  in  piani  di- 
stinti, e  secanti  la  retta  intersezione  negli  stessi  due  punti,  od 
anche  può  comporsi  dei  lati  di  un  quadrilatero  sghembo,  ecc. 
Consideriamo  ora  le  infinite  quadriche  rappresentate  dal- 
l'equazione di  secondo  grado 
(2)  Xf{x,  y,  &)  +  iA(p{x,  y,  z)  =  0, 

o,  ciò  che  fa  lo  stesso,  dalla 
(2')  f{x,  y,  z)  +  k<p(x,  y,  s)  =  0, 

al  variare  del  parametro  k  ^=  j  ■  Queste  quadriche,  tra  cui  si 
trovano  le    due    date,    costituiscono    un  fascio  (cfr.    n.°   227). 
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Esse  passano    tutte  per  la  curva  del  quarto   ordine    nominata 
(che  dicesi  curva  base  del  fascio),  perchè   le  coordinate   di   un 
punto  qualsiasi  di  questa  annullano  i  polinomi  (1),  e  quindi  il 
polinomio  (2). 

a)  Per  ogni  punto  dello  spazio,  che  non  appartenga  alla 
curva  base,  passa  una  ed  una  sola  quadrica  del  fascio  ;  giacche, 
sostituendo  nella  (2'),  al  posto  di  x,  y,  z,  le  coordinate  del 
punto,  rimane  determinato  il  parametro  k. 

b)  Le  quadriche  di  un  fascio  segano  sopra  una  retta  gene- 
rica coppie  di  una  involuzione;  se,  ad  es.,  come  retta  si  assume 
r  asse  x{y  =2  z  =  0),  il  che  non  costituisce  una  restrizione 
(cfr.  n."  227),  la  coppia  di  punti  segata  dalla  quadrica  (2')  è 
rappresentata  da 

(3)     (a,,x^  +  2a,,x  -|-  a,,)  -f  k{b,,x'^  +  2b,,x  +  bj  =  0, 
e,  al  variare  di  k,  descrive  una  involuzione  (n."  83)  (^). 

Dal  teorema  b)  segue  : 

e)  Entro  un  fascio  esistono  due  quadriche,  che  toccano  una 
retta  generica  assegnata;  i  punti  di  contatto  sono  coniugati  ri- 
spetto a  tutte  le  quadriche  del  fascio.  Infatti  questi  punti  sono 
doppi  nella  involuzione  sopra  nominata.  Si  ricordi  che  le  due 
quadriche,  di  cui  parla  questo  enunciato,  possono  esser  rappre- 
sentate anche  da  equazioni  a  coefficienti  immaginari  ;  una  si- 
mile osservazione  si  applica  a  vari  enunciati  seguenti. 

d)  Le  quadriche  di  un  fascio  segano,  sopra  un  piano  gene- 
rico, coniche  di  un  fascio.  Supposto  che  il  piano  secante  sia  il 


(1)  Può  accadere  tuttavia,  per  particolari  posizioni  della  retta,  che  le 
due  coppie 

a^x-^  +  20140?  +  «44  =  0,        ò,ia;2  -|-  2buX  +  644  =  0 
vengano  a  coincidere,  nel  qual  caso  si  ha 

aji  :  Oli  :  044  =  b^  :  b^  :  644, 
ed  ogni  coppia  (3)  viene  a  coincidere  con  quelle.  Allora  però  il  valore 
^'  —  r,7  —  477  ~  ~  T^  rende  la  (3)  una  identità,  e  la  quadrica 
del  fascio,  corrispondente  a  quel  valore  di  k,  contiene  la  retta.  Il  caso  ecce- 
zionale si  presenta  dunque,  se  la  retta  appartiene  ad  una  quadrica  del  fa- 
scio ;  quella  retta  ha  due  punti  (reali  o  immaginari)  comuni  colla  curva 
base,  è  una  corda  di  questa  curva.  Sorvoliamo  sul  caso,  privo  di  interesse 
che  la  retta  appartenga  a  tutte  le  quadriche  del  fascio. 
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piano  xy{z  =  0),    il   che  non   costituisce   una   restrizione,    la 
conica  sezione  della  quadrica  (2')  sarà 

(4)  f{x,y,0)  +  l<q>{x,y,0)  =  0; 

essa  descrive  effettivamente  un  fascio  (n."  227),  al  variare  di  k  (^). 

In  un  fascio  di  coniche  esistono  generalmente  tre  coniche 
degeneri  (n.°  228),  i  cui  punti  doppi  costituiscono  un  triangolo 
autopolare  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  fascio.  Ora,  se  una 
quadrica  del  nostro  fascio  sega  il  piano  xy  lungo  una  di  quelle 
coniche  degeneri,  la  quadrica  tocca  il  piano  nel  punto  doppio 
della  conica,  e  viceversa  (n.°  344).  Dunque  : 

e)  Entro  un  fascio  esistono  tre  quadriche,  che  toccano  un 
piano  generico  ;  i  punti  di  contatto  costituiscono  un  triangolo 
autoconiugato  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  fascio  (ed  alle  co- 
niche che  esse  segano  sul  piano). 

Quante  quadriche  di  un  fascio  degenerano  in  coni  ?  Sap- 
piamo (n.°  357)  che  la  quadrica  (2')  è  un  cono,  se  si  annulla 
il  discriminante 


^^11   '  ■  '   (^u  -{-  kb 
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=  0. 


Abbiamo  qui  una  equazione  di  quarto  grado  in  A:,  la  quale 
fornisce  quattro  valori  di  k,  e,  in  corrispondenza,  quattro  coni. 
Dunque  (Poncelet,  1822)  : 

f)  Entro  un  fascio  di  quadriche  esistono,  in  generale,  quat- 
tro coni.  Questo  numero  subisce  riduzioni,  se  una,  o  più  qua- 
driche del  fascio  degenerano  in  coppie  di  piani. 


(^)  Se  però  il  piano  ti  ^  xy  forma  parte  di  una  quadrica  del  fascio 
(la  quale  si  scinde  allora  in  due  piani  tt,  ti'),  quel  piano  sarà  segato  da 
tutte  le  quadriche  del  fascio  in  una  stessa  conica,  che  forma  parte  della 
curva  base  del  fascio.  Questa  allora  si  scinde  in  quella  conica  di  ti,  ed  in 
una  seconda  conica  di  ti',  per  la  quale  passano  pure  tutte  le  quadriche  del 
fascio.  Viceversa,  se  due  quadriche  si  segano  in  una  conica,  situata  in  un 
piano  Tt,  vi  è  una  quadrica  del  fascio,  che  si  scinde  nel  piano  ti  ed  in  un 
secondo  piano  ti  '  ;  questo  è  segato  in  una  stessa  conica  dalle  due  quadriche 
primitive  e  da  ogni  quadrica  del  fascio.  Segue  di  qua  il  notevole  teorema: 
se  due  quadriche  passano  per  una  stessa  conica,  esse  si  segano  lungo  una  se- 
conda conica,  che  ha  colla  prima  due  punti  comuni  (o  coincide  con  essa). 
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g)  /  vertici  dei  quattro  coni,  aiìpartenenti  ad  un  fascio  di 
quadriche,  formano  un  tetraedro  autopolare  rispetto  a  tutte  le 
quadriche  del  fascio.  Per  dimostrare  il  teorema,  si  osservi,  in 
primo  luogo,  che  il  piano  polare  di  un  punto  generico  P  dello 
spazio,  rispetto  alla  quadrica  f  -}-  kq)  ^=  0  del  fascio,  ha  un'equa- 
zione del  tipo 

(5)  {a,x  -f  a,y  +  a,z  -f-  a,)  +  k{^,x-{-  /?,y  +  §,z  -\-  /?,)  =  0, 

supposto  che  a^x  -j-  •  •  •  =  0  e  ^^x  -f-  •  •  •  ^  0  rappre- 
sentino i  piani  polari  di  P,  rispetto  alle  quadriche  /"  =  0, 
gp  =  0  ;  ciò  si  verifica,  scrivendo  per  disteso  le  dette  equazioni, 
secondo  la  nota  regola  (n.*'  351).  Ne  viene  che  «  i  piani  polari  di 
un  punto  generico,  rispetto  alle  quadriche  di  un  fascio,  formano 
un  fascio  ».  Se  però  il  punto  P  è  vertice  di  un  cono  appar- 
tenente al  fascio,  cono  che  corrisponderà  a  un  certo  valore  di 
k,  il  piano  polare  di  P,  rispetto  al  cono,  è  indeterminato 
(n."  359),  e  la  equazione  (5),  per  quel  valore  di  A-,  diviene  una 
identità.  Ciò  è  possibile  soltanto,  se 

«1  :  a,  :  «3  :  a,  =  /?!  :  ^,  :  /?.,  :  ^^  ; 
ma  allora  i  piani  polari  di  P,  rispetto  alle  quadriche  /"  =  0, 
qp  =  0,  e  a  tutte  le  altre  quadriche  del  fascio,  coincidono. 
Sicché  «  il  vertice  di  un  cono,  appartenente  ad  un  fascio  di 
quadriche,  ha  lo  stesso  piano  polare,  rispetto  a  tutte  le  quadri- 
che  del  fascio  ».  Fra  queste  quadriche,  oltre  al  cono  di  vertice 
P,  si  trovano  altri  tre  coni,  i  cui  vertici  siano  Q,  P,  8.  Il  piano 
polare  di  P,  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  fascio,  e  quindi 
anche  rispetto  al  cono  Q,  deve  passare  per  il  vertice  Q  del 
cono  (n.°  359),  e  deve  passare  analogamente  per  P,  8]  sarà 
dunque  il  piano  QR8.  Risulta  cosi  dimostrato  che,  nel  tetrae- 
dro PQR8,  ciascun  vertice  ha  come  piano  polare  la  faccia 
opposta,  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  fascio. 

h)  Ogni  piano  tangente,  lungo  una  generatrice,  ad  uno 
dei  coni  appartenenti  al  fascio  di  quadriche,  sega  le  quadriche 
lungo  coniche,  che  si  toccano  in  due  punti  fissi;  i  due  punti 
appartengono  a  quella  generatrice.  Infatti  il  fascio  delle  coni- 
che, sezioni  col  piano  nominato,  possiede  una  conica  (sezione  del 
cono),  che  degenera  in  una  retta  doppia  ;  quel  fascio  è,  in  conse- 
guenza, un  fascio-schiera  di  coniche  bitangenti  (n.*  225;  231,Oss,) 
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Il  ragionamento,  che  precede,  è  invertibile  ;  si  conclude 
che 

i)  /  piani  secanti  le  quadriche  di  un  fascio  (od  anche  due 
quadriche  assegnate)  in  coniche  bitangenti,  si  distribuiscono  in 
quattro  inviluppi  conici  di  seconda  classe,  precisamente  nei 
quattro  inviluppi  di  piani  tangenti  ai  quattro  coni  del  fascio. 

309.  Schiera  di  quadriche.  —  I  risultati  precedenti  si 
traducono  subito  per  dualità,  pur  di  considerare  due  quadriche 
inviluppi,  definite  da  equazioni  di  secondo  grado  in  coordinate 
(m,  V,  w)  di  piani 

(1)  f(u,  V,  w)  ==  0,       (p{u,  V,  w)  =  0, 

insieme  alle  infinite  quadriche  rappresentate  dall'equazione 
(2')  f{u,  V,  w)  -f-  ìi<p{u,  V,  w)  =z  0, 

contenente  il  parametro  k.  Queste  quadriche  costituiscono, 
come  si  suol  dire,  una  schiera,  ente  duale  del  fascio  (cfr.  n.°  231). 
Gii  infiniti  piani  tangenti  alle  due  quadriche  (1),  toccano  pure 
tutte  le  quadriche  della  schiera,  e  formano  un  inviluppo  sem- 
plicemente infinito,  inviluppo  base  della  quarta  classe;  espri- 
mendo, con  questa  locuzione,  il  fatto,  che  per  ogni  punto  dello 
spazio  passano  quattro  piani  dell'inviluppo. 

Le  proprietà  delle  schiere  di  quadriche  si  deducono  per 
dualità  dalle  proprietà  dei  fasci  ;  basterà  dunque  raccogliere 
qui  gli  enunciati,  lasciando  al  lettore  la  cura  di  trasformare 
anche  le  dimostrazioni.  Dei  risultati,  cui  perveniamo,  sarà  fatta 
in  seguito  una  importante  applicazione  metrica. 

a)  Ogni  piano  dello  spazio,  che  non  appartenga  alV  invi- 
luppo base,  riesce  tangente  ad  una,  e  ad  una  sola  quadrica 
della  schiera. 

b)  Le  coppie  di  piani  tangenti,  condotti  alle  quadriche  di 
una  schiera  per  una  retta  generica,  formano  una  involuzione. 

e)  Una  retta  generica  è  toccata  da  due  quadriche  della 
schiera;  i  relativi  piani  tangenti  (passanti  per  la  retta)  sono 
coniugati  rispetto  a  tutte  le  quadriche  della  schiera. 

d)  I  coni  circoscritti  alle  quadriche  di  una  schiera,  da  un 
punto  generico,  formano  una  schiera  (cioè  toccano  quattro  piani 
fissi  uscenti  dal  punto). 

'     e)  Per  un  punto  generico  passano  tre  quadriche  della  schiera; 
i  relativi  piani  tangenti,  in  quel  punto,  costituiscono  un  triedro 
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autoconiugato  rispetto    a    tutte  le  quadriche  della  schiera  (ed  ai 
coni  ad  esse  circoscritti  dal  punto), 

f)  In  una  schiera  di  quadriche  esistono,  in  generale,  quattro 
quadriche  inviluppi  degeneri  (n.°  360),  cioè  quattro  coniche  con- 
siderate come  inviluppi  di  piani. 

g)  /  piani  delle  quattro  coniche  formano  un  tetraedro  au- 
topolare rispetto  a  tutte  le  quadriche  della  schiera. 

h)  /  coni  circoscritti  alle  quadriche  di  una  schiera,  da  un 
punto  qualsiasi  (P)  di  una  di  quelle  coniche  (K),  si  toccano  lungo 
due  generatrici,  hanno  cioè,  lungo  queste,  gli  stessi  piani  tan- 
genti ;  i  due  piani  tangenti  si  segano  nella  tangente  alla  detta 
conica  (K)  in  quel  punto  (P). 

ì)  Le  quattro  coniche,  appartenenti  alla  schiera,  costituiscono 
il  luogo  dei  punti,  da  cui  si  possono  circoscrivere  alle  quadriche 
della  schiera  coni,  che  si  tocchino  tra  loro  lungo  due  generatrici. 

Esercizi.  I.  —  1)  Costruire,  mediante  fasci  di  piani  proiettivi,  una  quadrica 
rigata,  conoscendo  :  a)  due  generatrici  e  tre  punti  ;  b)  una  conica  e  due  ge- 
neratrici secanti  la  curva  ;  e)  una  conica,  una  generatrice  che  vi  si  appoggi, 
e  due  punti  A,  B  ;  d)  una  generatrice,  una  direttrice  e  quattro  punti  A, 
B,  C,  D  ;  e)  una  generatrice  e  sei  punti  A,  B,  C,  D,  E,  F;  (nel  problema 
e)  si  costruiscano  le  due  direttrici  passanti  per  A,  B\  nel  problema  d)  la 
conica  segata  dal  piano  ABC-^  nel  problema  e)  la  generatrice  uscente  da  A, 
dalla  quale  i  cinque  punti  BCDEF  sono  proiettati  mediante  un  gruppo 
di  piani  proiettivo  ad  un  gruppo  noto  (n.°  231,  es.  26)). 

2)  Due  stelle  T,  T',  legate  da  una  correlazione,  generano,  come  luogo 
della  intersezione  di  elementi  (retta  e  piano)  corrispondenti,  una  quadrica 
che  passa  per  T  e  T'.  Ed  ogni  quadrica  a  punti  reali  può  esser  generata 
mediante  due  stelle  correlative,  aventi  i  centri  in  due  punti  arbitrari  della 
superficie  (Seydewitz).  (Scelto  T  come  origine  delle  coordinate,  e  T'  come 
centro  della  stella  di  piani  AL  -\-  f*M  -\-  vN  =  0,  che  è  correlativa  alla 

X     y      a 

stella  di  rette  -j"  —  —  —  "~,  la  superficie  generata  ha  1'  equazione 
xL  -\-  yM  -\-  zN  =  0.  D'altra  parte,  l'equazione  di  ogni  quadrica  pas- 
sante per  l'origine  può,  in  infiniti  modi,  porsi  sotto  quella  forma,  donde 
segue  la  seconda  parte  del  teorema). 

II.  —  3)  L'  equazione  canonica  (n.°  360,  es.  16)  )  di  una  quadrica,  rife- 
rita ad  un  tetraedro  autopolare, 

ax^  +  by^  +  cz2  -\-  dt^  =  Q 
si  presta  per  classificare  le  quadriche  sotto  1'  aspetto  proiettivo.  Considerati 
anzitutto  i  casi  di  degenerazione,  in  cui  uno,  due  o  tre  coefficienti  si  annul- 
lano, si  esaminino  le  ipotesi  :  1)  i  quattro  coefficienti  hanno  lo  stesso  segno 
(quadrica  a  punti  immaginari)  ;  2)  tre  hanno  lo  stesso  segno,  e  il  rimanente 
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il  segno  opposto  (quadrica  a  punti  ellittici  ;  tali  sono  infatti  i  punti  reali, 
in  cui  certi  spigoli  del  tetraedro  segano  la  superficie)  ;  3)  due  coefficienti 
hanno  un  segno  e  due  il  segno  opposto  (quadrica  a  punti  iperbolici). 

4)  Indicando  con  X,  T,  Z  coordinate  cartesiane  ortogonali,  si  appli- 
chi alla  quadrica  precedente  la  coUineazione 


=l/±ff.  ,r=-|/±||,  z=y\ 


X  .     ...       ..     ..._.._.  ^ 

dove  i  segni  vanno  scelti  in  modo,  che  i  radicali  risultino  reali.  Si  vedrà 
che  «  ogni  quadrica  a  punti  ellittici  è  collineare  ad  una  sfera,  ed  ogni  qua- 
drica a  punti  iperbolici  è  collineare  ad  un  iperboloide  rotondo  ad  una 
falda  ». 

5)  In  un  tetraedro  autopolare,  rispetto  ad  una  qiiadrica  a  punti  ellit- 
tici, un  vertice  è  interno  e  gli  altri  sono  esterni;  i  tre  spigoli  uscenti  dal 
primo  vertice  sono  secanti  e  i  ti"e  rimanenti  no;  una  faccia  è  esterna  e  le 
rimanenti  sono  secanti.  Se  invece  la  quadrica  ha  punti  iperbolici,  i  quattro 
vertici  del  tetraedro  sono  esterni,  le  quattro  facce  sono  secanti,  due  coppie 
di  spigoli  opposti  sono  secanti,  mentre  la  terza  coppia  si  compone  di  rette 
non  secanti. 

6)  Di  due  rette  mutuamente  polari,  rispetto  ad  una  quadrica  a  punti 
ellittici,  una  è  secante  e  1'  altra  no  ;  mentre,  se  la  quadrica  ha  punti  iper- 
bolici, le  due  rette  sono  insieme  secanti,  oppure  no. 

7)  Se  due  tetraedri  ABCD,  A'B'C'D'  sono  mutuamente  polari,  ri- 
spetto ad  una  quadrica  Q  (in  guisa  che  A  abbia  per  piano  polare  a'  =  B'C'D', 
ecc.),  le  rette  A  A',  B  B\  CC,  DI)',  congiungenti  vertici  omologhi,  sono 
generatrici  di  una  quadrica  rigata;  e  la  stessa  proprietà  spetta  alle  rette 
aa',  /3/3',  yy',  ò6',  intersezioni  di  facce  corrispondenti  (Chasles).  (Per  dimo- 
strare la  seconda  parte,  si  osservi  che  le  tre  facce  a',  /?',  /'  del  secondo 
tetraedro  segano  sulla  faccia  ó  del  primo  un  triangolo,  che  è  polare  di  ABC 
rispetto  alla  sezione  di  Q  ;  1'  asse  di  omologia  dei  due  triangoli  (n.°  215, 
es.  31))  incontra  dunque  le  rette  aa',  /?/?',  //',  dò';  similmente  si  otten- 
gono altre  tre  rette  secanti  queste  quattro,  donde  segue  il  teorema). 

8)  In  particolare  :  se  una  quadrica  è  circoscritta  a  un  tetraedro,  i  piani 
tangenti  nei  vertici  segano  le  facce  opposte  in  quattro  generatrici  di  una 
quadrica  rigata  ;  e  dualmente  (Bobillieb). 

9)  Se  la  quadrica  Q  dell'es.  7)  è  una  sfera  col  centro  in  D,  segue  : 
le  quattro  altezze  di  un  tetraedro  sono  generatrici  di  una  stessa  quadrica 
rigata. 

III.  —  10)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  un  punto  0,  vale  a  dire 
hanno  ivi  lo  stesso  piano  tangente  (o,  ogni  quadrica  del  fascio,  determinato 
da  quelle  due,  ha  in  0  il  piano  tangente  w  ;  dei  quattro  coni  del  fascio  due 
coincidono  in  un  cono  di  vertice  0,  che  sega  il  piano  co  lungo  due  rette 
generalmente  distinte  r,  s  ;  gli  altri  due  coni  hanno  i  vertici  su  co,  in  due 
punti  P,  Q,  generalmente  distinti  da  0,  e  toccano  il  piano  ft>  lungo  le  rette 
OP,  OQ,  rispettivamente,  le  quali  sono  tangenti  coniugate,  rispetto  ad  ogni 
quadrica  del  fascio.  Un  piano  generico  condotto  per  0  sega  le   quadriche 
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lungo  coniche,  che  hanno  in  0  un  contatto  semplice  ;  ma  se  il  piano  passa 
per  una  delle  rette  r,  s  sopra  nominate,  il  contatto  è  di  secondo  ordine 
(n.°  229).  (Si  assuma  0  come  origine,  w  come  piano  xy). 

11)  Il  fascio  determinato  da  una  quadrica  e  da  un  cono  del  secondo 
ordine,  che  abbia  il  vertice  in  un  punto  0  di  quella,  si  compone  di  qua- 
driche  toccantisi  in  0,  ed  ha  le  proprietà  sopra  esposte. 

12)  Se  due  quadriche  hanno  una  retta  comune  (ad  es.  1'  asse  x),  esse 
si  toccano  generalmente  in  due  punti  di  questa  ;  negli  stessi  due  punti  si 
toccano  tutte  le  altre  quadriche  del  fascio  determinato  da  quelle;  e  quei 
punti  sono  vertici  di  due  coni  appartenenti  al  fascio,  ciascuno  dei  quali 
assorbe  due  dei  quattro  coni,  che  si  presentano  in  un  fascio  generale.  Il 
fascio  particolare  suddetto  è  anche  determinato  da  due  coni,  che  abbiano 
una  generatrice  in  comune,  ma  non  lo  stesso  vertice. 

13)  Può  anche  accadere  che  due  quadriche,  aventi  una  retta  comune, 
si  tocchino  in  più  di  due  punti  della  retta,  nel  qua!  caso  esse  si  toccano 
in  ogni  punto  della  retta.  Lo  stesso  fatto  si  verifica  per  tutte  le  altre  qua- 
driche del  fascio,  una  delle  quali  si  spezza  in  due  piani  passanti  per  la 
retta.  La  curva  base  del  fascio  si  compoue  di  questa  retta,  contata  due  volte, 
e  di  due  rette  secanti  quella,  ma  sghembe  tra  loro.  Un  fascio  siffatto  è 
pur  determinato  da  una  quadrica  e  da  una  coppia  di  ])iaiii  passanti  per 
una  retta  della  superficie. 

14)  Se  due  quadriche  hanno  in  comune  una  conica,  e  quindi  una  se- 
conda conica  secante  la  prima  in  due  punti  0,  P,  le  quadriche  si  toccano 
in  questi  due  punti,  ed  ivi  si  toccano  tutte  le  quadriche  del  fascio  deter- 
minato da  quelle.  Al  fascio  appartengono  la  coppia  dei  piani  delle  due  co- 
niche, e  due  coni,  ciascuno  dei  quali  proietta  1'  una  conica  nell'  altra.  I  ver- 
tici dei  due  coni  sono  separati  armonicamente  dai  piani  delle  due  coniche. 

15)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  due  punti  0,  P,  ed  è  M  un  ulte- 
riore punto  ad  esse  comune,  il  piano  0  P M  sega  le  quadriche  lungo  due 
coniche,  che  hanno  due  punti  comuni  in  O,  due  in  P  ed  un  quinto  in  .¥. 
Le  due  coniche  quindi  o  coincidono,  o  degenerano  in  due  coppie  di  rette 
aventi  una  retta  comune.  Nel  primo  caso  le  due  quadriche  si  segano  lungo 
due  coniche  secantisi  in  0  e  P  (es.  14)  ),  nel  secondo  caso  si  segano  lungo 
una  retta  ed  una  curva  residua  del  3°  ordine  (cubica  sghemba;  es.  12)). 

16)  Se  due  quadriche  si  toccano  in  tre  punti  0,  P,  Q,  questi  appar- 
tengono ad  una  retta,  o  determinano  un  piano.  Nel  primo  caso  le  due  qua- 
driche si  toccano  in  tutti  i  punti  di  quella  retta  (es.l3)).  Nel  secondo  caso  esse 
segano  il  piano  OVq  lungo  una  stessa  conica.  Se  la  conica  non  si  spezza, 
le  quadriche  si  toccano  in  ogni  punto  di  essa;  la  conica  stessa,  contata  due 
volte,  costituisce  la  totale  intersezione  delle  due  quadriche.  Ma  la  conica 
può  spezzarsi  in  due  rette  0  P,  0  Q,  ed  allora  le  quadriche  hanno  in  comune 
queste  rette,  ed  inoltre  una  conica  (di  un  secondo  piano)  passante  per  P 
e  Q. 

17)  Due  quadriche  possono  toccarsi  al  più  in  quattro  punti  0,  P,  Q,  ii, 
senza  toccarsi  in  infiniti  punti  ;  ciò  accade,  se  le  quadriche  passano  per  gli 
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spigoli  di  un  quadrilatero  sghembo  semplice,  avente  i  vertici  in  quei  punti. 
Al  fascio  determinato  dalle  due  quadriche  appartengono  due  coppie  di 
piani.  Una  correlazione  muta  un  fascio  siffatto  in  un  sistema  dello  stesso 
tipo  ;  sicché  quel  fascio  è  insieme  fascio  e  schiera.  Quali  ne  sono  le  qua- 
driche inviluppi  degeneri  ? 

18)  Se  /"  =:=  0  è  r  equazione  di  una  quadrica,  ed  ?7  ::=  0,  V  =  0  sono 
le  equazioni  di  due  piani,  sotto  la  forma  f  -j-  ÀUV  =  0  si  può  rappre- 
sentare ogni  quadrica,  che  passi  per  le  coniche  intersezioni  di  f  con  quei 
due  piani. 

19)  Tre  quadriche  contenenti  una  stessa  conica,  prese  a  due  a  due, 
danno  come  ulteriori  intersezioni  tre  coniche,  ì  cui  piani  passano  per  una 
stessa  retta.  Quale  corollario  si  ottiene,  se  la  conica  primitiva  è  l'assoluto? 

20)  L'  equazione  f  -\-  ÀU^  ^=  0  rappresenta  una  quadrica  tangente 
alla  /"  rr:  0  lungo  la  conica,  che  questa  quadrica  ha  in  comune  col  piano 
C/"  =  0.  Al  variare  di  À,  si  ottiene  un  fascio  di  quadriche,  a  cui  appar- 
tiene un  cono,  ed  un  piano  doppio  f/^  ::=  0.  Un  piano  generico  sega  il 
fascio  lungo  coniche  di  un  fascio-schiera  (n."  231,  Oss.),  aventi  due  tan- 
genti comuni,  le  quali  si  segano  nel  punto,  ove  il  piano  è  toccato  da 
una  quadrica  del  fascio  ;  le  due  tangenti  sono  anzi  le  generatrici  di  questa 
quadrica.  Questo  sistema  di  quadriche  è  duale  di  se  stesso;  è,  nel  tempo 
stesso,  un  fascio  ed  una  schiera.  I  coni  circoscritti  alle  quadriche  del  si- 
stema da  un  punto  formano  un  fascio-schiera  di  coni,  che  si  toccano  tutti 
lungo  due  generatrici,  le  quali  appartengono  alla  quadrica  del  sistema  pas- 
sante per  il  punto. 

21)  Due  quadriche  Q',  Q",  le  quali  tocchino,  rispettivamente,  una  terza 
quadrica  Q  lungo  le  coniche  K',  K",  sì  segano  in  due  coniche,  i  cui  piani 
formano  un  gruppo  armonico  coi  piani  ài  K'  e  K"  \  (Monge,  Chasles).  Caso 
particolare  :  la  quadrica  Q  sia  un  cono  ;  questione  duale. 

22)  I  coni  circoscritti  ad  una  stessa  quadrica  da  due  punti  si  segano 
lungo  due  coniche. 

23)  Se  due  quadriche  Q',  Q"  sono  iscritte  in  uno  stesso  cono  Q,  esse 
sono  iscritte  in  un  secondo  cono  Qi  (teorema  duale  di  quello  contenuto 
nella  nota  a  pag.  640).  Le  due  quadriche  Q',  Q"  si  segano  lungo  due  co- 
niche, i  cui  piani  dividono  armonicamente  i  piani  delle  coniche  Q'Q,  Q"Q, 
ed  i  piani  delle  coniche  Q'Qi,  Q"Qi-  (Il  caso  particolare,  che  Q  sia  il  cono 
delle  direzioni  assolute  uscenti  da  un  punto,  conduce  al  risultato  del  n."  360 
es.  25)). 

24)  Dualmente  :  due  quadriche,  che  si  seghino  lungo  due  coniche,  sono 
iscritte  in  due  coni.  Caso  particolare,  che  una  delle  coniche  sia  il  cerchio 
assoluto. 

25)  Dati  quattro  punti,  esistono  in  generale  otto  quadriche,  che  pas- 
sano per  quelli,  e  toccano,  ciascuna  lungo  una  conica,  un  cono  od  una 
quadrica  Q  assegnata.  Come  si  possono  costruire  i  piani  delle  otto  coniche  ? 
Corne  si  scrive  la  equazione  di   una   quadrica   soddisfacente  al  problema? 
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(Cfr.  n."  231,  es.  9),  21)  ).  Caso  particolare,  che  Q  sia  il  cono  delle  direzioni 
tissolute  uscenti  da  un  punto  (n.°  360,  es.  26)  ). 

26)  Tradurre  per  dualità  il  risultato  generale  precedente  ;  si  vedrà,  in 
particolare,  che  per  una  conica  passano  generalmente  otto  quadriche  tan- 
genti a  quattro  piani  assegnati.  Come  caso  più  particolare,  si  conclude  che 
in  un  tetraedro  si  possono  iscrivere  otto  sfere. 

IV.  —  27)  I  piani  polari  di  un  punto,  rispetto  alle  quadriche  di  un 
fascio,  formano  (n.°  368)  un  fascio.  I  fasci  di  piani,  che  si  ottengono  al 
variare  del  punto,  sono  riferiti  proiettivamente  tra  loro,  quando  si  riguar- 
dino come  corrispondenti  i  piani  polari  relativi  ad  una  stessa  quadrica. 
In  particolare,  i  quattro  piani  di  uno  di  quei  fasci,  che  passano  per  i  ver- 
tici del  tetraedro  autopolare  rispetto  alle  quadriche  del  fascio,  formano  un 
doppio  rapporto  costante  ;  donde  segue  una  proprietà  notevole  degli  assi 
di  quei  fasci  di  piani,  in  relazione  al  detto  tetraedro  (n.°  46,  es.  8)  ). 

28)  Dualmente:  i  poli  di  un  piano,  rispetto  alle  quadriche  di  una 
schiera,  formano  una  punteggiata  sopra  una  retta,  che  sega  il  piano  nel 
punto,  ove  esso  è  toccato  da  una  quadrica  della  schiera.  Al  variare  del  piano 
varia  la  retta  ;  ma  le  punteggiate,  che  cosi  si  ottengono,  sono  tutte  proiet- 
tive tra  loro.  Sui  relativi  sostegni  le  quattro  facce  del  tetraedro  autopolare, 
rispetto  alle  quadriche  della  schiera,  determinano  un  doppio  rapporto 
costante. 

29)  Le  rette  polari  di  una  retta  fìssa,  rispetto  alle  quadriche  di  un 
fascio  (o  di  una  schiera),  costituiscono  un  sistema  di  rette  di  una  quadrica 
rigata,  che  passa  per  i  vertici  (o  tocca  le  facce)  del  tetraedro  autopolare. 

30)  In  un  fascio  di  quadriche  vi  sono  generalmente  tre  quadriche,  che 
toccano  un  dato  piano  (n."  368,  e))  ;  i  punti  di  conlatto  determinano  un  trian- 
golo tale,  che  i  lati  uscenti  da  un  vertice  sono  tangenti  coniugate  rispetto 
alla  quadrica  del  fascio  passante  per  quel  vertice. 

31)  Dualmente:  in  una  schiera  di  quadriche  vi  sono  generalmente  tre 
quadriche,  che  passano  per  un  dato  punto;  i  relativi  piani  tangenti  formano 
un  triedro  tale,  che  gli  spigoli  giacenti  in  una  faccia  sono  tangenti  coniu- 
gate rispetto  alla  quadrica  della  schiera,  che  tocca  quella  faccia. 

32)  Poiché  i  piani  tangenti  a  due  quadriche,  in  un  punto  ad  esse  co- 
mune, si  segano  in  una  retta,  che  è  tangente  alla  curva  intersezione,  il  ri- 
sultato precedente  può  enunciarsi  così  :  «  sopra  una  quadrica  Q  di  una 
schiera  le  altre  quadriche  della  schiera  segano  un  sistema  di  curve  tale, 
che  per  ogni  punto  della  quadrica  Q  passano  due  curve  del  sistema,  le  cui 
tangenti,  in  (|uel  punto,  sono  coniugate  rispetto  a  Q  ». 

33)  Se,  in  particolare,  la  quadrica  Q  è  una  sfera,  le  due  curve  del  si- 
stema, uscenti  da  un  punto  generico  di  Q,  si  segano  ivi  ortogonalmente. 
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Capitolo  III. 
Proprietà  diametrali. 

370.  Sezione   di  una  quadrica  col  piano  all'infinito.  — 

Dobbiamo  ora  occuparci  delle  proprietà  metriche  delle  su- 
perficie di  secondo  ordine,  vale  a  dire  delle  relazioni  di  una 
quadrica  col  piano  all'infinito,  e  col  cerchio  assoluto  dello 
spazio. 

Una  quadrica 

+  2rti4a;  +  2^242/  +  2^340  -)-  «44  =  0 
sega  il  piano  all'  infinito  lungo  la  conica 
(2)  a^^x""  -j-  «222/^  +  «332;^  +  "^avixy  +  la^^xz  +  "la.^iijz  =  0, 
come  risulta,  trasformando  la  (1)  in  coordinate  omogenee 
{x,  2/,  z,  t)  (n.°  340),  e  ponendo  poi  ^  =  0.  A  dir  vero,  la  co- 
nica è  rappresentata  dalla  (2)  insieme  all'equazione  #  =  0; 
la  (2),  presa  a  sé,  rappresenta  nello  spazio  un  cono  del  secondo 
ordine  col  vertice  nell'origine  0  (n.''  358),  precisamente  il  cono 
proiettante  da  0  la  conica  all'infinito  della  superficie. 

Questa  conica  (0  quel  cono)  può  essere  reale  e  non  dege- 
nere, immaginaria  e  non  degenere,  oppure  spezzata  in  due 
rette  (^).  In  corrispondenza,  distingueremo  tre  specie  di  qua- 
driche,  delle  quali  possiamo  esaminare  sin  d'ora  la  natura  delle 
sezioni  piane  ;  ci  appoggeremo,  a  tal  fine,  sulla  osservazione, 
che  i  punti  all'  infinito  della  conica  X,  sezione  di  una  quadrica 
con  un  piano  proprio  ti,  cadono  nelle  intersezioni  della  retta 
all'infinito  p^  ài  n  colla  conica  all'infinito  H.^  della  superfi- 
cie. La  conica  K  è  adunque  ellisse,  parabola,  o  iperbole,  se- 
condo che  la  retta  p^  q  esterna,  tangente,  0  secante  rispetto 
alla  conica  H^. 

1)  Se  la  conica  all'infinito  della  superficie,  Hj-^  è  imma- 
ginaria non  degenere,  la  superficie  non  ha  punti  reali  impropri,  e 
dicesi  ellissoide.  Essa  può  avere  punti  reali  propri  (ellissoide  reale] 


Q)  Trattandosi  di  una  conica  all'  infinito,  vanno  presi  in  esame  solo  i 
caratteri  proiettivi  di  essa. 
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%•  1  (^))>  o  può  non  averne  alcuno  {ellissoide  immaginario)  {^).  Le 
sezioni  piane  di  un  ellissoide  sono  ellissi  (reali  o  immaginarie). 
E  piano  tangente  all'  ellissoide  in  un  punto  sega  la  superficie 
lungo  due  rette  immaginarie,  donde  segue  che  tutti  i  punti  di 
un  ellissoide  sono  ellittici  ;  V  ellissoide  non  possiede  rette  reali. 
2)  Se  la  conica  all'infinito,  H^,  è  reale  non  degenere,  la 
superficie  dicesi  iperboloide.  Un  iperboloide  possiede,  come  se- 
zioni piane,  ellissi,  parabole  ed  iperboli,  secondo  la  posizione 
del  piano  ^  secante.  Il  piano  tangente  ad  un  iperboloide  in  un 
punto  può  segare  (come  vedremo  in  seguito)  la  superficie  lungo 
rette  reali  od  immaginarie. 

Nel  primo  caso  quel  punto,  e  quindi  ogni  punto  della  su- 
ficie  è  iperbolico;  la  superficie  contiene  rette  reali,  e  dicesi 
iperboloide  rigato,  o  iperboloide  ad  una  falda  (fig.  2).  Nel  secondo 
caso  ogai  punto  della  superficie  è  ellittico;  si  ha  allora  V iper- 
boloide non  rigato,  o  iperboloide  a  due  falde  (fig.  3). 

3)  Supponiamo  infine  che  la  conica  all'infinito,  R^,  si  scinda 
m  due  rette.  La  superficie  tocca  allora  il  piano  all'infinito  nel 
punto  (o  nei  punti),  che  le  due  rette  hanno  in  comune,  e  dicosi 
paraboloide. 

Vanno  qui  distinti  tre  casi,  secondo  la  natura  delle  due 
rette  componenti  B^.  Infatti  le  due  rette  possono  esser  reali  e 
distmte,  secantisi  in  un  punto  C^;  questo  punto,  e  quindi  ogni 
altro  punto  della  superficie  è  iperbolico,,  e  la  superficie  dicesi 
paraboloide  iperbolico,  o  paraboloide  rigato  (fig.  5)  ;  la  sezione  piana 
generica  di  un  paraboloide  iperbolico  è  una  iperbole;  risulta  una 
parabola,  se  il  piano  passa  per  C^.  Oppure  le  due  rette  com- 
ponenti la  conica  H^  sono  immaginarie,  secantisi  in  un  punto 
reale  (7,,  ;  la  superficie,  di  cui  ogni  punto  è  ellittico,  dicesi  al- 
lora, paraboloide  ellittico,  0 paraboloide  non  rigato (Rg A);  la  sezione 
piana  generica  di  un  paraboloide  ellittico  è  una  ellisse;  solo  i  piani 

(')  Le  figure,  qui  indicate,  si  trovano  riunite  nella  Tavola  annessa  a 
questo  volume.  Esse  sono  riproduzioni  di  modelli  appartenenti  al  Gabinetto 
di  Geometria  dell'  Università  di  Roma,  e  provenienti  dalla  Casa  Martin 
Schilling  in  Halle  a.  S.  (già  L.  Brill  in  Darmstadt).  Il  Sig.  Schilling  ha  gen- 
tilmente accordato  il  permesso  di  questa  riproduzione. 

(2)  Ad  es.,  trattando  delle  sfere,  che  sono  particolari  ellissoidi,  abbiamo 
distinto  sfere  reali  e  sfere  immaginarie. 
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passanti  per  Ce»  segano  la  superficie  lungo  parabole.  Finalmente, 
le  due  rette  componenti  H^  possono  esser  reali  e  coincidenti; 
in  tal  caso  ogni  panto  della  superficie  è  parabolico,  e  la  super- 
ficie è  un  cono  (n.°  362)  col  vertice  all'infinito  (sulla  retta  in 
cui  quelle  due  coincidono),  ossia  un  cilindro,  e  precisamente  un 
cilindro  parabolico,  perchè  le  sezioni  piane  generiche  del  cilin- 
dro sono  parabole. 

A  parte  quest'ultimo  caso,  nella  discussione  non  abbiamo 
tenuto  conto  delle  quadriche  degeneri.  Il  lettore  vedrà  però 
subito,  che  un  cono  a  vertice  proprio  appartiene  alla  categoria 
degli  ellissoidi  o  degli  iperboloidi,  secondo  che  il  cono  non  ha 
od  ha  punti  reali  fuori  del  vertice,  secondo  che  il  cono  è  im- 
maginario o  reale;  un  piano  generico  sega  un  cono  immaginario 
secondo  una  conica  (ellisse)  immaginaria,  e  un  cono  reale  secondo 
una  conica  reale,  che  può  esser  ellisse,  parabola  od  iperbole,  in 
relazione  alla  posizione  del  piano.  Un  cono  a  vertice  improprio, 
ossia  un  cilindro,  appartiene  alla  categoria  dei  paraboloidi  ; 
precisamente  alla  categoria  dei  paraboloidi  iperbolici,  se  il  piano 
all'infinito  sega  il  cilindro  lungo  rette  reali  e  distinte,  nel  qual 
caso  le  sezioni  piane  generiche  sono  iperboli  (cilindro  iperbolico)  ; 
alla  categoria  dei  paraboloidi  ellittici,  se  il  piano  all'infinito  sega 
il  cilindro  secondo  rette  immaginarie,  nel  qual  caso  le  sezioni 
piane  del  cilindro  sono  ellissi  {cilindro  ellittico)]  finalmente  il 
cilindro  è  parabolico,  come  sopra  si  disse,  se  il  piano  all'infi- 
nito lo  tocca  lungo  una  generatrice. 

Osservazione.  —  Si  possono  chiedere  i  criteri  analitici,  che 
valgono  a  decidere  se  una  quadrica  data  appartiene  all'  una  o 
all'  altra  delle  famiglie  sopra  considerate.  Questi  criteri  saranno 
stabiliti  in  seguito,  come  pure  in  seguito  si  ritornerà  sulla  di- 
scussione precedente,  allo  scopo  di  esaminare  con  cura  le  forme 
delle  superfìcie  sopra  nominate.  Per  ora  limitiamoci  a  notare  che 
la  quadrica  (1)  è  un  paraboloide,  se  la  sua  conica  all'infinito  (2) 
si  scinde  in  due  rette  ;  dovrà  a  tal  fine  annullarsi  il  discrimi- 
nante della  (2)  (n."  211),  cioè  il  determinante 
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che  si  riconosce  essere  il  complemento  algebrico  di  a^i  nel  discri- 
minante della  (1).  Dunque  :  la  condizione,  perchè  la  quadrica  (1) 
sia  un  paraboloide^  è  espressa  da 

Au  =  0. 

371.  Sezioni  di  una  quadrica  con  piani   paralleli.  —  Si 

considerino  le  coniche  segate  sopra  una  quadrica  da  una  serie 
di  piani  paralleli.  Queste  coniche  hanno  gli  stessi  punti  all'in- 
finito, precisamente  quei  punti,  ove  la  retta  all'infinito,  comune 
ai  loro  piani,  incontra  la  conica  all'infinito  della  supei-ficie;  in 
conseguenza  quelle  coniche  sono  tutte  della  stessa  specie  (ellissi, 
iperboli  o  parabole).  Si  suol  dire  inoltre,  tenendo  conto  del 
n.°  267,  che  le  coniche  segate  sopra  una  quadrica  da  piani  pa- 
ralleli sono  omotetiche.  Occorre  tuttavia  avvertire  che  una  omo- 
tetia reale,  trasformante  una  conica  nell'  altra,  esiste  soltanto,  se 
le  due  coniche  che  si  considerano  sono  entrambe  reali  (o  en- 
trambe immaginarie),  e  so  inoltre,  quando  siano  iperboli,  il  tratto 
di  retta  all'infinito,  interno  all'una  conica,  riesca  pure  interno 
all'altra  (^).  In  ogni  caso,  confrontando  due  di  quelle  coniche, 
è  sempre  vero  che  gli  asintoti  dell'una  sono  paralleli  agli  asin- 
toti dell'altra,  e  diametri  coniugati  dell'una  sono  paralleli  a 
diametri  coniugati  dell'altra. 

Sotto  questa  forma,  la  proprietà  sussiste  pure,  se  una  dello 
due  coniche  degenera,  nel  qual  caso  il  relativo  piano  è  tangente 
alla  quadrica,  e  le  coppie  di  diametri  coniugati  divengono  cop- 
pie di  tangenti  coniugate  (n°  354).  Risulta  così  che  le  coppie 
di  tangenti  coniugate  ad  una  quadrica  in  un  punto  sono  paral- 
lele alle  coppie  di  diametri  coniugati  di  una  conica,  segata  da  un 
piano  parallelo  al  piano  tangente  in  quel  punto. 

372.  Piani  diametrali.  —  Un  punto  all'infinito  P^  ha,  ri- 
spetto ad  una  quadrica,  un  piano  polare,  che  contiene  i  punti 
medi  di  tutte  le  corde  aventi  la  direzione  di  Pj..  Dunque: 

/  punti  medi  di  un  sistema  di  corde  parallele  di  una  qua- 
drica stanno  in  un  medesimo  piano,  che  dicesi  piano  diametrale, 
precisamente  piano  diametrale  coniugato  con  ciascuna  di  quelle 


(0  II  caso  opposto,  come  si   vedrà,  può  presentarsi   nelle  quadriche 
(iperboloide  o  paraboloide)  rigate. 
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corde  (cfr.  n.**  232).  La  conica  (reale  od  immaginaria),  secondo 
cui  la  quadrica  è  segata  da  un  piano   diametrale,  è  luogo  dei 
punti  di  contatto  delle  tangenti  parallele  alle  corde,  che  il  piano 
biseca. 
Sia 

(1)  a^^x^  4" ...  -|-  2ai2xy  -\-  •••  +  2ai^x  -\-  ...  -j"  ^44  =0 

la  equazione  della  quadrica,  in  coordinate  cartesiane  ordinarie, 
e  sia 

(2)  ~    =   ^  =     - 

una  retta  uscente  dall'origine.  Il  piano  polare  del  punto  al- 
l' infinito  (l,  m,  n,  0)  della  retta,  ossia  il  piano  diametrale  co- 
niugato alla  retta  (2)  ed  alle  parallele,  ha  l'equazione 

(3)  l{anx  -|-  (2i2?/  -|-  anz  -f-  «u)  -f-  mia^xX  -j-  a-j^y  -\-  a-ìnz  -j-  «24) 

-\-  n(aux  -\-  «32^  +  cLzòZ  +  «34)  =  0. 
Considerando,  in  particolare,  i  punti  all'infinito  degli  assi 
cartesiani  (1,  0,  0,  0),  (0,  1,  0,  0),  (0,  0,  1,  0),  si  ha  il  risul- 
tato :  i  piani  diametrali  coniugati  cogli  assi  x,  y,  z  hanno,  ri- 
spettivamente, le  equazioni 

i     anx  -j-  tti^y  -|-  0^13^  +  «14  =  Oj 

(4)  <        «21^''^    +    «22^    +    0,-232    -\-    a-2i    =:    0, 
(       a-siX    -}-    «3-22/    +    «^33^    +    «84    =    0, 

ottenute  annullando  le  semiderivate  parziali,  rispetto  ad  x,  y,  z, 
del  polinomio  (1)  ;  V  equazione  di  ogni  altro  piano  diametrale  è 
una  combinazione  lineare  di  quelle  tre. 

373.  Centro.  —  Gli  infiniti  piani  diametrali  di  una  qua- 
drica (ossia  i  piani  polari  dei  punti  all'infinito)  passano  per 
uno  stesso  punto,  polo  del  piano  alV  infinito,  che  dicesi  centro 
della  quadrica.  Il  centro  G  è  proprio  negli  ellissoidi  e  negli  iper- 
boloidi, che  non  toccano  il  piano  all'  infinito,  ed  è  centro  di 
simmetria  per  la  superficie  ;  ogni  corda  di  questa,  passante  per 
0,  ha  in  G  il  punto  medio,  ed  ogni  conica,  segata  da  un  piano 
per  C,  ha  in  G  il  suo  centro.  Al  contrario,  nei  paraboloidi  (non 
degeneri),  che  toccano  in  un  punto  il  piano  all'  infinito,  il  cen- 
tro G  coincide  con  questo  punto  improprio,  e  non  dà  luogo 
evidentemente  ad  una  simmetria.  D'accordo  con  ciò,  si  dice 
talora  che  gli  ellissoidi  e  gli  iperboloidi  sono  superfìcie  dotato 
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di  centro,  i  paraboloidi  sono  privi   di    centro  ;    altre   volte   si 
dice  che  questi  ultimi  hanno  il  centro  improprio.  I  piani  dia- 
metrali di  un  paraboloide  formano  una  stella  impropria. 

Le  coordinate  del  centro  della  quadrica  (1)  si  ottengono, 
risolvendo  le  equazioni  di  tre  piani  diametrali,  che  non  formino 
fascio,  ad  es.  dei  tre  piani  (4)  del  n.°  precedente.  Si  trovano 
cosi  le  coordinate 

^44   ' 


(5) 


2/o 


^0 


^44  ''"  ^44    '  "  Ah 

dove  le  Au,  sono  i  soliti  minori  del  discriminante.  Il  centro 
è  improprio,  quando  A^^  =  0,  quando  cioè  la  quadrica  è  un 
paraboloide  (n.°  370,  Oss.),  ed  ha  allora  le  coordinate  omogenee 
(J.14,  ^24,  ^34,  0).  E  indeterminato,  quando  J.u  =  A-n  =  J.,^ 
=  J.44  =  0,  nel  qua!  caso  risulta  pure  J.  :=  0,  e  la  quadrica 
(che  appartiene  alle  categorie  dei  paraboloidi  e  dei  coni)  è  un 
cilindro;  un  cilindro  ha  effettivamente  infiniti  centri  situati 
sopra  una  retta,  propria  se  il  cilindro  è  ellittico  0  iperbolico, 
impropria  se  il  cilindro  è  parabolico.  In  un  cono  a  vertice 
proprio,  il  centro  coincide  col  vertice. 

374.  Diametri.  —  Le  rette  passanti  per  il  centro  di  una 
quadrica  diconsi  diametri.  I  diametri  di  un  paraboloide  sono 
tutti  paralleli  tra  loro. 

Poiché  ogni  diametro  p  passa  per  il  centro  C  della  qua- 
drica, la  retta  p',  polare  di  p  rispetto  alla  superficie,  starà  nel 
piano  polare  di  (7, 
cioè  nel  piano  all'  in- 
finito :  e  viceversa. 
I  diametri  possono 
dunque  definirsi  co- 
me le  rette  polari 
delle  rette  all'  infi- 
nito. 

Sia  p  un  diame- 
tro, e  p' y,  ne  sia  la 
retta     polare .     Ogni 

punto  P  dì  p  è  coniugato,  rispetto  alla  superficie,  ad  ogni 
punto  F'^  dì  p'^;  in  P  cade  dunque  il  punto  medio  della 
corda  intercettata  dalla  superficie  sulla  retta  FP'^ .  Segue  che 
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P  è  centro    della    conica  K,  segata   sulla   superfìcie   dal  piano 

Facendo  variare  il  punto  P  lungo  p,  risulta  che  il  luogo 
dei  centri  delle  sezioni  di  una  quadrico.,  ottenute  con  una  serie 
di  piani  paralleli,  è  un  diametro,  il  quale  dicesi  coniugato  con 
ciascuno  di  quei  piani  (d' accordo  col  n.°  339).  Due,  tra  i  detti 
piani,  toccano  la  superficie  nei  punti,  ove  questa  è  segata  dal 
diametro. 

375.  Cono  asintotico.  —  Il  ragionamento  precedente  cade 
in  difetto,  se  il  diametro  p  sega  la  retta  polare  p'^.  In  tal 
caso  p  è  tangente  alla  superfìcie  nel  punto  all'  infìnito  pp  'x 
(n."  354). 

I  diametri  tangenti  ad  una  quadrica  costituiscono  il  cono 
circoscritto  alla  quadrica  dal  centro,  cono  che  tocca  la  super- 
ficie lungo  la  conica  all'  infinito  di  questa,  e  dicesi  cono  asin- 
totico. Scartando  il  caso  del  paraboloide  (per  cui  il  detto  cono 
degenera  nel  piano  all'infinito  contato  due  volte),  risulta  che 
il  cono  asintotico  si  ottiene,  proiettando  dal  centro  la  conica 
all'  infinito  della  quadrica,  od  anche  conducendo  per  il  centro 
le  rette  parallele  alle  rette  (reali  od  immaginarie),  che  la  su- 
perficie possiede.  Il  detto  cono  è  reale  negli  iperboloidi,  im- 
maginario negli  ellissoidi.  I  piani  tangenti  al  cono,  lungo  le 
singole  generatrici,  toccano  la  superficie  nei  punti  all'  ia- 
finito  di  queste,  e  diconsi  piani  asintotici  ;  ciascuno  di  essi 
sega  la  superficie  lungo  due  rette  parallele  (reali  od  immagi- 
narie). 

Un  piano  generico  dello  spazio  sega  la  quadrica  ed  il  cono 
asintotico  in  due  coniche,  che  hanno  gli  stessi  punti  all'infinito 
e  gli  stessi  asintoti  (sezioni  del  detto  piano  coi  piani  asinto- 
tici, che  toccano  la  quadrica  in  quei  due  punti).  Le  due  coniche 
sono  adunque  concentriche,  ed  omotetiche  (n.*'  267)  ;  l' afferma- 
zione vale,  tenendo  presente  però  la  restrizione  esposta  al 
n."  371. 

Data  la  equazione  (1)  (n.°  370)  di  una  quadrica,  per  for- 
mare r  equazione  del  cono  asintotico,  si  ricordi  che  la  (2)  del 
n.*^  370  rappresenta  il  cono  proiettante  dall'  origine  la  conica 
all'  infìnito  della  superfìcie.  Si  trasporti  ora  questo  cono  paralle- 
lamente a  se  stesso,  fìnchè  il  vertice  coincide  col  centro  (xq,  2/o, 
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2^0  )  della  quadrica  (n.''  373,  (5)  )  ;  si  otterrà  il  cono  asintotico, 
la  cui  equazione  è  dunque  (cfr.  n.°  234)  (i) 
(6)          a,,(x  —  XoY  +  a,o{y  —  y,y  _[-  a,^{z  —  z,Y 
+  2ai2(a:  —  xo)  (2/  —  yo)  +  2a,^{x  —  x^){z  —  Zq) 
+  2^23(2/  —  yo){z  —  z^)  —  0. 

376.  Coppie  (li  piani  diametrali  coniugati.  —  Due  piani 
diametrali  di  una  quadrica  qualsiasi  diconsi  coniugati^  se  cia- 
scuno contiene  il  polo  dell'altro  (n.°  356),  in  altre  parole,  se 
ciascuno  è  parallelo  alle  corde  bisecate  dall'altro.  Per  un  dia- 
metro passano  infinite  coppie  di  piani  diametrali  coniugati;  esse 
formano  una  involuzione,  i  cui  piani  doppi  sono  i  piani  (asin- 
totici ossia)  tangenti  condotti  per  quel  diametro  (n.°  356). 

Per  costruire  una  coppia  di  piani  diametrali  coniugati, 
passanti  per  un  diametro  p,  conviene  proceder  così.  Si  costrui- 
sca anzitutto  un  pia- 
no JT  coniugato  a  p^  p^ 
contenente  dunque  la 
retta  p'^  polare  di  p. 
Il  piano  ji  sega  la 
quadrica  lungo  una 
conica  K,  che  ha 
il  centro  nel  punto 
C~pji(n.''  374:).  Si 
conducano  ora  due 
diametri  coniugati  r, 
s  della  conica  K,  e 
siano  H^,  S^  i  loro 
punti  all'infinito.  Poi- 
ché   la    retta   polare 

di  i?^  rispetto  a  ^  è  la  .9,  il  piano  polare  dì  E  a,  rispetto 
alla  quadrica  passerà  per  s  ;  esso  passa  inoltre  per  p,  giacche 
^00  sta  su  ^'ap;   il   detto    piano   sarà   dunque  q  ^^  ps.   Simil- 

(  )  Se  f{x,  y,  z)  =  0  è   V  equazione    della    quadrica,    l' equazione  del 
cono  asintotico  può  pure  scriversi  sotto  la  forma 

f{x,  y,  z) j—  =  0, 

che  si  giustifica  imitando  il  ragionamento  esposto  nella  Oss.  al  n."  234. 
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mente  si  vede  che  il  piano  polare  di  Srx,  rispetto  alla  qua- 
drica  è  e  ^  ^r.  E  si  conclude  che  i  due  piani  diametrali  geo, 
di  cui  ciascuno  contiene  il  polo  dell'altro,  sono  coniugati.  In 
breve:  i  piani  diametrali  coniugati  passanti  per  un  diametro  p 
si  ottengono,  congiugendo  p  colle  coppie  di  diametri  coniugati 
della  conica  K,  segata  da  un  piano  coniugato  a  p. 

377.  Terne  di  piani  diametrali  coniugati.  —  Esaminiamo, 
in  particolare,  il  caso  che  la  quadrica  abbia  centro  proprio  C; 
allora,  tra  i  piani  coniugati  col  diametro  p,  ve  ne  sarà  uno 
(proprio)  71  passante  per  il  centro  C.  Questo  piano  diametrale 
71  dicesi  coniugato  col  diametro  p,  e  j?  è  il  diametro  coniugato 
col  piano  diametrale  ti.  In  una  quadrica  a  centro,  ad  ogni  dia- 
metro corrisponde  un  piano  diametrale  coniugato,  il  quale  ha  il 
polo  nel  punto  alf  infinito  del  diametro,  e  biseca  le  corde  paral- 
lelle  a  questo.  Il  punto  all'  infinito  del  diametro  e  la  retta  all'  infi- 
nito del  piano  diametrale  si  corrispondono  nella  polarità  piana, 
determinata  dalla  conica  all'  infinito  della  superfìcie  ;  o,  in  altre 
parole,  il  diametro  ed  il  piano  diametrale  si  corrispondono  nella 
polarità,  che  il  cono  asintotico  determina  entro  la  stella  C.  Ap- 
plichiamo ora  al  piano  diametrale  ti  ed  alla  conica  K,  che  esso 
sega  sulla  superficie,  le  considerazioni  del  n.°  precedente.  Se 
r,  s  sono  due  diametri  coniugati  di  K,  vale  ancora  il  risultato 
che  i  loro  punti  all'infinito  R.^^,  S^:,  hanno  come  piani  po- 
lari Q  ^=  ps,  a  ^  pr.  Ma,  questa  volta,  si  può  aggiungere  che 
il  punto  all'infinito  P^  di  p  ha  come  piano  polare  tc  ^  rs. 
Il  triedro  prs  ha  dunque  la  proprietà,  che  ogni  sua  faccia  ha 
per  polo  il  punto  all'  infinito  dello  spigolo  opposto,  e  biseca 
le  corde  parallele  a  questo  spigolo  ;  esso  è  un  triedro  diame- 
trale autoconiugato  (n.°  356),  le  sue  facce  costituiscono  una 
terna  di  piani  diametrali  coniugati,  i  suoi  spigoli  una  terna  di 
diametri  coniugati.  Ciascuna  faccia  del  triedro  sega  la  quadrica 
in  una  conica,  di  cui  due  diametri  coniugati  sono  gli  spigoli 
giacenti  su  quella  faccia. 

Se  poi,  insieme  al  triedro,  consideriamo  il  piano  all'infinito, 
che  è  il  piano  polare  del  vertice,  abbiamo  un  particolare  te- 
traedro autopolare  rispetto  alla  quadrica  (n.°  356);  i  vertici 
all'infinito  di  esso  formano  un  triangolo  autopolare  rispetto 
alla  conica  all'  infinito   della   superficie.   Viceversa,  un  siffatto 
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triangolo,    insieme  al   centro    della    superficie,  dà  un  tetraedro 
autopolare,  le  cui  facce  proprie  sono  tre  piani  diametrali  mu- 
tuamente coniugati.  Si  conclude  : 

Una  quadrica  a  centro  possiede  infinite  terne  di  piani  dia- 
metrali coniugati;  queste  si  ottengono,  proiettando  dal  centro  gli 
infiniti  triangoli  autopolari  rispetto  alla  conica  all'infinito  della 
superficie. 

Osservazione.  —  La  nozione  di  piani  diametraii  coniugati 
vale  anche  per  i  coni  a  vertice  proprio,  e  non  differisce  dalla 
nozione  di  piani  coniugati,  cui  conduce  la  teoria  della  polarità 
rispetto  al  cono  (n.*'  359).  In  particolare,  si  noti  che  due  o  tre 
piani  diametrali  mutuamente  coniugati,  rispetto  ad  una  qua- 
drica a  centro,  sono  pure  coniugati  rispetto  al  cono  asintotico, 
e  viceversa. 

378.  Piani  principali.  —  Sappiamo  (n.°372)  che  ogni  piano 
diametrale  divide  por  metà  le  corde  aventi  una  data  direzione. 
Se  quel  piano  è  perpendicolare  a  queste  corde,  esso  dicesi  piano 
principale,  ed  è  un  piano  di  simmetria  della  superficie.  Sap- 
piamo inoltre  (n.° 374)  che  ogni  diametro  contiene  i  centri  delle  co- 
niche, segate  dai  piani  (coniugati  con  esso)  aventi  una  data  gia- 
citura. Se  quel  diametro  è  perpendicolare  a  questi  piani,  esso 
dicesi  asse  della  superficie,  ed  è  un  asse  di  simmetria  per  la 
quadrica.  Noi  ci  proponiamo  ora  la  ricerca  analitica  dei  piani 
principali  e  degli  assi  di  una  quadrica. 

Ricordiamo,  a  tal  fine,  che,  data  la  equazione  di  una 
quadrica 

(1)  a^x'^  +  *  •  •  +  "^cLi^xy  -{-•••  +  2ai4a:  +  •  •  •  -[-  ««  ==  0, 
il  piano  diametrale  coniugato  alla  corda 

(2)  ^    =    '    =  --, 

L  m  n 

ed  alle  sue  parallele,  ha  (n.''  372)  1'  equazione 

(3)  {cLnX  -\-  a^^y  -\-  a^^z  -f  Ou)^  +  {aixX  -\-  a^<iy  -^  a^z  -\-  a^^)m 

-\-  (asix  -\-  a^^y  +  a^^z  -j-  ^34)^  =  0, 

ossia,  ordinando  rispetto  a  x,  y,  z, 

(3')     (ani  +  ^21*^  +  «3iw)a;  +  {^^2^  +  ^22^  -j-  «32^)2/ 
-j-    («13^  +  a23»w  -\-  a3sn)z  -\-  (a^J  -j-  a^^w*  +  a^n)  =  0. 
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Affinchè  il  piano  (3')  risulti  perpendicolare  alla  retta  (2), 
deve  essere,  nella  ipotesi  di  cordinate  ortogonali, 

anl-\-(i2iìn-\^  tts^n «igZ-^-  ft22W-f-  0^32^ «13^  +  «23*^  +  «^33^ 

l  m  n 

Indicando  con  k  il  valore  comune  delle  tre  frazioni,  svi- 
luppando e  ordinando  rispetto  a  /,  w,  w,  otteniamo  le  equa- 
zioni 

(     («u  —  li)l  -\-  a.2im         -\-  Osin         =  0, 

(4)  <  a^J        -{-  («22  —  k)m  -\-  a^.^n         ==  0, 
(            «18^        -\-         a^^m         --(-  («33  —  k)n  =  0, 

le  quali,  oltre  alle  incognite  Z,  m,  n,  di  cui  interessano  solo  i 
rapporti,  contengono  l'incognita  ausiliare  k.  Per  risolvere  un 
siffatto  sistema,  conviene  (cfr.  n.°  183)  eliminare  anzitutto  l, 
m,  n]    si  ottiene   così  l'equazione  di  terzo  grado  in  k 

ttjl      -  k  <Zj2  «13 

(5)  «,i     «22  —   k         «23  =  0, 

«31  «32  «33     k 

che  interviene  ad  ogni  passo  nello   studio  delle  proprietà   me- 
triche delle  quadriche,  e  si  suole  indicare  brevemente  con 
(5)  A(k)  —  0. 

Sviluppata  e  ordinata  rispetto  a  Zr,   essa  si  presenta  sotto 
la  forma 
(5')  k'  —  ir-  -\-  Jk  —  A,,  =z  0, 

dove  J.44  è  il  noto  determinante  del  terzo  ordine,  e  dove  si  è 
posto,  per  brevità, 

-t    —  «11  — j—  «22  -\~  «33, 


(6)       J 


«1, 


«12 

«9. 


+ 


«1, 

tto. 


«13 

«  5tq 


«11«22     — p     «n«33     — j-     a<i2C('i 


«22         «s 
«32         «5 
«12  «13  «5 


Indichiamo  con  kj,  k.^,  k^  le  radici  dell'equazione  (5).  Una 
qualsiasi  di  esse,  ad  es.  /ci,  sostituita  al  posto  di  k  nelle  (4), 
fa  si  che  una  delle  (4)  diventi  conseguenza  delle  rimanenti 
due  ;  si  potranno  dunque  calcolare  valori  non  tutti  nulli  di 
l,  m,  n,  che  verifichino  insieme  le  (4).  Questi  valori,  sostituiti 
nella  (3),  o   (3'),    danno   l'equazione    di    un  piano  principale. 
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Concludiamo  che  una  quadrica  possiede,  in  generale,  tre  'piani 
principali. 

Ma  si  può  affermar  di  più,  che  questi  piani  sono  sempre 
reali.  Basta  perciò  assicurarsi  che  siano  tali  le  tre  radici 
A",,  ko,  ks  della  (5).  Ora,  che  cosi  sia,  risulta  da  un  noto  teo- 
rema d'algebra,  il  quale  insegna  che  la  equazione  di  grado  n 
(qui  n  =  3),  ottenuta  uguagliando  a  zero  un  determinante  sim- 
metrico di  ordine  n  (ad  elementi  tutti  reali),  ai  cui  elementi 
principali  sia  aggiunta  la  incognita  (qui  —  k),  ha  tutte  le  sue 
n  radici  reali  ('). 

Però,  nel  caso  presente,  non  occorre  nemmeno  ricorrere 
a  quel  teorema,  bastando  al  nostro  scopo  il  ragionamento  che 
segue,  nel  quale  dovremo  tuttavia  distinguere  le  quadriche  a 
centro  dai  paraboloidi. 

379.  Piani  principali  delle  quadriche  a  centro.  —  Supposto 
che  la  nostra  superfìcie  abbia  un  centro  proprio  0,  si  osservi 
anzitutto  che  è  certo  reale  una  delle  radici  dell'equazione  (5),  o 
(5'),  digrado  dispari  a  coefficienti  reali.  A  questa  radice  corri- 
sponde un  piano  principale  reale  tt,  piano  proprio,  giacché  con- 
tiene il  centro  C  ;  il  diametro  p  coniugato  a  ti  è,  per  ipotesi,  per- 
pendicolare a  n  (v.  fig.  di  pag.  655).  Il  piano  ji  sega  la  quadrica 
lungo  una  conica  K,  che  ha  il  centro  C.  Questa  conica  possiede 


(')  Fra  le  tante  dimostrazioni,  che  furono  date  di  quel  celebre  teoi'ema, 
riproduciamo  qui,  per  comodità  del  lettore,  la  seguente,  limitandoci  al  caso 
particolare  che  ci  interessa. 

Supposto  di  aver  calcolato  una  radice  k  della  (5),  ed  i  corrispondenti 
valori  non  tutti  nulli  di  l,  m,  n,  soddisfacenti  al  sistema  (4),  in  cui,  al  po- 
sto di  i",  si  sia  sostituito  il  valore  trovato,  indichiamo  con  V,  w',  n'  i  valori 
coniugati  di  l,  m,  n  (valori  che  coincidono  con  l,  m,  n,  se  questi  sono  reali). 
Ora  moltiplichiamo  ordinatamente  le  (4)  per  l',  m\  n',  e  sommiamo  mem- 
bro a  membro.  Otterremo 

Olili'  -\-  a^mm'  -\-  a^^nn'  -|"  o-i^^wi'  -\-  V m)  -\-  ai^{ln'  -f-  V n) 
-\-  a.2^{mn'  -\-  m'n)  =  k{ll'  -f-  mm'  -\-  nn'), 

nella  quale  il  primo  membro  ed  il  coefficiente  di  k  sono  certamente  reali, 
perchè  tali  sono  II', . . .  ,lm'  -\-  l'm, . . .  (anche  quando  l,  m,  n  fossero  com- 
plessi). Inoltre  II',  mm' ,  nn'  sono  ^  0,  e  certo  non  tutti  e  tre  nulli, 
che  altrimenti  sarebbe  Z  rr:  m  =  w  =  0,  contro  la  ipotesi  ;  dunque  il  coef- 
iiciente  di  k  è  diverso  da  zero.  Ora  l'equazione  precedente,  risolta  rispetto 
a  A-,  dà  per  k  un  valore  reale;  è  quindi  vero  ciò  che  si  era  affermato. 
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certo -due  diametri  reali  r,  s  coniugati  e  perpendicolari  tra  loro, 
che  sono  assi  della  conica  (n°  236).  Consideriamo  ora  il  trie- 
dro reale,  trirettangolo,  prs:  esso  è  autoconiugato  rispetto  alla 
superficie  (n.°  377);  ciascuna  faccia  dunque  divide  per  metà  le 
corde  parallele  allo  spigolo  opposto,  cioè  perpendicolari  alla 
faccia  stessa  ;  ciascuna  faccia  è,  in  conseguenza,  un  piano  prin- 
cipale della  superficie.  E  si  hanno  cosi  i  tre  piani  principali, 
che  una  quadrica,  in  generale,  possiede.  Concludiamo  : 

Una  quadrica  a  centro  possiede  tre  piani  principali  reali,  i 
quali  costituiscono  un  triedro  trirettangolo,  autoconiugato  rispetto 
alla  superficie.  E  questa,  in  generale,  la  sola  terna  di  piani 
diametrali  mutuamente  coniugati  e  perpendicolari. 

Gli  spigoli  del  triedro,  cioè  i  diametri  coniugati  e  perpen- 
dicolari ai  singoli  piani  principali,  sono  assi  della  superficie 
(n.°  378)  ;  vertici  diconsi  i  punti,  ove  gli  assi  segano  la  qua- 
drica. Il  piano  tangente  alla  quadrica  in  un  vertice  è  perpen- 
dicolare al  relativo  asse.  Gli  assi  ed  i  vertici,  situati  in  un  piano 
principale,  sono  assi  e  vertici  per  la  conica  sezione  principale 
della  quadrica  con  quel  piano. 

Osservazione.  —  Il  teorema  e  le  considerazioni  precedenti 
sussistono  anche  per  i  coni  a  vertice  proprio.  Ogni  cono  sif- 
fatto possiede  tre  piani  reali  di  simmetria,  o  piani  principali, 
passanti  per  il  vertice.  I  piani  principali  di  una  quadrica  a 
centro  sono  pure  piani  principali  del  cono  asintotico. 

380.  Piani  principali  di  un  paraboloide.  —  Esaminiamo,  in 
secondo  luogo,  il  caso  dei  paraboloidi.  Riprendiamo  l'equazione 
(5)  A(k)  =  0 

del  n.°  378,  ed  osserviamo  che,  nella  ipotesi  attuale,  la  (5)  ha 
una  radice  ki  =  0,  perchè  il  termine  noto  A^^,  della  (5')  si 
annulla,  quando  la  quadrica  è  un  paraboloide  (n.°  370,  Oss.). 

Sostituiamo  ora  la  radice  ki  =  0,  al  posto  di  k,  nelle  (4) 
del  n.°  378  ;  esse  divengono 

(     0^11^  -\-  ai^ni  -j-  ann  =■  0, 

(4')  <     «21^  -\-  ai^m  -{-  a^^n  =  0, 

(     «31?  +  «32 w  -[-  a^^n  z=i  0, 

e  coesistono,  nel  nostro  caso,  per  valori  non  tutti  nulli  di  l,  m, 
n.  Calcolati  questi  valori^   formiamo   con  essi  1'  equazione  (3') 
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del  n.°  378^  la  quale  rappresenta,    secondo    la   teoria  generale, 
un  piano   principale.   Attualmente    però  la  (3'),    tenuto   conto 
delle  (4'),  diviene 

Ox  -\-  Oij  -j-  Oz  -{-  (a^l  -\-  a.^m  -\-  az^n)  =  0, 
e  rappresenta  (supposto  non  nullo  il  trinomio  tra  parentesi, 
con  che  vengono  scartati  i  cilindri,  n.°  373)  il  piano  all'infi- 
nito, come  risulta  introducendo  coordinate  omogenee.  Un  tal 
piano  si  riguarda  però  come  una  soluzione  estranea  del  pro- 
blema, e  ci  si  limita  a  considerare  i  due  piani  principali,  pro- 
venienti dalle  due  radici  non  nulle  della  (5).  Che  questi  siano 
reali,  risulta  dalla  considerazione  geometrica  seguente,  oltre  che 
dal  teorema  algebrico  menzionato  alla  fine  del  n.°  378. 

Ricordando  che  i  diametri  di  un  paraboloide  sono  tutti 
paralleli  tra  loro,  consideriamo  i  piani  perpendicolari  ad  essi, 
e  costruiamo  il  diametro  p,  che  è  coniugato  a  quei  piani  ;  esso 
sarà  un  asse,  anzi  il  solo  asse  del  paraboloide  (n.°  378).  L'  asse 
sega  il  paraboloide  in  un  punto  proprio,  detto  vertice^  ove  il 
piano  tangente  è  normal'e  all'asse,  e  nel  centro  all'infinito  della 
quadrica.  Sia  poi  n  uno  dei  piani  perpendicolari  a  2?,  e  sia  K 
la  conica  segata  da  esso  sulla  superficie,  conica  che  ha  il  centro 
nel  punto  proprio  pn  (v.  fig.  di  pag.  655).  Se  r  ed  s  sono  gli 
assi,  certo  reali,  di  A',  e  i?^,  8^^  sono  i  loro  punti  all'infinito, 
sappiamo  già  (n.''  370)  che  i  piani  polari  di  R.^^  8^^  sono 
()  =  pò',  a  ^  pr.  Questi  piani,  essendo  dunque  rispettivamente 
coniugati  e  normali  alle  rette  r,  ,s,  sono  i  piani  principali  del 
paraboloide.  Osservando  che  essi  sono  coniugati  e  perpendico- 
lari tra  loro,  concludiamo  : 

Un  paraboloide  possiede^  in  generale^  due  piani  principali 
reali,  che  sono  coniugati  e  perpendicolari  tra  loro  ;  essi  si  segano 
lungo  un  diametro^  detto  asse,  che  e  coniugato  ai  piani  perpen- 
dicolari ad  esso. 

Osservazione.  —  Le  considerazioni  precedenti  si  applicano, 
con  qualche  modificazione,  ai  cilindri.  E  chiaro  però,  diretta- 
mente, che  un  cilindro  ammette  come  piani  di  simmetria  ogni 
piano  normale  alle  generatrici,  ed  i  piani  paralleli  a  queste 
condotti  per  gli  assi  di  una  sezione  normale.  Di  questi  ultimi 
piani  ve  n'  è  uno  solo,  se  la  sezione  è  una  parabola  (cilindro 
parabolico),  ve  ne  son  due,  se  è  una  conica  a  centro  (cilindro 
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ellittico  od  iperbolico)  ;  la  retta,  in  cui  questi  due  si  segano, 
dicesi  asse  del  cilindro. 

381.  Casi  particolari  ;  quadriche  rotonde  ;  sfera.  —  Noi 

abbiamo  visto  nei  n.^  379,  380  che,  nota  una  radice  k,  dell'equa- 
zione A(k)  =  0  (ad  es.  la  radice  k,  =  0  nel  caso  dei  parabo- 
loidi), la  determinazione  dei  due  piani  principali,  corrispondenti 
alle  altre  due  radici,  è  ridotta  alla  determinazione  degli  assi  di 
una  certa  conica  K,  assi  che,  congiunti  colla  retta  p  normale 
al  piano  ji  di  K  nel  centro  della  conica,  forniscono  i  piani 
principali  nominati.  Ora  può  accadere  che  la  conica  K  sia 
un  cerchio,  nel  qual  caso  ogni  suo  diametro  è  asse.  Il  ragio- 
namento, fatto  sopra,  prova  allora  che  ogni  piano  per  p  è 
piano  principale  ;  la  quadrica  possiede  dunque  infiniti  piani 
principali,  passanti  per  un  asse  p,  e,  quando  la  quadrica  abbia 
centro,  un  ulteriore  piano  principale  perpendicolare  all'  asse. 
D'altra  parte,  ogni  piano  normale  a  p  sega  la  quadrica  lungo 
una  conica  simile  a  K  (n.°  371),  cioè  lungo  un  cerchio  che  ha 
il  centro  su  p  {n°  374).  La  quadrica  è  dunque  rotonda  ;  essa 
può  generarsi,  facendo  ruotare  intorno  a  p  (asse  di  rotazione) 
la  conica  (meridiano),  secondo  cui  la  superfìcie  è  segata  da  un 
piano  qualsiasi  condotto  per  p'.  Ritroviamo  cosi  le  quadriche 
rotonde,  di  cui  si  è  discorso  al  n."  328,  superficie  che  hanno 
evidentemente  infiniti  piani  di  simmetria. 

Se  poi,  in  un  caso  più  particolare,  la  conica  meridiana  è 
un  cerchio,  la  quadrica  sarà  una  sfera.  Ogni  piano  diametrale 
della  sfera  è  piano  principale,  o  piano  di  simmetria  ;  ogni  dia- 
metro è  asse,  coniugato  al  piano  diametrale  perpendicolare  ad 
esso.  Per  la  sfera  adunque  la  polaritcà,  che  si  genera  nella 
stella  avente  per  centro  il  centro  della  sfera,  quando  ad  ogni 
diametro  si  associ  il  piano  diametrale  coniugato  (n.''377),  è 
la  polarità  ortogonale  o  sferica  (n.°  130);  il  cono  asintotico 
della  sfera,  che  determina  quella  polarità,  è  dunque  il  cono 
delle  direzioni  assolute  uscenti  dal  centro  ;  e  la  conica  all'  infi- 
nito della  sfera,  anzi  di  ogni  sfera,  è  il  cerchio  assoluto  dello 
spazio  (cfr.  n.°  323,  Oss.).  Le  sfere  (superficie  caratterizzate  da 
una  proprietà  metrica)  rientrano  dunque  nella  famiglia  delle 
quadriche  (superficie  definite  da  caratteri  proiettivi),  come 
quadriche  costrette  a  contenere  il  cerchio  assoluto  dello  spazio. 


(5)  A  (k) 


=  0 
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Ritornando  al  problema  dei  piani  principali,  possiamo  ora 
affermare  : 

Una  quadrica  possiede  più  di  tre,  anzi  infiniti  piani  prin- 
cipali, solo  quando  essa  è  rotonda,  nel  qual  caso  sono  principali 
tutti  i  piani  passanti  per  l'asse  di  rotazione,  e,  se  la  quadrica 
ha  ceMro,  un  piano  ulteriore  perpendicolare  al  detto  asse.  Ogni 
piano  diametrale  della  quadrica  è  principale,  se  essa  è  una  sfera. 

Osservazione.  —  Si, può  chiedere  quale  particolarità  offra 
l'equazione 

a  II         k        a  12  a  13 

a  21      (('■>■>  —  k         a  23 
a  31  a  32       0,33         k 

da  cui  dipendono  i  piani  principali  di  una  quadrica,  quando 
questa  è  rotonda.  Notiamo  perciò  che  la  (5)  non  può  avere  più 
di  tre  radici;  e  che  ad  una,  ki  di  queste  corrisponde  (n.°  378) 
un  solo  piano  principale,  se  le  equazioni  (4)  (n."  378),  ove  sia 
posto  k  =  ki,  determinano  i  rapporti  l  \  m  :  n.  Perchè  si  ab- 
biano infiniti  piani  principali,  dovranno  dunque  quelle  equa- 
zioni (4),  in  corrispondenza  a  un  particolar  valore  di  k,  lasciare 
indeterminati  i  rapporti  /  :  m  :  n  ;  ciò  accade,  se  due  delle  (4) 
diventano  conseguenze  della  rimanente,  ossia  se  esiste  un  va- 
lore ki  di  k,  che  annulli  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del 
determinante  (5).  In  tal  caso  si  dimostra  che  k],  è  radice  dop- 
pia dell'equazione  (5);  e,  viceversa,  una  radice  doppia  gode 
quella  proprietà  (').  Un  caso  di  maggiore  indeterminazione   si 


(})  Indicando  bi'evemente  con  A  il  determinante  (5),  con  òn  un  suo 
elemento,  e  con  Ah  il  relativo  complemento  algebrico,  si  osservi  che  l'e- 
quazione cubica  in  /f,  /l  :=  0,  dà,  derivata  rispetto  a  A",  l'equazione  qua- 
dratica /Iji  -|~  ^-i-i  -{-  ^33  =  0-  Ora,  se  un  valore  A-^  di  A-  annulla  il  determi- 
nante A  e  tutti  i  minori  Aìì,  certo  A-j  è  radice  doppia  dell'equazione  J  =:  0, 
perchè  ne  annulla  il  primo  membro  e  la  funzione  derivata. 

Si  supponga  ora,  inversamente,  che  un  valore  A"j  di  A"  sia  ra- 
dice doppia  dell'  equazione  4=0,  e  quindi  semplice  dell'  equazione 
A  u  -\r  A  22  -\-  A  ^i  z=i  0.  Indicando  con  ilm  una  permutazione  dei  numeri 
1,  2,  3,  e  tenendo  conto  dell'identità  A  a  Ah  —  A^n  =  SmmA^  la  quale, 
per  A-  =  A'i,  diviene  A  a  An  =^  ■^^/,  possiaaio  affermare  che  A'i  rende 

(zl„  +  A22  +  A,s)Au  =  A\i  +  Ah,  +  A%i  z=  0, 
e  quindi    (trattandosi   di   quantità  reali)  Aii  =  0,  zl2(  =  0,  /l,,  =:  0,  per 
i  =  1,  2,  3.  Sicché  A"  j  annulla  tutti  i  minori  del  secondo  ordine  di  A. 


k 
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presenta,  se  una  radice  ki  della  (5)  annulla  tutti  gli  elementi 
del  determinante  (5),  e  rende  quindi  identicamente  verificate 
le  (4)  ;  allora  infatti  ogni  piano  diametrale  è  principale.  D' al- 
tra parte,  affinchè  ciò  accada,  occorre  e  basta  che  siano  veri- 
ficate le  condizioni 

ttii     :=     (222     =^     *33  )  ^12     =^     ^13     ^=^     fi^23     =^     0, 

le  quali  esprimono  che  la  superficie  è  una  sfera  (n.''  323)  ;  in  tal 
caso  ki  =  au  è  radice  tripla  della  (5).  Viceversa,  si  dimostra  che, 
se  la  (5)  ha  una  radice  tripla,  son  verificate  le  ultime  condizioni, 
e  la  quadrica  è  una  sfera  C).  In  conclusione  : 

Se  r  equazione  i(k)  =  0  ammette  una  radice,  che  annulli 
tutti  i  minori  del  secondo  ordine  del  determinante  A  (k)  (ossia, 
se  ha  una  radice  doppia),  la  quadrica  è  rotonda;  se  ammette 
una  radice,  che  annulli  tutti  gli  elementi  del  determinante  (ossia, 
se  ha  una  radice  tripla),  la  quadrica  è  una  sfera;  e  viceversa. 

382.  I  piani  principali  di  una  quadrica  in  relazione  col 
cerchio  assoluto.  —  La  ricerca  analitica  dei  piani  principali 
di  una  quadrica  (n.°  378)  vien  messa  in  luce  più  viva,  me- 
diante le  considerazioni  geometriche  seguenti. 

Si  considerino  insieme  la  conica  all'  infinito  jH"»,  della  qua- 
drica, ed  il  cerchio  assoluto  £2^;  queste  due  coniche  si  segano 
in  quattro  punti  immaginari,  i  quali  (provenendo  dalla  risolu- 
zione di  due  equazioni  a  coeffi centi  reali)  si  distribuiscono  in 
due  coppie  (M,  if' ),  (N',  N')  di  punti  immaginari  coniu- 
gati. I  punti  stessi  determinano  un  quadrangolo  completo,  in 
cui  una  coppia  di  lati  opposti  si  compone  di  rette  reali 
(MM',  NN')  (n.°  121),  e  le  altre  due  coppie  si  compongono, 
ciascuna,  di  rette  immaginarie  coniugate  (come  ad  qs.MN',  MN'). 
E  dunque  reale  (n.°  121)  il  triangolo   diagonale  PR8  del  qua- 


(})  Infatti,  se  /tj  è  radice  tripla  dell'equazione  4  =  0,  essa  verifica 
l'equazione  prima  derivata,  ed  annulla  quindi  (in  virtù  della  nota  prece- 
dente) tutti  i  minori  Au;  essa  verifica  inoltre  1' equazione  seconda  derivata 
^11  +  ^M  +  ^33  =  0.  Moltiplicando  i  due  membri  di  questa  per  da ,  e  ricor- 
dando che  òii  S,,  —  (5%,  =  A,„„,  ,  ossia  =  0,  per  k  =  A'i,  si  vede  die  iti 
rende 

(^n  +  ^22  +  àz3)^ii  =  ^'li    +  àSi   -f  <5^3^    =  0, 
e  quindi    ^i,  =  0,  Sa  =  0,  ^3,  =  0,  per  i  =  1,  2,  3. 


I 
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drangolo  ;  ed  è  autopolare  rispetto  alle  due  coniche  H^^  Q^, 
(n.°  228).  Ne  viene  che  il  piano  polare  di  P,  rispetto  alla  qua- 
drica,  cioè  il  piano  diametrale  coniugato  alla  direzione  di  P, 
passa  per  R8^  ed  è  normale  alla  detta  direzione  (n."  190). 
Quel  piano  è  dunque  piano  principale  della  quadrica.  Risulta 
cosi  nuovamente  che  una  quadrica  ha  tre  piani  principali  reali, 
che  sono  i  piani  polari  di  P,  P,  >S';  se  la  quadrica  ha  centro, 
essi  si  ottengono  proiettando  dal  centro  i  lati  del  triangolo 
PR8\  se  la  quadrica  è  un  paraboloide,  nel  qual  caso  Hj^  dege- 
nera in  due  rette  (lati  opposti  del  quadrangolo  nominato),  secan- 
tisi  in  un  vertice  P  del  triangolo  diagonale,  il  piano  principale, 
che  è  polare  di  P,  coincide  col  piano  all'infinito,  e  restano  due 
piani  principali  propri,  passanti  per  PR,  PS,  rispettivamente. 

Può  darsi  che  le  quattro  intersezioni  M,  il/',  N,  N'  delle 
coniche  -H"ccj  ^  x  non  siano  tutte  distinte;  non  può  però  M 
coincidere  col  punto  immaginario  coniugato  M  ',  se  non  in 
un  punto  reale,  mentre  i2 j.  non  ha  punti  reali;  dovrà  dun- 
que M  coincidere,  ad  es.,  con  ÌV,  e,  in  conseguenza,  3£'  an- 
drà a  coincidere  con  N':  le  due  coniche  allora  si  toccano  in 
due  punti  immaginari  coniugati  ilf  =  iV,  il/'  =  N'.  Le  tan- 
genti (immaginarie  coniugate)  in  questi  punti  si  segheranno 
in  un  punto  reale  P.  Ora,  questa  volta,  il  punto  P  con  una 
qualsiasi  delle  infinite  coppie  di  punti  P,  S,  dividenti  armonica- 
mente MM',  dà  un  triangolo  autopolare  rispetto  alle  due  coni- 
che. Esistono  dunque  infiniti  triangoli  siffatti,  col  vertice  P  ;  e 
la  nostra  quadrica  possiede  infiniti  piani  principali,  di  cui  tutti, 
tranne  uno,  passano  per  P;  la  quadrica,  in  breve,  è  rotonda  in- 
torno ad  un  asse  passante  per  P.  Osservando  che  questi  ragiona- 
menti sono  invertibili,  si  giunge  al  notevole  risultato:  condizione 
necessaria  e  sufficiente,  perchè  una  quadrica  sia  rotonda,  è  che 
In  sua  conica  aWinfinito  tocchi  in  due  punti  il  cercliìo  assoluto. 

Se  poi  -Hgr  ed  Q^  coincidono,  si  ha  il  caso  della  sfera. 

Volendo  porre  sotto  forma  analitica  questo  considerazioni, 
si  osservi  che  (ove  si  rappresenti  la  quadrica  colla  solita  equa- 
zione «na?*  -f-  •  •  •  :^=  0)  le  coniche  Hj,  ed  Qj:  hanno,  sul  piano 
all'infinito  f  =  0,  le  equazioni  (n.'  370;  323,  Oss.). 
aux""  -f  «22^/^  H-  «^332^'  +  ^auxy  -j-  la^^xz  -j-  2a.nyz  =  0, 
x'  -^  y'  -\-  z'-  =  0. 
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Per  determinare  il  triangolo  autopolare  comune  alle  due 
coniche,  conviene  (n.''  228)  determinare  le  coniche  degeneri  del 
fascio  (iTac,  i2oo)  : 

(ttn  —  k)  x^  +  (a,.  —  k)}/-  ^  («33  —  k)  z^ 
+  'i^dyixy  -f-  2^,3370  -f-  2a.^yz  =z  0. 
Occorre  dunque    annullare  il    discriminante    dell'  ultima    equa- 
zione, e  con  ciò  si  ottiene  precisamente  la  A(k)  =   0,    di   cui 
ora  apparisce  il  significato  geometrico. 

Se  poi  le  due  coniche  H^,  S2rj:  si  toccano  in  due  punti,  la 
retta  che  li  congiunge,  contata  due  volte,  fornisce  una  conica 
degenere  del  fascio  precedente  ;  deve  esister  dunque  un  valore 
di  k,  che  annulli  non  solo  il  discriminante,  ma  pure  tutti  i 
minori  del  secondo  ordine  (n.°  211).  E  così  si  ritrovano  lo 
condizioni  analitiche,  perchè  una  quadrica  sia  rotonda. 

I  piani  principali  di  una  quadrica,  di  cui  si  serve  già  Eulero  (1748j 
pei-  semplificare  l'equazione  della  superficie,  furono  definiti,  nel  modo  qui 
adottato  (n."  378),  da  Binet  (1809).  L'equazione  à{k)  =  0,  da  cui  essi  di- 
pendono, appare  sotto  forma  sviluppata  in  una  Nota  di  Hachette  e  Petit 
(1812),  e  sotto  forma  di  determinante  in  Caucht  (1829).  Le  considerazioni 
dell'ultimo  n."  sono  dovute  a  Poncelet  (1822),  nel  caso  di  una  quadrica 
generale  ;  ma  l' osservazione,  che  una  quadrica  rotonda  è  bitangente  al 
cerchio  assoluto,  fu  fatta  da  Staudt  (1856). 

Esercizi  I   —   1)  Determinare  i  centri  delle  quadriche  seguenti  : 

2x^  -f  2^2  ^  ^2    _i^  2xy  -  Qx    —  Gy      -f  1  =  0, 
2x^  +  37/2  _|_  4^2  _|_  6^^  _j_  3^,^  _^  4y^  _  2x  —  hy  =  0, 
2xy  —  xz    -i-  yz    —  2x    -\-  2y    —  3z      —2  =  0, 
a;2  ^  2?/2  4-  3^2  -\-  2xz  -~-  Ayz  +  2a;     —2y  -  2z  =  0, 
^-  +  y~     +  2a;.y  —  2x    -\-  2y     —  2z  =  Q. 
Per  quelle,  tra  queste  quadriche,  che  hanno  centro  proprio,  si  determini  il 
cono  asintotico  ;  per  le  altre  si  diano  le  equazioni  delle  rette  all'  infinito. 

II  —  2)  Data  una  quadrica  ed  un  punto  P,  che  non  vi  appartenga, 
si  possono  costruire  infinite  corde  della  superficie  aventi  in  P  il  punto 
medio  ;  esse  appartengono  tutte  ad  un  piano,  che  sega  la  quadrica  lungo 
una  conica  avente  il  centro  F.  Ma,  se  per  P  passano  tre  corde  non  situate 
in  un  piano,  ed  aventi  ivi  il  punto  medio,  P  è  punto  medio  di  ogni  corda 
condotta  per  esso,  ed  è  il  centro  della  quadrica. 

3)  Rispetto  ad  una  quadrica  a^^x^  -\-  ...  =  0,  ogni  direzione  (Z,  m, 
n)  ha  come  coniugato  un  determinato  piano  diametrale.  Quali  sono  le  con- 
dizioni, perchè  i  piani  diametrali,  coniugati  alle  direzioni 

(/,  w,  n),     {li,  mi,  ni),     {l^,  m^,  n.2), 
siano  coniugati  tra  loro  a  due  a  due? 
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4)  Date  le  equazioni  di  una  quadrica  e  di  un  piano,  si  scrivano  le 
equazioni  del  diametro  coniugato  con  quel  piano. 

5)  Il  piano  suddetto  sega  la  quadrica  lungo  una  conica  ;  si  cerchino 
le  coordinate  del  centro  di  questa,  e  si  esamini  se  la  curva  sia  una  ellisse, 
una  parabola,  od  una  iperbole.  (Si  può  sostituire  a  quella  curva  la  stia 
proiezione  sul  piano  xìj.  parallelamente  a  z). 

6^  Il  luogo  dei  punti  medi  delle  corde  di  una  quadrica  Q,  uscenti  da 
un  punto  fisso  arbitrario  P,  è  una  quadrica  Q',  la  quale  passa  per  il  centro 
C  di  Q,  per  il  punto  P,  e  sega  Q  lungo  la  conica  ali"  infinito,  e  lungo  il 
contorno  apparente  di  Q  rispetto  al  punto  P.  La  quadrica  Q'  è  anche  il 
luogo  dei  centri  delle  coniche  di  Q,  i  cui  piani  passano  per  P. 

7)  vSe  il  punto  P  dell'  es.  precedente  varia  descrivendo  una  retta  p. 
la  quadrica  Q'  varia  descrivendo  un  fascio,  la  cui  curva  base  si  compone 
della  conica  all'infinito  di  Q  e  di  una  seconda  conica,  che  giace  nel  piano 
diametrale  coniugato  con  p,  passa  per  il  centro  C  e  per  i  punti  di  contatto 
dei  piani  tangenti  condotti  per  />,  e  sega  in  un  punto  la  retta  p  e  in  due 
punti  la  conica  all'  infinito  di  Q.  Segue  che  il  luogo  dei  centri  delle  coni 
che,  segate  sopra  una  quadrica  dai  piani  di  un  fascio,  è  una  conica  giacente 
nel  piano  coniugato  coli'  asse  del  fascio,  ecc. 

Ili  —  8)  In  un  fascio  di  quadriche  vi  sono,  generalmente,  tre  para- 
boloidi, tra  cui  uno  almeno  è  iperbolico  ;  i  centri  di  quelli  sono  proiettati 
dal  centro  di  ciascuna  quadrica  del  fascio  mediante  una  terna  di  diametii 
coniugati. 

9)  Se  tra  le  quadriche  di  un  fascio  vi  è  una  sfera,  gli  assi  di  quelle 
hanno  direzioni  costanti  ;  i  relativi  punti  ali"  infinito  sono  centri  dei  tre 
paraboloidi  appartenenti  al  fascio.  Sopra  un  piano  le  quadriche  segano  co- 
niche, i  cui  assi  hanno  direzioni  costanti  (n.°  238,  es.  18)). 

10)  Nel  fascio,  determinato  da  una  quadrica  rotonda  con  una  sfera, 
ogni  quadrica  è  rotonda  :  e  gli  assi  di  rotazione  sono  tutti  paralleli,  e  stanm  > 
in  uno  stesso  piano.  Al  fascio  appartengono  tre  coni  rotondi,  ed  un  cilindro 
parabolico,  che  tocca  il  piano  all'influito  lungo  la  retta  impropria  comune 
ai  piani  dei  paralleli.  Viceversa,  un  cilindro  parabolico  ed  una  sfera  deter- 
minano iin  fascio  composto  di  quadriche  rotonde. 

11)  Si  può  sempre  costruire  una  sfera,  che  tocchi  una  quadrica  ro- 
tonda lungo  un  parallelo  assegnato.  Viceversa,  se  una  quadrica  è  toccata 
lungo  una  conica  da  una  sfera,  la  quadrica  è  rotonda,  quella  conica  è  un 
parallelo,   ed   il   centro  della  sfera   sta   sull'  asse  di  rotazione  (cfr.  n."  238, 

es.  21)  ).  Segue  che  1'  equazione  di  ogni  quadrica  rotonda,  avente  per  asse 

I        ii-''  —  "  y  —  ''  ^  —  '-^  '         •        .      i<ii> 

la  retta  — , —  = = ,  può  scriversi  sotto  la  forma 

{x  —  a)2  +  (,/  —  6)2  +  (^  -  c)2  =  /IP2  -f-  2.«P  -f  V, 

dove  À,  fi,  V   sono  tre  parametri,  e   P  indica  il  trinomio   Ix  -\-  my  -[-  nz 
(cfr.  n.°  329,  es.  16)). 

12)  I  centri  delle  quadriche  di  una  schiera  si  trovano  sopra  una  retta, 
che  passa  per  il  centro  improprio  del  paraboloide  appartenente  alla  schiera, 
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e  per  i  centri  delle  quattro  coniche,  inviluppi  di  piani,    che   appartengono 
alla  schiera. 

13)  In  particolare:  a)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriche,  che  toccano 
un  dato  cono  lungo  una  conica  fissa,  è  la  retta  congiungente  il  vertice  del 
cono  col  centro  della  conica,  h)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriche,  che 
passano  per  gli  spigoli  di  un  quadrilatero  semplice  sghembo  ABCD,  èia 
retta  che  congiunge  i  punti  medi  delle  dvie  diagonali  AC,  BD.  Segue  che 
ogni  segmento,  avente  gli  estremi  sulla  coppia  di  spigoli  opposti  AB,  CD 
(oppure  BC,  AD)  e  secante  quella  retta,  ha  ivi  il  suo  punto  medio. 

14)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriche  di  un  fascio  è,  in  generale,  una 
curva  sghemba  (del  terzo  ordine).  Ma,  per  fasci  particolari,  il  luogo  può  ri- 
dursi ad  una  conica  o  ad  una  retta.  L'  ultimo  caso  si  presenta  nei  fasci- 
schiere  considerati  nelF  es.  precedente.  Porteremo  ora  qualche  esempio  di 
fasci,  per  cui  ha  luogo  il  secondo  caso. 

Se  ad  un  fascio  di  quadriche  appartiene  un  cilindro,  il  vertice  di  esso 
ha  lo  stesso  piano  polare  rispetto  a  tutte  le  quadriche  del  fascio  ;  questo 
piano,  che  è  un  piano  diametrale  comune,  contiene  i  centri  delle  dette 
quadriche,  i  quali  formano  la  conica  dei  nove  punti  (n."  238,  es.  14))  del  fascio 
di  coniche,  segato  su  qiiel  piano  dalle  quadriche.  Ad  es.,  nel  fascio  di  qua- 
driche rotonde,  considerato  nell'  es.  10),  il  luogo  dei  centri  è  una  iperbole 
equilatera  (n.°  238,  es.  17)  ). 

15)  Il  luogo  dei  centri  delle  quadriche,  che  passano  per  due  coniche 
aventi  due  punti  M,  iV  comuni,  è  una  conica  situata  nel  piano  polare  del 
punto  all'  infinito  della  retta  MN,  rispetto  ad  ogni  quadrica  del  fascio  ;  ed 
è  precisamente  la  conica  dei  nove  punti  del  fascio  di  coniche  segato  su 
quel  piano.  Se  le  due  coniche  primitive  sono  cerchi,  il  luogo  dei  centri 
delle  quadri(jhe  è  una  iperbole  equilatera. 


Capitolo  IV. 
Equaziinì  ridotte  delle  quadriche. 

383.  Quadriche  riferite  a  particolari  sistemi  cartesiani.  — 

L'equazione  cartesiana  di  una  quadrica 

(1)  ttuX-  +  •  •  •  H~  ^o,i2xy  -}-•••-]-  2aiiX  -j-  •  •  •  +  «44  =  0 

si  semplifica  notevolmente^,  se  gli  assi  coordinati  hanno  partico- 
lari relazioni  colla  superficie  (cfr.  n.°  239).  Discuteremo  qui  i  casi 
più  interessanti,  tenendo  presenti  le  equazioni  dei  tre  piani  dia- 
metrali della  (1),  coniugati  cogli  assi  x,  y,  0,  rispettivamente  : 

ttnX  -\-  a,._y  -{-  a,^z  -\-  a^  =:  0, 

(2)  {     a,iX  -j-  a^,y  +  ^^^^  +  «24  ==  0, 
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a)  Supposto  anzitutto  che  si  tratti  di  una  quadrìca  a  cen- 
tro, e  che  r  origine  delle  coordinate  cada  nel  centro,  si  osser- 
verà che  i  piani  diametrali  (2)  devono  passare  per  l'origine, 
donde  le  condizioni 

V  equazione  di  una  quadrìca  a  centro  manca  dei  termini  a  primo 
grado,  se  V  origine  delle  coordinate  cade  nel  eentro  ;  e  viceversa. 

b)  Supposto  inoltre  che  i  tre  piani  coordinati  costituiscano 
una  terna  di  piani  diametrali  coniugati  (n.**  377),  i  tre  piani 
diametrali  (2)  devono  coincidere  ordinatamente  coi  piani  coor- 
dinati yz,  zx,  xy,  donde  le  condizioni 

^n    =    «13    =    «28    =    0, 

da  aggiungersi  alle  tre  precedenti.  L'equazione  (1)  della  su- 
perficie si  riduce,  in  conseguenza,  alla  forma  normale,  o  ca- 
nonica, 

(6)  anX-  +  «22^'  +  «33^'  +  ^w  ==  '^• 

L^ equazione  di  una  quadrìca  a  centro,  riferita  ad  una  terna 
di  piani  diametrali  coniugati,  contiene  solo  i  quadrati  delle  co- 
ordinate e  il  termine  noto  ;  e  viceversa  ('). 

Al  tipo  (6)  si  riduce,  in  particolare,  V  equazione  di  una  qua- 
drica  a  centro  riferita  ai  tre  piani  principali  :  si  ha  allora  il 
vantaggio  che  il  sistema  delle  coordinate  è  ortogonale. 

e)  Per  ottenere  un  sistema  di  riferimento,  che  si  applichi 
anche  ai  paraboloidi,  scegliamo  come  origine  0  un  punto  della 
quadrica,  come  piano  xy  il  piano  tangente  in  0,  come  piani 
xz,  yz  due  piani  diametrali  coniugati  passanti  per  0,  e,  in 
conseguenza,  come  asse  z  il  diametro  passante  per  0,  il  quale 
è  coniugato  a  quel  piano  tangente. 

Allora  i  punti  all'infinito  degli  assi  x,  y  hanno,  come  piani 
polari,  rispettivamente  i  piani  yz,   xz;    dunque   le   due   prime 


(^)  Adoperando  le  coordinate  proiettive  omogenee,  si  dimostra  (cfr.  n.''207) 
che  l' equazione  di  una  quadrica  si  riduce  a  contener  solo  i  quadrati  delle 
quattro  coordinate,  quando  il  tetraedro  fondamentale  sia  autopolare  rispetto 
alla  superficie.  Nel  caso  del  testo,  il  detto  tetraedro  si  compone  dei  tre 
piani  diametrali  mutuamente  coniugati  e  del  piano  all'infinito. 
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equazioni  (2)  rappresentano  i  piani  ic  =  0,  y  =:  0,  ordinata- 
mente ;    donde  le  condizioni: 

a  lì     et  13     6^23     0/n     ^24     ^^     0) 

alle  quali  va  aggiunta  l'altra 

a^  =  0, 
esprimente  che  l'origine  sta  sulla    superficie.    L'equazione   (1) 
di  questa  si  riduce,  in  conseguenza,  al  tipo 

anX''     -\-     «22?/"     -f     «332"     +     2^340    =     0. 

Se  poi  si  fa  la  ipotesi  che  la  quadrica  sia  un  paraboloide, 
nel  qual  caso  1'  asse  z  (diametro)  sega  la  superficie  nell'  origine 
ed  in  un  punto  improprio,  si  trova  inoltre  a 33  =  0,  e  si 
conclude  : 

L'equazione  di  un  paraboloide,  riferito  a  due  piani  diame- 
trali coniugati  (xz,  yz),  ed  al  piano  (xy)  tangente  nelVestremo 
proprio  del  diametro  z,  assume  la  forma 
(e)  anx''  -f"  ^^222/^  +  2^340  =  0. 

Alla  stessa  forma  si  riduce,  in  particolare,  V  equazione  di  un 
paraboloide  riferito  ai  due  piani  principali  (xz,  yz)  ed  al  piano 
(xy)  tangente  nel  vertice  ;  si  ha  allora  il  vantaggio  che  il  sistema 
di  cordinate  è  ortogonale. 

384.  Discussione  dell'  equazione  normale  di  una  quadrica 
a  centro.  —  Abbiamo  visto  che  ogni  quadrica  a  centro  può 
rappresentarsi,  in  coordinate  cartesiane  ortogonali,  mediante  una 
equazione  (normale)  del  tipo 

(1)  a^iX^  -j-  «22/7"  +  «332^'  +  «44  =  0; 

basta  a  tal  fine  riferire  la  superficie  ai  tre  piani  principali  ('). 
Le  varie  forme  delle  quadriche  a  centro  dipendono  dai  segni, 
che  possono  ricevere  i  quattro  coefficienti  della  (1),  0  meglio, 
i  loro  mutui  rapporti. 

Osserviamo  prima  però,  che  alcuni  coefficienti  della  (1) 
possono  anche  esser  nulli  ;  in  corrispondenza,  la  quadrica  ri- 
sulta degenere.  Così,  se  a^^  =^  0,  si  ha  F  equazione 

(1')  a^iX'    -|-     «222/'    +     «33^'    =    0, 


(')  Se  la  superfìcie  possedesse  infiniti  piani  principali,  si  assumerebbe, 
come  coordinati,  tre  di  quei  piani  mutuamente  perpendicolari. 
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rappresentante  un  cono  col  vertice  nelF  origine  (n.°  358),  rife- 
rito ai  tre  piani  principali.  Il  cono  ha  tutti  i  punti  immagi- 
nari, fuori  del  vertice  {coìio  immaginario^^  se  «n,  «22,  «^33  hanno 
lo  stesso  segno,  giacché  non  si  può  allora  soddisfare  la  (1') 
con  valori  reali,  diversi  da  zero,  di  re,  y,  z.  Il  cono  (!')  ha 
invece  infiniti  punti  reali  {cono  realé)^  se  uno  dei  coefficienti 
della  (1')  ha  segno  opposto  agli  altri  due.  Notiamo  inoltre  che, 
se  due  coefficienti  della  (!')  sono  uguali,  ad  es.  se  «n  =  a.^^, 
il  cono  è  rotondo  intorno  ad  un  asse  coordinato,  che,  nel  caso 
presente,  è  quello  delle  0,  giacche  ogni  piano  z  =z  k^  perpen- 
dicolare a  questo  asse,  sega  il  cono  (!')  lungo  il  cerchio 
«ii("C'  +  y')  "T  «^as^*"  =  0,  che  ha  il  centro  sopra  Tasse  stesso. 
Se  fosse  invece,  nella  (1),  «33  =  0,  si  avrebbe  il  cilindro 

(1")  a^x'  +  a^^y-  -|-  a,,  ==  0 

colle  generatrici  parallele  all'asse  z^  cilindro  ellittico  od  iperbolico^ 
secondo  che  la  (1"),  nel  piano  xy^  rappresenta  una  ellisse  od 
una  iperbole,  secondo  che  dunque  «u  ed  a.»  hanno  segni  uguali 
od  opposti.  In  particolare,  se  a^  =  a,.,  si  ha  un  cilindro 
rotondo. 

Sarebbe  facile  similmente  esaminare  gli  ulteriori  casi  di 
degenerazione,  che  si  presentano,  se  due  o  tre  coefficienti  della 

(1)  si  annullano;  ma  questa  ricerca  può  essere  lasciata  al 
lettore. 

Supposto  ora  che  tutti  i  coefficienti  della  (1)  siano  diversi 
da  zero,  la  (1),  mediante  divisione  dei  due  membri  per  —  au , 
assume  la  forma 

(2)  mx^  -j-  7iy^  -}-  pz'~  =  1, 

dove  m,  n,  p  sono  tre  quantità  reali,    non  nulle.    Riguardo  ai 
loro  segni,    si  possono  fare  le  seguenti   ipotesi,  essenzialmente 
distinte  tra  loro,  alle  quali  ogni  altra  può  ridursi,  scambiando 
opportunemente  i  nomi  degli  assi  coordinati  : 
m  n  p 

I.  ~f"         +         ~f"         Ellissoide  reale, 

II-  —         —         —         Ellissoide  immaginario, 

ni.         -h         -{-         —         Iperboloide  ad  una  falda, 
rV.         -j-         —         —         Iperboloide  a  due  falde. 
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I  nomi  delle  superficie,  ora  scritti,  vengono  giustificati  dalla 

discussione  che  segue. 

385.  Ellissoide.  —  I)  Se,  nella  (2),  si  suppongono  m  >  0, 
n  >»  0,  2>  >  0,  la  superficie  sega  1'  asse  x  in  due  punti  reali 
A^  A',  di  coordinate 

X  =  dz  \/ =1   db  a, 

f       m 

V  asse  y  in  due  punti  reali  B,  B\  di  coordinate 

e  r  asse  z  in  due  punti  reali  C,  C",  di  coordinate 

dove  a,  6,  e  sono  i  valori  assoluti  dei  radicali.  I  sei  punti 
A,  J.',  B^  B'j  C,  C  sono  i  vertici  della  superfìcie,  ed  a,  ò,  e 
sono  le  lunghezze  dei  semiassi.  Esprimendo  w,  m,  p  in  funzione 
di  a,  ò,  e,  e  sostituendo  nella  (2),  la  equazione  della  nostra  su- 
perficie diviene  : 

(I)  ^  +  -fr  +  ^,  =  1- 

Da  questa  è  facile  dedurre  la  forma  della  superfìcie. 
Osserviamo   infatti   che  il  piano  xy{z  =  0)  sega  la  qua- 
drica  lungo  la  conica 

^  4_  _lt  —  1 

^2   -r    j2   —  "-> 

che  è  una  ellisse  ABA'B'  di  semiassi  OA  =  <z,  OB  =  6.  Un 
piano  parallelo,  z  ^  k^  sega  la  quadrica  lungo  1'  ellisse 

x"^      X      y^    ^^ 

-^   -h   -jF  —   1  —   ~2~' 


ossia 


+ y"- :=  1 

I  /  7,2  \      ^1 


t^-a         K^-") 


i  cui  semiassi  valgono 


e  e 
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mentre  k  cresce  in  valore  assoluto  da  0  a  e,  i  semiassi  vanno 
diminuendo,  e  precisamente,  per  A:  =  ±  e,  l'ellisse  si  riduce 
ad  una  coppia  di  rette  immaginai-ie,  ed  il  corrispondente  piano 
è  tangente  (in  C,  o  C)  alla  superfìcie.  Se  poi  k,  in  valore  as- 
soluto, supera  e,  l'ellisse  sezione  è  immaginaria.  Si  conclude 
che  la  quadrica  non  ha  punti  reali  fuori  dello  strato,  compreso 


tra  i  piani  condotti  per  C  e  C  parallelamente  al  piano  xy. 
Risultati  analoghi  si  ottengono,  considerando,  in  luogo  del 
piano  xy,  ciascuno  degli  altri  due  piani  coordinati  ;  alla  fine 
si  vede  che  tutta  la  quadrica  è  contenuta  entro  un  parallele- 
pipedo, di  cui  AA\  BB\  ce  sono  linee  mediane.  La  qua- 
drica, non  avendo  punti  reali  all'infinito,  è  effettivamente  un 
ellissoide  (reale)  (n.°  370).  Ogni  punto  dell'ellissoide  è  ellittico 
(n.°  361),  giacche  tale  è  il  punto  C,  o  C",  come  ora  si  è  visto. 
Casi  particolari  si  ottengono,  supponendo  due,  o  tre,  se- 
miassi uguali  tra  loro.  Se  a  =  6,  il  piano  0  =  0  ed  i  suoi 
paralleli  segano  l' ellissoide  lungo  cerchi  ;  quindi  l' ellissoide, 
la  cui  equazione  assume  la  forma 

^^  +  y^   I   f!  _  1 

a'         ~^   e'  ~     ' 
è  rotondo  intorno  all'  asse  z  (n.°  328). 
Se  a  =  6  =  e,  1'  equazione  diviene 

x'  4-  y"  +  ^"  =  «^ 

e  rappresenta  una  sfera  di  raggio  a. 

4S 
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II).  Passiamo  alla  ipotesi  m  <;  0,     n  <   0,  ^^  <;  0.    Non 
esistono  allora  valori  reali  di  x,  y^  z  soddisfacenti  la  (2)  ;  per- 
ciò diremo  che  essa  rappresenta  un  ellissoide  immaginario. 

386.  Iperboloide  ad  una  falda.  —  III)  Discutiamo  ora  la 
ipotesi  III  :  W2  >  0,  *i  >  0,  _p  <!  0.  La  superficie  (2)  sega 
ancora  l'asse  x  in  due  punti  reali  A,  A\  a  distanza  db  ]/-—  da 
0,  e  l'asse  y  in  due  punti  reali  B^  B\  a  distanza  ±  1/ --  da  0.  Ma 
poiché  |/-i-  è  immaginario,  l' asse  z  non  sega  la  quadrica  in 
punti  reali. 

Posto 


a  =  1/ , 

r      m 

l'equazione  (2)  diventa 


]/!'  ^  =  1/4' 


(III) 


+ 


=  1. 


Il  piano  z  :=  0  sega  la 
quadrica  lungo  la  ellisse 
{ABA'B'    della  figura) 


+ 


r  _ 


1, 


di  semiassi  a,  6,  che  dicesi  el- 
lisse di  gola  dell'iperboloide, 
perchè  si  riconosce  esser  la 
più  piccola  ellisse  tracciata 
sulla  superficie.  Il  piano 
z  =  J{  sega  la  superficie 
lungo   la  ellisse    (MPM'P') 


1  A-  -^ 


1  CUI  semiassi 


e 


+  k' ,    —Ve'  4-  i' 


vanno    crescendo,  mentre   k  cresce   in  valore   assoluto,   vale  a 
dire,  mentre  il  piano  0  =  A;  si  allontana  dal  piano  0  =  0. 
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Il  piano  y  ■=:  0  iavece  sega  la    quadrica    lungo    la    iper- 
bole {MANM'A'N') 


1^  ~  ~^  ~^' 


di  cui  l'asse  trasverso  AA!  h  situato  lungo  la  retta  x,  mentre 
su  z  sta  r  asse  non  trasverso.  Anche  il  piano  parallelo  ;//  =:  ìi 
sega  la  quadrica  lungo  una  iperbole  di  equazione 

^'    _  fi  —  1    _  ^ 


ossia 


la  quale  iperbole  ha  Tasse  trasverso  parallelo  ad  a:,  finche 
I  A;  I  <C  6,  mentre  l'asse  trasverso  diventa  parallelo  a  z,  se 
I  A:  I  >  ò.  Nel  caso  intermedio,  A;  =  ±  6,  l'equazione  dell'  iper- 
bole si  riduce  a 

~^-  _    il  =  0 
a  e 

e  quindi  la  curva  si  spezza  nelle  due  rette  reali 

-  +     ^    =  0,         -^-   -    -^    =  0 
a  e  a  e 

del  piano  y  =:  it  ò  ;  il  detto  piano  è  tangente  alla  quadrica 
(in  B  o  B'),  e  il. punto  di  contatto  è  iperbolico;  quindi 
(n.°  363)  la  quadrica,  che  stiamo  esaminando,  è  rigata. 

Le  ultime  considerazioni  andrebbero  ripetute,  senza  sostan- 
ziali differenze,  quando  si  esaminasse  il  modo  di  comportarsi 
della  quadrica  rispetto  al  piano  jc  :=  0  ed  ai  suoi  paralleli. 

Da  ciò  che  si  è  detto,  segue  che  la  quadrica  si  compone 
di  una  sola  falda,  che  si  estende  all'  infinito  dall'  una  e  dal- 
l' altra  banda  del  piano  0  =  0  ;  la  superficie  (IH)  dicesi  iper^ 
holoide  ad  una  falda,  o  iperboloide  rigato.  Esso  ha  due  assi  tra- 
sversi A  A',  BB',  di  lunghezze  2  a,  26,  e  quattro  vertici  reali 
A,  A',  B,  B';  si  suol  dire  talora  che,  sopra  z,  giace  un  asse 
non  trasverso  di  lunghezza  2c,  i  cui  estremi  sarebbero  i  punti 
(0,  0,  rlz  e),  non  appartenenti  però  alla  quadrica. 
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Che  r  iperboloide  ad  una  falda  (III)  contenga  infinite 
rette  reali,  si  può  anche  dimostrare  direttamente,  senza  ricorrere 
alle  proprietà  generali  delle  quadriche  rigate.  Si  osservi  infatti 
che  la  equazione  (III)  può  scriversi  sotto  la  forma  : 

x^ ^  _  1       y^ 

ossia 

essa  quindi  è  soddisfatta,  ogni  qual  volta  sussistano  insieme  le 
due  equazioni 


+  T  =  ^Kf).       f--T  =  T(^-f). 


dove  X  è  un  parametro  arbitrario.  Ora  queste  rappresentano 
una  retta;  ogni  punto  di  essa  sta  dunque  sull'iperboloide.  Al 
variare  di  ^,  la  prima  equazione  lineare  ci  dà  un  piano  varia- 
bile in  un  fascio,  mentre  la  seconda  equazione  dà  pure  un 
piano  variabile  in  un  secondo  fascio,  proiettivo  al  primo  ;  le 
infinite  rette,  intersezioni  di  piani  corrispondenti,  stanno  sulla 
superficie,  e  costituiscono  un  primo  sistema  di  rette.  Al  secondo 
sistema  si  giunge,  osservando  che  l'iperboloide  (III^)  contiene 
pure  la  retta 


+  T  =  4-i)-      |-t=ÌKi). 


qualunque  sia  il  parametro  (a,. 

L'iperboloide  ad  una  falda  (III)  può  esser  rotondo  ;  ciò 
accade  se  a  ^  6,  nel  qual  caso  la  equazione  (III)  assume  la 
forma 

^'  +  y^  _  ^  —  1 . 

«2  «2      ' 


la  superfìcie  è  generata  (n.°  328)  da  una  iperbole  ruotante  in- 
torno all'  asse  non  trasverso  (asse  delle  z)  ;  od  anche  da  una 
retta  qualsiasi  dell'iperboloide,  ad  es.  dalla  retta  yz=~z^  x^=a, 
quando  si  faccia  ruotare  intorno  all'asse  0,  che  è  sghembo  con 
quella  retta,  e  si  suppone  rigidamente  collegato  con  essa. 
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387.  Iperboloide  a  due  falde.  —  IV)  Rimane  la  ipotesi  IV: 
w  >»  0,  n  <:  0,  j9  <:  0.  In  corrispondenza  la  superfìcie  (2)  sega 
r  asse  delle  x  in  due  punti  reali  A,  A!,  a  distanza  =h  l/X  da  0- 
ed  ha  m  comune  punti  immagmari  cogli  altri  due  assi. 

Posto 

-l/J-    ^=1/^'    ^=1/^. 


r  equazione  (2)  diviene 
x-' 


(IV) 


6^ 


=   1. 


Il   piano  z 
(MANM'A'N'  della  figura) 

.2 


a-  0"  e- 

0  sega    la   quadrica  (IV)  lungo  la  iperbole 


X- 


1.2      ^1 


che  ha  Tasse  trasverso  A  A',  e  Tasse  non  trasverso  sopra  y. 
I  piani  paralleli  z  =  k  segano  pure  la  quadrica  lungo  iper- 
boli, i  cui  assi  trasversi  conservano  la  stossa  direzione,  e  cre- 


scono al  crescere  di  k  (in  valore  assoluto).  Osservazioni  analo- 
ghe valgono  per  il  piano  y  =  0  (che  sega  lungo  la  iperbole 
PAQP'A'Q')  e  per  i  piani  paralleli. 

Invece  il  piano  x  =  0  sega  sulla  quadrica  l'ellisse  imma- 
ginaria 

,  a  ^2 


y 


+ 


1, 


ed  il  piano  parallelo  x  =  k  sega  la  ellisse 

yl    \    ^  —   ^^ 

V-    '^    e'-    —    a- 


-  1, 
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y^  _j z^  _    . 

,,    A;2    —    «2      i-  2^2    _    ^2      —     -L, 

6- c^ s 


la  quale  è  immaginaria,  finché  ]  A;  |  <;  a,  si  riduce  ad  una  coppia 
di  rette  immaginarie  se  fc  =  it  a  (sicché  il  piano  corrispon- 
dente tocca  la  superficie  in  A  od  J.',  e  questi  punti,  insieme 
agli  altri  punti  della  superficie,  sono  ellittici),  é  finalmente  reale 
se  I  A;  I  >  a.  ;  gli  assi  di  quest'ultima  ellisse  sono  paralleli  alle 
rette  x^  y^  e  vanno  crescendo  al  crescere  di  |  A;  ì  ;  (si  veda 
r  ellisse  QNPM  della  figura). 

Segue  da  questa  discussione  che  la  quadrica  (IV)  si  com- 
pone di  due  falde  distinte,  esterne  allo  strato  compreso  fra  i 
piani  condotti  per  A^  A'  parallelamente  ad  yz]  le  due  falde  si 
estendono  all'  infinito.  Perciò  la  superficie  (IV)  prende  il  nomo 
di  iperboloide  a  due  faide  (o  iperboloide  non  rigato).  Il  detto 
iperboloide  ha  un  solo  asse  trasverso  A  A',  di  lunghezza  2 a,  e 
due  vertici  reali  J.,  A']  esso  possiede  inoltre  due  assi  non  tra- 
sversi, di  lunghezze  26,  2  e,  situati  lungo  y,  z  rispettivamente. 

L' iperboloide  a  due  falde  (IV)  é  rotondo,  se  6  :^  e,  nel 
qual  caso  1'  equazione  diviene 

^   _   ÉA^l.  —  1  . 
a  e 

r  asse  di  rotazione  é,  questa  volta,  x,  e  la  superficie  é  generata 
da  una  iperbole  ruotante  intorno  al  suo  asse  trasverso  (n.*'  328). 

388.  Alcune  formole  relative  all'  equazione  normale  di 
una  quadrica  a  centro.  —  Dalle  discussioni  fatte  risulta  che 
la  equazione  di  ogni  quadrica  reale,  a  centro,  può  porsi  sotto 
la  forma 

(1)  —   +   -^^   =t     --  =  1, 

^  ^  a^  b'  e'  ' 

dove  i  segni  superiori  corrispondono  all'  ellissoide,  il  segno  su- 
periore davanti  a  un  termine  e  l' inferiore  davanti  all'  altro 
portano  3IV  iperboloide  ad  una  falda,  mentre  i  segni  inferiori 
conducono  all'  iperboloide  a  due  falde.  Conservando  le  stesse 
convenzioni  nelle  formole  seguenti,  osserviamo  che  il  piano 
tangente  alla   quadrica  nel  punto  (x' ,  y',  z')    (o,    in   generale. 
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il  piano  polare  di  questo  punto,  comunque  scelto)  ha  l' equa- 
zione (n.''  348) 

e  la  normale  alla  superficie  nel  punto  stesso,  cioè  la  perpendi- 
colare ivi  al  piano  tangente,  ha  le  equazioni 

(3)   ^r i  ~,  -  ±  p  , 

(le  quali  rappresentano,  in  generale,  la  perpendicolare  condotta 
dal  polo  al  piano  polare). 
Il  diametro 

(i)  ^  =  JL  =  ± 

^  ^  l  m  n 

ha  il  piano  diametrale  coniugato  (n."  372) 

'^^^  a'     "      b'     ~      e' 

Posto  che  l,  w«,  n  siano  proprio  i  coseni  di  direzione  del 
diametro,  il  valore  comune  delle  tre  frazioni  (4)  è  la  distanza 
Q  dell'origine,  centro  della  superficie,  dal  punto  {x^  y,  z)  (n.°  299); 
se  questo  punto  sta  sulla  superficie,  e  q  misura  quindi  un 
semidiametro,  le  cordinate  x  ^=  Iq^  y  -zzz  mq,  z  ■=.  nq  devono 
soddisfar  la  (1).  Sostituendo  e  dividendo  per  ^-,  si  ricava 

^^  q'  a'    "     b'  e'  ' 

relazione,  che,  in  certo  senso,  può  riguardarsi  come  la  equazione 
polare  della  quadrica  rispetto  al  centro.  I  tre  coseni  di  dire- 
zione Z,  m,  n  sono  legati  dalla  condizione  V  -\-  m^  -\-  n"^  =:^  1, 
tenendo  conto  della  quale,  la  (6)  può  trascriversi,  nel  caso  del- 
l' ellissoide,  sotto  la  forma 

Questa,  nella  ipotesi  «  ^  ò  ^  e,  fa  vedere  che  si  ha  sempre 
--  ^  --g ,  ossia  Q  ^  a  (in  valore  assoluto).  Se  invece  aves- 
simo supposto  che  a  fosse  il  minore  dei  tre  semiassi,   sarebbe 
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risultato,  dalla  stessa  relazione,  q  '^  a.  Concludendo  :   fra  tutti 
i  semidiametri  di  un  ellissoide,  il  massimo  e  il  minimo  coincidono 
col  maggiore  e  col  minore  dei  tre  semiassi. 

Considerazioni  analoghe,  che  lascieremo  al  lettore,  possono 
esser  applicate  agli  iperboloidi  ;  esse  fanno  vedere  che,  di  tutti 
i  semidiametri  di  un  iperboloide  ad  una  falda,  il  minimo  coincide 
col  minore  dei  due  semiassi  trasversi  ;  e  di  tutti  i  semidiametri 
di  un  iperboloide  a  due  falde,  il  minimo  coincide  col  semiasse 
trasverso.  Non  si  parla  del  massimo  semidiametro,  perchè  gli 
iperboloidi  posseggono  semidiametri  infiniti  (asintoti). 

Il  cono  asintotico  della  quadrica  (1)  ha  1'  equazione  (n."  375) 

(7)  ^   ~t   JL   -\-   iL   —  0 
^  ^  a'  b'     ~     e'     ~ 

rinalmente  V  equazione  tangenziale  della  quadrica  (1),  in 
coordinate  non  omogenee  u,  v,  w  di  piani,  è  (n.°  352) 

(8)  a'u'  ±  b'v'  dr  c'w'=  1. 

Osservazione.  —  Alcune  formule  precedenti  si  trasportano 
subito  al  cono 

(1')  4-  4-  -^  +  -^  -  0 

^    ^  a'    ^     a'     —     e'     ~      ' 

reale  o  immaginario,  secondo  che  si  prende  il  segno  -f-  o  —  da- 
vanti all'ultimo  termine.  In  particolare,  se  P(x',  y',  z')  è  un 
punto  del  cono,  il  piano  tangente  in  quel  punto,  e  in  ogni 
altro  punto  della  generatrice  OP,  ha  l'equazione 

Dette  M,  V,  w,  r  le  coordinate  del  detto  piano,  si  hanno 
dunque  le  relazioni 

x'  ?/'  z' 

^==a^'      ''=¥>      ^  =  -?-'      ^  =  0' 

ricavando  x',  ?/',  z'  dalle  prime  tre  di  queste,  e  sostituendone 
i  valori  nella  (!'),  che  è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  P,  si 
trova  la  equazione 

(8')  a-u-  -|-  V'v-  zt  c^w-  =1  0, 

che  è  verificata  dalle  prime  tre  coordinate  omogenee   di   ogni 

piano  tangente  al  cono.  La  (8'),  insieme   colla   r  =  0,   espri- 
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mente  che  la  quarta  coordinata  del  detto  piano  è  nulla  (in 
relazione  col  fatto  che  il  piano  stesso  passa  per  l'origine, 
n.°  359),  rappresenta  il  cono  in  coordinate  di  piani.  Un  cono 
ha  due  equazioni  tangenziali^  come  era  prevedibile,  visto  che  i 
piani  tangenti  ad  un  cono  (lungo  le  generatrici)  formano  un 
inviluppo  semplicemente  infinito  (n."  329). 

La  (8'),  considerata  isolatamente,  è  soddisfatta  dalle  coor- 
dinate dei  piani  tangenti  al  cono  (1')  e  dei  piani  a  questi  pa- 
ralleli, vale  a  dire,  dalle  coordinate  dei  piani,  che  toccano  la 
conica  all'infinito  del  cono  (1').  In  breve,  la  (8')  rappresenta 
la  quadrica  limite  (n°  360),  inviluppo  dei  j^iani^  che  toccano 
una  conica  situata  sul  piano  aW  infinito. 

389.  Discussione  deirequazioiie  ridotta  di  un  paraboloide.  — 
Abbiamo  già  visto  che  1'  equazione  di  un  paraboloide,  in  coor- 
dinate cartesiane  ortogonali,  può  sempre  ridursi  alla  forma 

(1)  aux^-  +  a-nV^"  +  2a3,0  =  0; 

basta  perciò  assumere  come  origine  il  vertice  della  superficie, 
come  asse  ?  l'asse  della  superficie,  come  piani  xz^  yz  i  due 
piani  principali,  e  come  piano  xy  il  piano  tangente  nel  vertice. 

Nell'equazione  (1)  qualche  coefficiente  può  anche  esser  zero; 
ma  la  quadrica  allora  degenera.  Così,  se  a^  =:  0,  il  paraboloide 
si  riduce  ad  una  coppia  di  piani  V~a^x  x  =t  "l/ZT^^  y  =i  0. 
Se  invece  è  a,,^  =  0^  l'equazione 

(!')  '  auX-  -|-  2^340  =  0, 

a  cui  la  (1)  si  riduce,  rappresenta  un  cilindro  parabolico  avente 
le  generatrici  parallele  ad  y,  e  secante  sul  piano  xz  la  parabola 
rappresentata  dalla  (!'). 

Lasciando  da  parte  questi  ed  altri  evidenti  casi  di  dege- 
nerazione, supporremo  diversi  da  zero  i  tre  coefficienti  della 
(1).  Dividendone  i  due  membri  per  —  a^^,  possiamo  porre 
queir  equazione  sotto  la  forma 

(2)  mx'  -\-  ny'^  ■=^  1z, 

dove  m,  n  sono  due  quantità  reali,  non  nulle.  Anzi  una  di 
queste,  ad  es.  m,  può  sempre  supporsi  positiva,  giacche,  in  caso 
opposto,  si  muterebbe  segno  ai  due  membri  della  (2),  e  si  in- 
vertirebbe il  verso  positivo  sull'asse   ^;,  cambiando    z  yg.  —  z. 
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Dunque  i  casi  distinti,  che,  rispetto  ai  segni,  possono  presentare 
i  coefficienti  della  (2),  sono  raccolti  nella  tabella  seguente  : 
m  n 

I.  -|-  -f-  Paraboloide  ellittico. 

II.  -]-  —  Paraboloide  iperbolico. 
390.  Paraboloide  ellittico.  —  I)  Discutiamo  anzitutto  la  ipo- 
tesi w  >►  0,  n  >»  0.  Porremo,  per  comodità,  w  =  — ,  n  =  -— ,  dove 
^,  q  sono  due  quantità  positive^  parametri  (come  vedremo)  delle 
due  sezioni  principali  della   superficie.  Con    ciò   la  (2)  diviene 

^L  I    yl^  =  20. 
p        q 

Il  piano  0  =  0   sega  il   paraboloide    lungo   la    coppia    di 
rette  immaginarie 


(I) 


+ 


^  =  0, 


p     '     (l 

uscenti   dal  vertice    Y;    questo   punto,    come    ogni   altro    della 
superficie,    ò  dunque  ellittico,    ed   il   paraboloide   ò  ellittico  (o 

non    rigato  ) .     Un   pia- 

ML :^    '' 


no  z  =  k,  parallelo  a 
quello,  sega  il  parabo- 
loide lungo  la  ellisse 


2pk     ' 


y'     __ 


2qk 


1, 


/^y 


che  è  reale,  se  A;  >►  0 
(l'ellisse  MNM'N' 
della  figura),  ed  ha  gli 
assi  paralleli  ad  a;,  y^  e 
crescenti  con  k  ;  la  el- 
lisse è  invece  immagina- 
ria, se  k<CO.  Segue  che 
tutta  la  superficie  sta 
al  disopra  del  piano  xy. 


Il  piano  y  =  0  dh.  come  sezione  la  parabola  {MVM') 
x^  =  2pz, 
mentre  il  piano  parallelo  y  =  k  dh  pure  una  parabola 

pk'^ 


2pz 


—  683  — 
questa,  colla  traslazione  di  assi  a:  =  X,  z  =:^  Z  -\-  .^   ,  si  ri- 
conosce esser  uguale    alla    precedente,    ed  aver    per  vertice  il 
punto  (nuova  origine)  a?  =:  0,  ?/  =  A*,  2;  =  g"-  »   il   cui  luogo 
(al  variare  di  k)  è  la  curva  a:  =:  0,  ?/^  =  23-2. 

Ora  quest'ultima  curva  è  la  parabola  (NVN')  intersezione 
del  paraboloide  (I)  col  piano  x  =  0  ;  i  piani  paralleli  x  =  k 
segano  poi  la  superficie  lungo  parabole  uguali  a  quella,  aventi 
i  vertici  sulla  parabola  MVM'   sopra  considerata. 

Segue  di  qua  che  il  paraboloide  ellittico  può  costruirsi 
così:  si  assumano  due  parabole  invariabili  di  forma  MVM', 
NVN',  e  si  dispongano  anzitutto  in  modo,  che  esse  abbiano 
lo  stesso  vertice  V,  lo  stesso  asse  Vz,  diretto  ugualmente,  ed 
i  rispettivi  piani  perpendicolari;  si  tenga  poi  fissa  una  delle 
due  parabole,  e  si  faccia  variar  l'altra  con  moto  traslatorio 
(cioè  parallelamente  a  sé  stessa),  in  modo  che  il  suo  vertice  per- 
corra la  parabola  fissa  ;  la  parabola  mobile  descriverà  il  pa- 
raboloide. 

Riprendiamo  F  equazione  (I)  ;  se  a  ^  6,  essa  diviene 

X'  -f"  U^  =  2p^, 

e  rappresenta  un  paraboloide  rotondo  intorno  all'asse  z  {n°  328), 
generato  da  una  parabola  ruotante  intorno  al  suo  asse. 

891.  Paraboloide  iperbolico.  —  II).  Se,  nella  (2),  è  m  >  0, 
n  <;  0,  porremo  m  =  ,  n  =  —  ,  dove  p,  q  sono  ancora 
quantità  positive,  e  scriveremo  quel!'  equazione  così  : 

(II)  ~-~ ^-  =  20. 

p  q 

Il  piano  z  =  0  sega  la  superficie  lungo  due  rette  reali 
{HVH',  KVK')  uscenti  dal  vertice  V,  aventi,  su  quel  piano, 
le  equazioni 

VJ      VI  -  °- 

Il  punto  V  dunque,  come  ogni  altro  punto  della  superfi- 
cie, è  iperbolico,  ed  il  paraboloide  (II)  è  iperbolico  (o  rigato). 
Un  piano  parallelo  <;  =  /<:  lo  sega  lungo  la  iperbole 

j^ iC_  —  1 

Ipk  2qk  ' 
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il  cui  asse  trasverso  è  parallelo  ad  x,  se  A:  >  0  (come  nelF  i- 
perbole  PNQP'N'Q'),  ed  è  invece  parallelo  ad  t/,  se  A-  <   0 
(come  neir iperbole  RTR' 8U8')\  in  ogni  caso  l'asse  trasverso 
va  crescendo,  mentre  k  cresce  in  valore  assoluto. 

Il  piano  ?/  =  0  sega  la  superficie  lungo  la  parabola  {M  YM') 

x^  ■=.  2pz, 

di  cui  l'asse  coincide  con  z-,  precisamente,  la  porzione  di  asse 
interna  alla  curva  è  la  semiretta  positiva  z.  I  piani  paralleli 
segano  il  paraboloide  lungo  parabole  uguali  e  similmente  poste, 
i  cui  vertici  formano  la  parabola  {TV TI) 

y'  =  —  2^0, 

che  è  sezione  del  paraboloide  col  piano  x  ^=.  0.  Anche  questa 
parabola  ha  l' asse  sopra  la  retta  z  ;  ma  ora  (essendo  negativo 
il  coefficiente  —  2^)  è  interna  alla  curva  la  semiretta  negativa 
z.  Finalmente,  i  piani  paralleli  x  ■=  cost.  segano  la  superficie 
lungo  parabole  uguali  e  similmente  poste    all'  ultima    conside- 


''^Xx 

z 

f\ 

i-^ 
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P'U-- 

'T'^^T^^ 
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y     j  ": 
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rata  (come,  ad  es.,  la  RM8  o  R'M' 8'),  i  vertici  delle  quali  co- 
stituiscono la  parabola  MVM',  di  cui  sopra  si  è  discorso. 

Risulta  di  qua  che  anche  il  paraboloide  iperbolico  può 
esser  generato  mediante  la  traslazione  di  una  parabola  rigida, 
in  modo  analogo  a  quello  visto  per  il  paraboloide  ellittico  ; 
colla  differenza  che  qui  la  parabola  mobile,  ad  es.  UVT,  e  la 
fissa,  ad  es.  MYM%  hanno  gli  assi  diretti  in  verso  opposto. 
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Per  procurarci  le  equazioni  delle  rette  di    un   paraboloide 
iperbolico,  scriveremo  la  (II)  sotto  la  forma 

—  2z. 

Si  vede  allora  che  il  paraboloide  contiene  le  infinite  rette  rap- 
presentate, al  variare  di  À,  dalla  coppia  di  equazioni 

-^-  4-  -^  -  =  2Az      -^  -  -  ^      —± 
Vp  Vq  '      Vp  Vq     ~~    ^'' 

come  pure  le  infinite  rette  rappresentate,  al  variare  di  ^,  dalle 
equazioni 


Vp  Vq  '      Vp  Vq  (* 


z. 


Le  rette  del  primo  sistema  sono  tutte  parallele  al  piano 
"77=-  —  ~\7^~  ^^^  ^'  <iuelle  del  secondo  sistema  sono  pa- 
rallele   al    piano    ^^^~  -|-  y^^.-  =  0.    I    due    piani    dioonsi 

piani  direttori  del  paraboloide;  le  loro  rette  all'infinito  appar- 
tengono alla  superficie,  e  precisamente  al  secondo  e  al  primo 
sistema. 

Poiché  due  rette  di  uno  stesso  sistema  di  una  quadrica 
rigata  sono  segate  dalle  rette  dell'  altro  sistema  in  punteggiate 
proiettive  (n.°  366),  e  tra  queste  rette  vi  è  ora  una  retta  im- 
propria, segue  (n."  64,  è))  che  due  rette  di  uno  stesso  sistema  di 
un  paraboloide  iperbolico  sono  segate  in  parti  proporzionali  dalle 
rette  dell'altro  sistema:  e,  viceversa,  le  rette,  che  congiungono 
punti  omologhi  di  due  punteggiate  simili  (od  uguali),  a  so- 
stegni sghembi,  costituiscono  un  paraboloide  iperbolico. 

Un  paraboloide  iperbolico  non  può  mai  esser  rotondo, 
giacche  le  sue  sezioni  piane  sono  soltanto  iperboli  o  parabole 
(n.**  370),  non  mai  cerchi. 

392.  Alcune  forinole  relative  all'equazione  ridotta  dei 
paraboloidi.  —  Limitiamoci  a  ricordare  che,  data  la  equazione 
di  un  paraboloide 

(1)  ^-   ±  J^  =  2., 

po' 
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il  piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  (x',  y',  z')  (o  il  piano 
polare  del  detto  punto)  ha  l'equazione 

(2)  ^  ±  ^^--  =  ^  +  ^', 

p  q 

e  la  normale  nel  punto  stesso  (o  la  perpendicolare  dal  punto 
al  piano  polare)  ha  le  equazioni 

(3)  ?(^=J^.  =  +   1(JL^'1  =  -   (.  -  .'). 

X  y'  ^  ^ 

La  equazione  tangenziale  del  paraboloide,  in  coordinate  m, 
V,  w  di  piani^  si  riconosce  essere  (n.°  352) 

(4)  pu^  zt  qv'^  =  2w. 

393.  Effetto  di  particolari  trasformazioni  di  coordinate 
sulla  equazione  di  una  quadrica.  —  Nel  n.°  383  abbiamo  visto 
quali  termini  entrino  nelF  equazione  di  una  quadrica,  riferita 
a  particolari  sistemi  di  coordinate.  Rimane  però  da  esaminare 
come  si  possano  calcolare  i  coefficienti  della  equazione  nomi- 
nata, quando  la  quadrica  sia  inizialmente  data  mediante  l'equa- 
zione generale 

(1)  ttux'^  + \-  2a,,xy  -\ \-  'la.^x  -\ ^  a,,  —  0; 

rimane,  in  sostanza,  da  eseguire  la  trasformazione  di  coordinate, 
con  cui  si  passa  dall'  antico  sistema  generale  x,  ^,  z  ad  un 
nuovo  sistema  particolare  X,  Y,  Z.  Riserbandoci  di  indicare 
un  metodo,  che  dispensi  dai  calcoli  laboriosi,  a  cui  la  trasforma- 
zione diretta  condurrebbe,  notiamo  alcuni  casi,  ove  il  risultato 
è  facilmente  prevedibile  (cfr.  n.°  248). 

I.  Una  trasformazione  di  coordinate^  nella  quale  muti  V  ori- 
gine ma  non  le  direzioni  degli  assi,  lascia  inalterati  i  coefficienti 
dei  termini  a  secondo  grado  nell'equazione  di  una  quadrica. 

Una  siffatta  trasformazione  è  espressa  infatti  dalle  for- 
mole  (n.°  308) 

X  =  a  -\-   X,        y  =  ^  -^    Y,        z  =  y  ^  Z, 

dove  oc,  /5,  7  sono  costanti;  eseguendo  queste  sostituzioni  nella(l), 
sviluppando  e  ordinando  rispetto  ad  X,  Y,  Z,  si  trova  una 
equazione  del  tipo 
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(2)  a'nX^  H h  2«^',,XFH h  2a'„XH [-a'^  =  0, 

dove  si  riconosce  essere 

a'ik  —  «,A,  («,  A:  =  1,  2,  3) 

«',•4  =  «,i«  +  <^'-2/?  +  ai?^r  +  »/4,  ('^  =  1,  2,  3) 

a'44  =:  aii«^  -|-  «22/?^  H-  0^337^  "i"  2ai2a/?  -["  2fti3a7  -}-  2a23/?)' 

-}-    2fli4a    +    2^241^    +    2a34)'    +     «44- 

Le  uguaglianze  contenute  nella  prima  orizzontale  dimo- 
strano il  lemma, 

II.  Una  trasformazione  di  coordinate,  che  lasci  ferma  V ori- 
gine, non  altera  il  termine  noto  delV  equazione  di  una  quadrica. 

Si  riconosce  direttamente,  eseguendo  sulla  (1)  la  trasforma- 
zione (n.°  308) 

X  —  a'X  -\-  a"Y  -\-  a"'Z, 

z  =  y'X  ^  y"Y  H-  y"'Z, 
dove  le  a,  |5,  y  sono  costanti  ;  (cfr,  per  le  coniche,  n.°  248,  II). 

Ili  Una  trasformazione  ortogonale,  die  lasci  ferma  Vorigine, 
muta  il  trinomio  x^  -\-  y^  -{-  z'^  nel  trinomio  X^-f-Y^-j-Z^. 

Infatti  entrambi  i  trinomi  esprimono  il  quadrato  della  di- 
stanza della  origine  dal  punto,  che  ha  le  antiche  coordinate 
{x,  y,  z),  e  le  nuove  (X,   Y,  Z). 

394.  Invarianti  di  una  quadrica  rispetto  ad  una  trasfor- 
mazione ortogonale  di  coordinate.  —  Riprendiamo  l'equazione 
di  una  quadrica 

(1)  a^x'^'  -\-  ■  •  •  -\-  2a^2xy  -\-  '  •  •  ~\-  '^cLiiX  -\-  •  •  •  -\-  a^  =  0, 

e  supponiamo  che,   mediante  una    qualsiasi    trasformazione   di 
coordinate,  essa  si  muti  nella 

(2)  a'nX^  H h  2a',2Xr-] \-  2a\,X-\ ^  a'«  =  0. 

Cerchiamo  di  formare,  coi  coefficienti  della  (1),  certe,  espres- 
sioni invarianti  rispetto  alla  trasformazione,  tali  cioè,  che  non 
mutino  valore,  quando  vengano  formate  coi  coefficienti  della  (2), 
anziché  coi  coefficienti  della  (1),  e  ciò  qualunque  sia  la  trasfor- 
mazione impiegata,  o  la  quadrica  a  cui  si  applica  (cfr.  n.°  249). 
Noi  però,  per  maggiore  semplicità,  ci  limiteremo  a  considerare 
trasformazioni  ortogonali.  E  supporremo  anzitutto  che  la  tra- 
sformazione, con  cui  si  passa  dalla  (1)  alla  (2),  non  alteri  l'ori- 
gine, riserbandoci  di  togliere  poi  quest'  ultima  restrizione. 
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Tenendo  conto  delle  forraole  rappresentanti  quella  trasfor- 
mazione,   e   del  lemma  III  (n.°  393),  possiamo  scrivere  le   se- 
guenti identità  : 

(3)a„a;24-a22y2_|_^^^^^2_^2ai2^2/  +  2ai3a?0-f  2a23  2/2r-^ [-a^, 

=  a'nX'-  +  a'22  Y^  +  «'33^2  +  2a',2Xr+  2a\sXZ 

(4)  a;^  +  y2  _^  02  =  x^  -f-    72  +  ^2, 

nella  prima  delle  quali  è  anzi  a^^  =  a'^  (lemma  II,  n.°  393). 
Insieme  alle  due  identità  scritte,  sussiste  pure  la  identità,  che 
da  quelle  si  ottiene  aggiungendo  ai  due  membri  della  (3)  i  due 
membri  della  (4),  moltiplicati  per  uno  stesso  parametro  arbi- 
trario —  k: 

l     (ttn  —  k)x^  -\-  («22  —  k)y^  -j-  («33  —  k)z2 
/^x)         -{-  2aiiXy  -\-  ^aiaxz  -j-  2a,syz  -]-...  -\-  a^ 
I  =  (a'n  —  A;)Z2  +  (a',,  ~  k)Y^  ^  (a',,  —  k)Z-' 
[         +  2a\,  Xy  +  2a\,  XZ  +  2a\,  YZ  ^  ...  -\-  a\,. 

I  due  membri  della  (5),  uguagliati  a  zero,  rappresentano 
una  stessa  quadrica  Q,  riferita  una  volta  agli  assi  x,  y,  0,  una 
seconda  volta  agli  assi  X,  Y,  iT,  quadrica  che  varia  in  un  fa- 
scio, al  variare  di  k.  Volendo  determinare,  ad  es.,  per  quali  valori 
di  k  la  quadrica  Q  divenga  un  paraboloide,  possiamo  valerci  sia 
dell'equazione  in  a;,  ?/,  z,  sia  di  quella  in  X,  Z,  Z.  La  prima  equa- 
zione ci  fornisce,  per  A:,  la  equazione  di  condizione  (n.°  370,  Oss.) 

(6)  ^21     «22  —  k         a<,^  =  0, 

equazione  che  abbiamo  già  trovato  al  n.**  378,  ed  abbiamo 
indicato  con  A(k)  :^  0,  e  che,  sviluppata,  assume  la  forma 

(7)  k'  -  Ik'  -{-  Jk  —  Au  =  0, 

dove  ^44  è  il  noto  determinante  di  terzo  ordine,  e  si  è  posto 
inoltre 

1    :^::=    (In    -\-    (1^2    -\-    CL 33 ^ 


(S){J  = 


(Z  09      d  q 


+ 


+ 


«11      «22      -p     ^11     <^33     -P     ^22     ^33     «12^    «1 


—  689  — 

Se  invece  avessimo  adoperata  1'  equazione  della  quadrica 
Q  in  X,   r,  Z,  si  sarebbe  trovata,  per  k,  la  condizione 

(7')  k'  -  l'k'  +  J'k  -  A',,  =  0, 

dove  /',  J',  A'u  sono  ciò  che  divengono  /,  J,  A^,  quando  si 
formino  colle  a^^,  coefficenti  della  (2),  anziché  colle  a, a.  coef- 
ficienti della  (1). 

Le  due  equazioni  di  condizione  (7)  e  (7')  devono  fornire 
per  k  gli  stessi  valori  ;  esse  avranno  dunque  i  coefficienti  pro- 
porzionali, anzi  uguali,  perchè  coincidono  i  coefficienti  di  k\ 
Sussistono  dunque  le  uguaglianze 

(9)  /=/',         J=J',        A,,  =  A',,, 

le  quali  dicono  che  le  espressioni  I,  J,  A^^  non  mutano  valore, 
sia  che  vengano  formate  coi  coefficienti  della  (1),  sia  coi  coef- 
ficienti della  (2).  In  breve,  quelle  espressioni  sono  invarianti 
relativi  ad  una  trasformazione  ortogonale  di  coordinate,  che 
non  sposti  l'origine. 

Un  quarto  invariante  si  ottiene,  imponendo  alla  quadrica 
variabile  Q,  sopra  considerata,  la  condizione,  perchè  essa  de- 
generi in  un  cono.  Se  si  opera  sulla  equazione  di  Q  in  x,  y,  z, 
la  detta  condizione  è  espressa  dall'  annullarsi  del  discriminante 
del  primo  membro  della  (5): 

^11        k  0^12 

0"i\  ÉJ  22  "-  a  2; 

^31  «32       0^33  —  k      a. 

<^4i  <^42  a  ^■i        a  4 

Sviluppando,  e  mettendo  in  evidenza  il  termine  con  k^ 
e  il  termine  noto,  che  solo  interessano  nel  nostro  caso,  la  detta 
condizione  assume  la  forma 

(10)  -  a^k'  -L h  ^  =  0. 

Operando  similmente  sulla    equazione    di    Q  in   X,    Y,  Z, 
troviamo  l'equazione  di  condizione 

(10')  -  a'^k'  -f  .  .  .  +  J.'  =  0, 

dove  A'  è  il  discriminante  della  (2).  Poiché  la  (10)  e  la  (10') 
devono  avere  le  stesse  radici,  poiché  inoltre  «44  ed  a'u  sono 
uguali,  come  fu  già  notato,  e  possono  ritenersi  diversi  da  zero 

u 


a, 3         a^ 
a, 


=  0, 
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(che  altrimenti  si  aggiungerebbe  ai  due  membri  della  (5)  una 
stessa  costante  non  nulla),  si  conclude  che  sarà  pure 

(11)  A  =  A'. 
Vediamo  cosi  che  le  quattro  espressioni 

(12)  I,      J,      A,,,      A 

non  variano,  quando  mutano  gli  assi  coordinati  ortogonali,  re- 
stando ferma  V  origine.  Ma  quelle  espressioni  non  si  alterano 
nemmeno  per  una  traslazione  di  assi.  Ciò  è  chiaro  per  le  prime 
tre,  le  quali  dipendono  dai  soli  coefficienti  dei  termini  a  se- 
condo grado  della  (1),  coefficienti  che  non  si  alterano  in  con- 
seguenza di  una  traslazione  di  assi  (n.  393,  lemma  II).  Quanto 
ad  J.,  r  asserzione  si  verifica  direttamente  collo  stesso  proce- 
dimento, che  fu  usato  nella  teoria  delle  coniche  (n.^  249,  pag. 
422),  formando  cioè  il  determinante  A'  colle  espressioni  delle 
a',7,  contenute  nelle  formole  del  n.°  393,  I,  e  mostrando  che, 
mediante  semplici  trasformazioni,  A'  si  riduce  ad  A. 

Visto  ciò,  si  conclude  (con  Cauchy,  1826)  che  le  espres- 
sioni (12)  sono  effettivamente  invarianti,  rispetto  ad  ogni  tra- 
sformazione ortogonale  di  coordinate.  In  parole  : 

Nel  passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali,  riman- 
gono immutati  i  valori  delle  quattro  espressioni  seguenti,  formate 
coi  coefficenti  delV  equazione  di  una  quadrica  : 

1)  il  discriminante  A  deW  equazione  {invariante  biquadra- 
tico) ; 

2)  il  complemento  algebrico  A  44  del  termine  noto  entro  al 
discriminante  (invariante  cubico)  ; 

3)  la  somma  J  dei  complementi  algebrici  degli  elementi  prin- 
cipali in  A 44  {invariante  quadratico)  ; 

4)  la  somma  I  degli  elementi  principali  di  A44,  ossia  la 
somma  dei  coefficienti  dei  quadrati  nelV  equazione  della  quadrica 
{invariante  lineare). 

Naturalmente  (come  fu  già  notato  in  geometria  piana,  n.° 
249,  Oss.)  l'invarianza  delle  quattro  espressioni  suddette  vale, 
ove  si  paragonino  due  equazioni  (1),  (2),  dedotte  una  dall'  altra 
mediante  una  trasformazione  ortogonale,  avendo  cura  di  non 
introdurre  ne  togliere  fattori. 
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Osservazione.  —  Abbiamo  già  notato  che  l'equazione  (6), 
da  cui  hanno  origine  tre  invarianti,  coincide  coll'equazione  (5) 
del  n.°  378,  da  cui  dipendono  i  piani  principali  di  una  qua- 
drica.  Di  questa  coincidenza  non  dobbiamo  sorprenderci.  Infatti, 
nel  presente  n.°,  noi  abbiamo  considerato  un  fascio  di  quadri- 
che  Q,  secanti  sul  piano  alP  infinito  un  fascio  di  coniche,  deter- 
minato dalla  conica  all'  infinito  della  quadrica  (1)  (A;  =  0)  e 
dall'assoluto  (/c=z±:co).  Chiedere  quali  quadriche  Q  diven- 
gano paraboloidi,  equivale  a  chiedere  quali  coniche  del  detto 
fascio  si  spezzino  in  due  rette  ;  la  (6)  esprime  appunto  la  condi- 
zione di  spezzamento. 

Ora  si  è  visto  (n.°  382)  che  anche  il  problema  dei  piani 
principali  di  una  quadrica  porta  a  determinare  le  coniche  de- 
generi del  fascio  nominato. 

Dunque  le  due  questioni  trattate  nel  n.°  378  e  nel  n.°  pre- 
sente, sebbene  in  apparenza  molto  distinte,  portano  ad  uno  stesso 
problema  di  geometria  piana.  Aggiungeremo  qui  che,  come  sono 
invarianti  i  coefficienti  dell'  equazione  A  (k)  =  0,  cosi  ne  sono 
invarianti  le  radici  /Ci,  ko,  k^,  di  cui  ora  vedremo  il  significato 
geometrico.  Esse  però  non  si  possono  esprimere  razionalmente 
mediante  i  coefficienti  della  (1),  sono,  come  talora  si  dice,  in- 
varianti irrazionali. 

395.  Calcolo  dei  coefficienti  dell'  equazione  ridotta  di  una 
quadrica  col  mezzo  degli  invarianti.  —  Ritornando  ora  al  pro- 
blema enunciato  nelle  prime  righe  del  n.°  393,  proponiamoci 
di  convertire  in  forma  ridotta  l' equazione  data  di  una  qua- 
drica, riferita  ad  un  sistema  qualsiasi  di  coordinate  ortogonali  : 

(1)  aiirz:^  +  ...  +  2^12  a:y+  ...  +  ^a^x-^  ...  +  «44  =  0. 

Calcolati  gli  invarianti 

i,      J,      -4.44,      -^ 

della  (1)  (n.°  394),  che  sono  quantità  note,  dobbiamo  distinguere 
due  casi. 

a)  La  quadrica  (1)  abbia  centro  proprio  ;  sia  dunque  Au  ^  0. 
Come  equazione  ridotta  prenderemo  l'equazione  normale 

(2)  a\,  X'  +  a\,  Y'  +  a',,  Z'  +  o\,  =  0, 

che  la  quadrica  assume,  ove  venga  riferita  ai  suoi  piani  prin- 
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cipali  ;  i  coefficienti  della  (2)  sono  incogniti.  Per  calcolarli,  for- 
miamo gli  invarianti  della  (2);  essi  risultano  espressi  da 


I'  —  a\i  -\-  a'22  -[-  a'33, 

■A.  A  A         tt 


J' 


A  = 


44    ^^  11  ^  22*  33)  A    =    fl  11  (Z    22^  38^  44- 

Paragonandoli  cogli  invarianti  della  (1),  troviamo  quattro  equa- 
zioni fra  quattro  incognite  : 

a'i,  +  a'22  +  a'33    =  1, 

(a  11  a  22^  33  =^  -^44) 

«'11  «^'22  «^'33  «^'44  =  ^• 

Le  ultime  due  ci  danno 

(4)  a\,  =    ——, 

-^44 

mentre  le  prime  tre  ci  dicono  che  a'^,  a '22,  a '33  sono  le  radici 
della  nota  equazione  cubica 

(5)  k'  —  ir-  +  Jk  —  A,,  =  0, 

ossia  (n/  378,  394): 

k 


(6)  A{k)  = 


'12 


^21 


k 


^23 


=r    0. 


Indicando  con  ki,  k-2,  k%  le  radici  della  (5)  o  (6),  che  sap- 
piamo già  esser  reali  (n.°  378),  V equazione  normale  della  nostra 
quadrica  assume  la  forma 


(7) 


k.X'  +  h^y  +  k,Z^  +  ^  =  0. 

A44 


(|5)  La  quadrica  (1)   sia  un  paraboloide;   si  abbia   dunque 
A^i  =  0.  Come  equazione  ridotta  prenderemo  la 

(2')  a.\,X'  +  a\,Y'  +  'la^.Z  =  0, 

che  il  paraboloide  assume,  ove  venga  riferito  ai  due  piani  prin- 
cipali ed  al  piano  tangente  nel  vertice.  Calcoliamo  gli  inva- 
rianti della  (2'),  ed  uguagliamoli  agli  invarianti  già  noti  della 
(1)  ;  trascurando  la  relazione  J.44  =  A'^,  che  diviene  nel  caso 
presente  0  =  0,  otteniamo  le  tre  relazioni 

(3')    a\i  -\-  a'o2  =  I,       a'na'22  =  J,       —  a'na'sitt'^u  =  A. 


(4')  a'^  =  ±  "j/_ 
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Le  ultime  due  ci  danno 

A 
j 

(dove  il  segno  del  radicale  è  indifferente,  potendosi  mutare  il 
segno  di  a '3,  coli' invertire  il  verso  positivo  sull'asse  Z).  La 
prima  e  seconda  delle  (3')  ci  dicono  poi,  che  g^'„,  a',.,  sono 
radici  dell'  equazione  quadratica 

(5')  k'  —  Ik  -i-  J  =  0, 

o,  se  si  vuole,  sono  le  due  radici  non  nulle  A:,,  k.,,  della  solita 
equazione  cubica  A(k)  =  0,  la  quale,  questa  volta,  ha  corno 
terza  radice  k^  =  0  (n.*'  380). 

L'equazione  ridotta  del  paraboloide  è  dunque 

(7')  k,x^  +  k,Y^  ±  a|/-  A  z=o. 

Osservazione  I.  —  I  procedimenti  ora  indicati  per  formare 
l'equazione  ridotta  di  una  quadrica  non  degenere,  si  applicano, 
almeno  in  parte,  anche  alle  quadriche  degeneri.  Cosi,  per  il 
cono  a  vertice  proprio,  la  cui  equazione  normale  ha  la  forma 

si  trova,  col  ragionamento  fatto  in  a),  che  a',,,  a',,,  a\^  sono 
le  radici  k^,  k^,  k^  della  equazione  cubica  A(k)  =  0. 

Per  il  cilindro  ellittico  o  iperbolico,  che  ha  l'equazione  nor- 
male 

a\,X'  4-  a',,Y'  +  a',,  =  0, 

risulta  che  a'n  e  a\,,  sono  le  due  radici  non  nulle  dell'equa- 
zione A{k)  z=  0,  di  cui  la  terza  radice  è  nulla,  perchè  4,,=:0; 
ma  il  termine  noto  a'^,  non  si  può  calcolare  mediante  l'espres- 
sione (4),  la  quale  assume  ora  la  forma  indeterminata  Js  si 
giunge  a  calcolarlo  mediante  un  altro  procedimento  che  espor- 
remo neir  esercizio  4)  dopo  il  n*'.  398. 

Finalmente,  per  il  cilindro  parabolico,  la  cui  equazione  può 
ridursi  al  tipo 

a'uX'  4-  2a's,Z  =  0, 
si  vede  che  a'„  è  Tunica  radice  non  nulla  dell'equazione  (6), 
la  quale  ha,  questa  volta,  due  radici  nulle,  perchè  J=  Aìì  =  0. 
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Il  coefficiente  a '34  non  vien  determinato  dalla  espressione  (4'), 
che  assume  ora  V  aspetto  -^  ;  se  ne  calcolerà  il  valore,  ese- 
guendo direttamente  la  trasformazione  di  coordinate. 

Lasciamo  al  lettore  le  analoghe  considerazioni  per  le  qua- 
driche  spezzate  in  due  piani. 

Osservazione  II.  —  Se  F  equazione  A(k)  =  0  ha  una  ra- 
dice doppia  ki  =  A'o,  la  quadrica  (7),  o  (7'),  risulta  rotonda 
intorno  all'asse  Z]  e  se  la  A{]{)  =  0  ha  una  radice  tripla 
]{^  =  Jcc,  z=  fcg,  la  quadrica  risulta  una  sfera.  Rimangono  così 
confermate,  per  altra  via,  le  asserzioni  del  n.°  381,  Oss. 

396.  Classiflcazione  delle  qiiadriche  partendo  dalla  equa- 
zione generale.  —  I  risultati  del  n."  precedente  possono  rias- 
sumersi cosi. 

Data  l'equazione  generale  di  una  quadrica 

(1)  «11  .C^    + +    fl^44     =    Oj 

si  formi  1"  equazione  cubica 

(5)  k''  —  Ik^  -\-  Jk  —  A44  =:  0, 
ossia 

(6)  A{k)  =  0, 

e  se  ne  calcolino  le  radici  ki,  /C2,  k^. 

a)  Se  queste  sono  tutte  diverse  da  zero,  se  dunque  A^  =t=  0, 
V  equazione  della  quadrica  può  porsi  sotto  la  forma 

(7)  A-,  X'  +  k,  Y'  +  k,  Z'  +  -/-  =  0. 

Ricordando  ora  la  discussione  fatta  al  n."  384,  si  vede  che, 
nella  ipotesi  J.  =t=  0,  la  superficie  è  un  ellissoide  reale,  un  iper- 
boloide ad  una  falda,  un  iperboloide  a  due  falde,  od  un  ellis- 
soide immaginario,  secondo  che  tre,  due,  una,  0  nessuna  delle 
radici  della  (6)  hanno  il  segno  di  —  -j^.  Se  invece  J.  =  0, 
la  quadrica  è  un  cono  reale  o  immaginario,  secondo  che  le  dette 
radici  hanno  tutte  lo  stesso  segno  oppur  no. 

/?)  Se  una  delle  radici  della  (6)  è  nulla,  ad  es.  /fg  =  0,  ed 
è  quindi  J.44  =  0,  la  quadrica  è  un  paraboloide  ;  la  sua  equa- 
zione, nella  ipotesi  A  ^  0,  può  porsi  sotto  la  forma 

(7')  kiX'  +  A-aF^  ±  2y—  ^  Z  =  0, 
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sicché  il  paraboloide  è  ellittico  od   iperbolico,    secondo  che  Zc, 
e  A: 2  hanno  lo  stesso  segno,  oppur  no.  Se  invece  J.  =  0,  la  qua- 
drica  è  un  cilindro,  la  cui  equazione  può  porsi  sotto  la  forma 

k,X''  +  A:,r^  +  a' 44  =  0, 

quando  fci,  ^o  siano  diverse  da  zero;  il  cilindro  è  ellittico  od 
iperbolico,  secondo  che  Ati,  k.^.  hanno  lo  stesso  segno,  oppur  no.  Fi- 
nalmente, se  due  radici  della  (6)  si  annullano,  ad  es.  k.^  =  /cj  =  0, 
la  quadrica  è  un  cilindro  parabolico. 

Tutta  questa  discussione  (ove  son  lasciati  da  parte  i  casi 
di  spezzamento  della  quadrica  in  piani;  n.°  357)  può  riassu- 
mersi nella  tabella  seguente.  Nella  quale  è  da  avvertire  che, 
ove  si  incontrino^  in  una  stessa  orizzontale^  due  o  più  doppi 
segni,  devono  prendersi  contemporaneamente  i  segni  superiori, 
o  gli  inferiori. 

fCi  n-i  li  3  -A  44,  A. 

i     -\~  Ellissoide  immaginario. 

±  dz  ±  ±     <      0  Cono  immaginario. 

(     —  Ellissoide  reale. 

i     -f-  Iperboloide  ad  una  falda. 

±  zf.  qz  zb     ?      0  Cono  reale. 

—  Iperboloide  a  due  falde. 

—  Paraboloide  ellittico. 
0  Cilindro  ellittico. 


ì 


zt  d= 


A      i     "i~  Paraboloide  iperbolico. 

lo  Cilindro  iperbolico. 

±0000  Cilindro  parabolico. 

Le  radici  indicate  con  k^,  k.^,  k^  si  intendono  disposte  in 
tal  ordine,  da  verificare  uno  dei  casi  contenuti  nella  tabella,  il 
che  è  sempre  possibile  Q). 


(^)  Nella  formazione  della  tabella,  il  lettore  osserverà  che  il  segno  di 
^44  dipende  dai  segni  di  A'i,  ko,  Aa,  perchè  è  ^144  =  kik2k3  (vedi  n.°  395, 
eq.  (6));  inoltre  che,  quando  k^^^O,  e  kik2  =  J  (n.°  395,  eq.  (5')  ),  il  segno 
di  ^  è  opposto  al  segno  di  A'iA^?  come  risulta  dalla  (4')  del  n."  .395,  la 
quale  deve  fornire  per  a '34  un  valore  reale. 
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Delle  tre  radici  k^^  k^^  k^  dell'equazione 
(5)  r  —  ir  +  Jk  -  A^  =  0, 

interessano,  come  si  disse,  solo  i  segni.  Ora,  poiché  l' equazione 
ha  tutte  le  sue  radici  reali,  tante  sono  le  radici  positive,  quante 
sono  le  variazioni  di  segno  nella  serie  dei  coefficienti  1, 
—  lì  J,  —  A-n  (^),  ossia  quante  sono  le  permanenze  nella 
serie 

+  1,     I,     J,     Au. 

L'  esame  di  tutti  i  casi  possibili  conduce,  tenendo  conto 
della  tabella  precedente,  a  stabilire  i  seguenti  criteri,  dove, 
relativamente  ai  doppi  segni,  è  rispettata  la  convenzione  fatta 
sopra  : 

(     -J-  Ellissoide  immaginario. 

±  +  it     <      0  Cono  immaginario. 

'     —  Ellissoide  reale. 

(     -f-  Iperboloide  ad  una  falda, 

altri    casi  ±     <      0  Cono  reale. 


/ 


Iperboloide  a  due  falde. 


_,_  ,  0      ^     —  Paraboloide  ellittico, 

"  "^  (0  Cilindro  ellittico. 

,  .,       ■      0      .^     "^  Paraboloide  iperbolico. 

(      0  Cilindro  iperbolico. 

±0  0  0  Cilindro  parabolico. 

397.  Significato  del  segno  del  discriminante.  —  Dall'esame 
delle  tabelle  precedenti  risulta  che  le  quadriche,  per  cui  J.  >»  0, 
sono  o  immaginarie  (ellissoide  immaginario),  o  rigate  (iperbo- 
loide ad  una  falda,  paraboloide  iperbolico),  mentre  le  quadri- 
che,  per  cui  J.  <  0,  sono  reali  non  rigate  (ellissoide  reale, 
iperboloide  a  due  falde,  paraboloide  ellittico).  Si  ha  dunque  il 
seguente  notevole  criterio  : 

Una  quadrica^  non  degenere^  a  punti  reali,  è  rigata  o  non 
rigata,  secondo  che  il  discriminante  di  essa  è  positivo  o  negativo. 


(^)  V.  ad  es.  Capelli,  Istituzioni  di  Analisi  algebrica,  1902,  pag.  382. 
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Ora  questo  teorema  può  pure  dimostrarsi,  in  modo  diretto, 
per  la  via  seguente  (^). 

Data  1'  equazione  generale  di  una  quadrica  a  punti  reali, 
il  cui  discriminante  A  sia  diverso  da  zero,  si  trasportino  gli 
assi  coordinati  (supposti  ortogonali),  in  guisa  che  l'origine  0 
si  porti  in  un  punto  0'  della  superfìcie,  ed  il  piano  xy  si  porti 
nel  piano  XY  ivi  tangente,  il  sistema  restando  ortogonale  ; 
con  ciò  il  valore  del  discriminante  non  muta  (n.°  394).  La  nuova 
equazione  della  superficie  mancherà  del  termine  noto,  e  dei  ter- 
mini lineari  in  X,  Y  (perchè  la  parte  a  primo  grado,  ugua- 
gliata a  zero,  deve  rappresentare  il  piano  tangente  nelU  ori- 
gine, che  è  Z  =:  0)  ;  r  equazione  avrà  dunque  la  forma 

(1)     a'nX^  +  a'.2-2Y^  -f  a\,Z'  +  2a\,XY  +  2a\,XZ 
4-  2a',,YZ  +  2a's,Z  =  0. 

Calcoliamo  il  discriminante  di  questa  equazione,  ed  ugua- 
gliamolo ad  A  ;  sarà 


A  = 


a' Il     a'i2     c^'is      0 
a '21     a '22     a' 23      0 

(l    31  (Z    30  a    Qa  tt    3 


0        0 


a 


0 


—  «'34-  (a '11  a',,  —  aV>^). 


Vediamo  dunque  che  A  ha  lo  stesso  segno  della  espres- 
sione (a'j/  —  a'^^a'^,).  Se  ora  cerchiamo  la  intersezione  della 
quadrica  (1)  col  piano  tangente  ^  =  0,  troviamo  la  coppia 
di  rette 

a\,X'  +  2a\,XY  +  a',,Y'  =  0, 


ossia 


Y  —  a'n 

coppia  che  è  reale  od  immaginaria,  secondo  che  1'  espressione 
sotto  il  radicale  risulta  positiva  o  negativa.  Dunque  il  punto 
0',  che  è  un  punto  arbitrario  della  superficie,  è  iperbolico  od 
ellittico,  secondo  che  A  è  positivo  0  negativo  ;  il  che  si  doveva 
appunto  dimostrare. 

Nella  dimostrazione,    figura   la    ipotesi    che    il  sistema    di 
coordinate,  cui  vien  riferita  la  quadrica,  sia  ortogonale.  Sarebbe 


(^)  Bianchi,  Lezurni  di  geometria  analitica,  1904,  pag.  534. 
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facile  però  stabilire  che  il  teorema  sussiste  pure  in  coordinate 
oblique;  sussiste  anzi,  in  generale,  quando  la  quadrica  si  rife- 
risca ad  un  sistema  di  coordinate  proiettive  qualsiasi.  Ma  su 
questa  estensione,  che  è  legata  colle  considerazioni  del  n.° 
seguente,  non  vogliamo  qui  trattenerci. 

398.    Classificazione    proiettiva    delle    quadriche.    —    La 

classificazione  delle  quadriche,  contenuta  nelle  tabelle  precedenti, 
è  fondata  sopra  criteri  metrici.  Sotto  V  aspetto  proiettivo, 
quando  si  riguardino  come  equivalenti  due  quadriche  trasfor- 
mabili r  una  neir  altra  mediante  una  collineazione  reale  (rap- 
presentata cioè  da  una  sostituzione  lineare  a  coefficienti  reali), 
si  è  condotti  a  distinguere  un  minor  numero  di  tipi.  Precisa- 
mente :  le  quadriche  non  degeneri,  sotto  V  aspetto  proiettivo,  si 
distribuiscono  nelle  tre  famiglie  seguenti  :  1)  quadriche  a  punti 
immaginari  ;  2)  quadriche  a  punti  reali  ellittici  (o  non  rigate)] 
3)  quadriche  a  punti  reali  iperbolici  (o  rigate).  Ogni  quadrica 
di  una  di  queste  famiglie  è  trasformata  da  una  collineazione 
in  una  quadrica  della  famiglia  stessa  ;  ciò  è  evidente,  quando 
si  pensi  che  una  collineazione  muta  punti  e  rette  reali  di  una 
quadrica  in  punti  e  rette  reali  della  quadrica  trasformata.  Ma, 
viceversa,  si  dimostra  (e  qui  basti  l'enunciato)  che,  date  due 
quadriche  di  una  stessa  famiglia,  si  può  sempre  formare  (e  in 
infiniti  modi)  una  collineazione,  che  muti  V  una  quadrica  nel- 
V  altra.  Per  esempio  ogni  quadrica  reale  non  rigata  (ellissoide 
reale,  iperboloide  a  due  falde,  paraboloide  ellittico)  può  esser 
sempre  trasformata  in  una  sfera  reale,  mediante  una  colli- 
neazione (cfr.  n."  369,  es.  3),  4)). 

La  prima  e  la  terza  delle  tre  famiglie  sopra  indicate  cor- 
rispondono a  valori  positivi  del  discriminante  A  ;  per  la  se- 
conda famiglia  invece  è  A  •<.  0. 

Esercizi.  I  —  1)  Determinare  i  piani  principali  delle  quadriche  se- 
guenti, e  ridurne  le  equazioni  a  forma  canonica: 

2x2  _|_  2^/2  +  ^2  -j-  2xy  -  6a;  -  62/  +  1  =   0, 
10(a;2  +  2/2  _|.  ^2)  _|_  8x2  +  Qyz  -1  =  0, 


X 


+  i/2  +  2xz  -j-  2yz  —  1  =  0, 


xy  -\-  xz  -\-  yz  —  4  =  0, 

a;2  —  ^^  +  1  =  0, 

^2  _^  2i/2  —  2xy  +  2a;  —  4?/  —  2  +  1  =  0, 

a;2  _j_  ^2  _|_  2xy  —  2x  +  2y  —  2z  =  0. 
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2)  Ogni  iperboloide  riferito  a  tre  asintoti,  come  assi  coordinati,  ha 
un'equazione  della  forma 

«12^52/  +  ai^xz  -\-  a^yz  +  A;  —  0; 
si  dimostri  che  l'iperboloide   (anche  nella   ipotesi  di  assi  obliqui)  è  rigato 
0  no,  secondo  che  il  prodotto    Ojo  «13  a^s  ha  il  segno  di  A:  o  il  segno  op- 
posto. (Si  seghi  la  superficie  col  piano  tangente  nel  punto  all'  infinito  del- 
l' asse  z). 

3)  Si  dimostri  che  la  superficie 

a{x^  +  2yz)  +  6(i/2  4.  o,^)  _|_  ^(^2  ^  2xy)  =  1 
è  un  iperboloide  ad  una  o  due  falde,  secondo  che  la  somma  a  +  ^  +  e  è 
positiva  o  negativa,  ed  è  un  cilindro   iperbolico   se  quella  somma  è  nulla. 
La  condizione   necessaria  è  sufficiente,  perchè  la  superficie  sia  rotonda,  è 
ah  -\-  oc  +  ca  =  0. 

4)  Per  determinare  il  termine  noto  dell'  equazione  canonica  di  un  ci- 
lindro ellittico  od  iperbolico  (n."  395,  Oss.  I),  di  cui  è  data  V  equazione  ge- 
nerale, si  trasportino  parallelamente  due  piani  coordinati,  ad  es.  xz,  yz, 
lasciando  fisso  il  terzo  xy,  e  si  scelga  come  nuova  origine  il  centro  della 
conica,  che  il  cilindro  sega  sul  piano  xy.  Il  termine  noto  della  nuova 
equazione  (che  si  può  calcolare  col  mezzo  degli  invarianti  della  detta  co- 
nica) è  il  termine  noto  dell'equazione  canonica  richiesta  (n."  393,  II).  Si 
applichi  questo  procedimento  al  cilindro 

x^  —  y^-  -  z^-  -I-  2yz  -\-  X  -{-  y  ~  z  =  5. 
II    —   5)   In  un  ellissoide    (di  semiassi    a,  b,  e)  è  costante    (=  -V 
4"  -j2 — I ^j  la  somma  dei  quadrati  dei  valori  inversi  di  tre  semidiame- 
tri mutuamente  perpendicolax-i   (Chasles).   Come  si  esprime  questa  somma 
mediante  gli  invarianti  della  superficie?  (cfr.  n."  252,  es.  llj  )  {}). 

6)  È  pure  costante  (=  4  (^-7,  +  -  .y^-,  +  J^^  )  la  somma  dei  quadrati 
dei  valori  inversi  delle  aree  di  tre  triangoli,  determinati  da  tre  semidiametri 
mutuamente  perpendicolari,  presi  a  due  a  due  (Chasles). 

7)  Nello  studio  delle  proprietà  metriche  di  un  ellissoide  '^^  +  —,- 
-\-  ~2~  =^  1  conviene  adoperare  le  seguenti  equazioni  parametriche  : 

X  =  a  cosa,  y  =  6cos/?,  z  =  e  cosy, 
dove  a,  /?,  y  sono  gli  angoli,  che  una  retta  variabile  forma  con  tre  rette 
mutuamente  perpendicolari.  A  queste  formule  si  arriva  naturalmente,  se  si 
stabilisce  l'affinità  x  =  aX,  y  =  bY,  z  r=  e Z  tra,  l'ellissoide  dato  e  la 
sfera  X'^  -{-  Y^  -\-  Z^  =  1.  Mediante  quella  affinità  il  punto  sopra  consi- 
derato dell'ellissoide  si  muta  nel  punto  (cosa,  cos,-?,  cosy)  della  sfera. 

8)  A  tre  punti  dell'ellissoide,  che  siano  estremai  di  tre  semidiametri 
mutuamente  coniugati,  corrispondono,  nell'affinità  nominata,  tre  punti 
della  sfera  appartenenti  a  tre  raggi  mutuamente  perpendicolari.  Dalle  for- 


(1)  I  risultati  relativi  all'ellissoide,  contenuti  in  questo  e  nei  successivi  esercizi, 
si  estendono  alle  altre  quadriche  a  centro,  pur  di  considerare  i  semidiametri  in  valore 
algebrico  (reale  o  immaginario). 
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mole  esprimenti  questo  fatto  si  ricavino  i  seguenti  tre  teoremi,  che  esten- 
dono all'ellissoide  le  relazioni  di  Apollonio  per  la  ellisse  (n.°  252). 

9)  In  un  ellissoide  è  costante  (=  a^  -\-  b^  -{-  c^)  la  somma  dei  qua- 
drati di  tre  semidiametri  coniugati  (Livet). 

10)  È  costante  (=  -j-  {b^c^  -\-  c'^a^  -f-  a^b^))  la  somma  dei  quadrati 
delle  aree  di  tre  triangoli,  determinati  da  tre  semidiametri  mutuamente 
coniugati,  presi  a  due  a  due  (Binet). 

11)  E  costante  {=  -q- abc)  il  volume  del  tetraedro,  di  cui  tre  spigoli 
sono  tre  semidiametri  mutuamente  coniugati  (Livet). 

12)  E  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  proiezioni  ortogonali  di 
tre  semidiametri  coniugati,  sopra  una  retta  (Petit),  o  sopra  un  piano  as- 
segnato (Chasles). 

13)  L'affinità,  che  lega  un  ellissoide  ad  una  sfera,  permette  di  dedurre 
il  volume  di  quello,  dal  volume  di  questa.  Si  trova  così  che  il  volume  rac- 
chiuso da  un  ellissoide  di  semiassi   a,  b,  e,  è    .y    Jiabc  (cfr.  n."  265). 

Ili  —  14)  Se  jo  è  la  distanza  del  centro  da  un  piano  tangente  all'ellissoide 
~i — 1 — p — I — ^  =  1,  e  /i,  (tt,  f  sono  gli  angoli,  che  la  normale  al  piano 
forma  cogli  assi,  si  ha 

^2  :::^   a^  COS" /l   -j-   Ò^COS^/t   -f~   C^COS^V. 

Applicando  questa  forinola  a  tre  piani  tangenti,  mutuamente  perpen- 
dicolari, risulta 

;j2+p,2_^^,2    ^    «2   _|_    fe2  _|.   ,2^ 

e  si  conchiude  :  «  il  luogo  dei  punti,  da  cui  si  possono  condurre  ad  un 
ellissoide  terne  di  piani  tangenti  perpendicolari,  è  una  sfera,  di  raggio 
Va^  +  ^^  +  c^,  concentrica  all'ellissoide»  (Monge);  (cfr.  n.°  252,  es.  21)).  Il 
cono  circoscritto  all'  ellissoide,  da  un  punto  qualsiasi  della  sfera,  è  tale,  che 
ad  esso  sono  circoscritti  infiniti  triedri  trirettangoli. 

15)  Il  teorema  precedente  vale  anche  per  i  due  iperboloidi  -^  +  -p" 

-_  r=  1,  per  i  quali  la  sfera  di  Monge  ha  il  raggio   J/^2  -|-  j2  ^2 

e  può  quindi  essere  immaginaria.  La  sfera  di  Monge  non  sega  in  punti 
reali  l'ellissoide,  o  l'iperboloide  a  due  falde.  Essa  sega  l'iperboloide  ad  una 
falda  lungo  una  curva  reale,  se  a  >  e  ;  «  questa  curva  (del  quarto  ordine) 
è  il  luogo  di  un  punto,  da  cui  escono  due  rette  della  superfìcie  perpendi- 
colari tra  loro  ». 

16)  Rispetto  al  paraboloide it  =  2z^  il  luogo  dei  punti,  da 

cui  si  possono  circoscrivere  terne  di  piani  tangenti  mutuamente  perpendi- 
colari, è  il  piano  2z  -\-  p  +  q  =:^  Q.  Esso  sega  il  paraboloide  iperbolico 
lungo  una  iperbole,  in  ogni  punto  della  quale  si  incontrano  due  rette  della 
superficie  mutuamente  perpendicolari. 

IV  —  17)  Se  in  un  cono  si  può  iscrivere  un  triedro  trirettangolo,  è 
nullo  l'invariante  lineare  J;  viceversa,  se  J  =  0,  si  possono  iscrivere  nel 
cono  infiniti  triedri  trirettangoli,  donde  risulta  che  «  se  in  un  cono  si  può 
iscrivere  un  triedro  trirettangolo,  si  possono  iscrivere  nel  cono  infiniti  trie- 
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dri  siffatti»  (cfr.  n.°  360,  es.  19)).  (Per  dimostrare  il  teorema  diretto,  si 
riferisca  il  cono  al  triedro  trirettangolo ;  per  l'inverso,  si  assuma  una  gene- 
ratrice come  asse  x,  e  si  ricordi  il  n.°  251). 

18)  Dicesi  equilatero  un  cono,  od  una  quadrica  (iperboloide  o  parabo- 
loide iperbolico),  che  abbia  nullo  l'invariante  lineare.  Il  cono  asintotico  di  un 
iperboloide  equilatero  è  equilatero.  I  piani  direttori  di  un  paraboloide  equi- 
latero sono  perpendicolari.  La  sezione  piana  di  un  iperboloide  (o  cono)  equi- 
latero con  un  piano  perpendicolare  ad  un  asintoto  (o  ad  una  generatrice) 
è  una  iperbole  equilatera;  tale  è  pure  la  sezione  di  un  paraboloide  equilatero 
con  ogni  piano  normale  all'asse. 

19)  In  un  iperboloide  equilatero  ad  una  falda,  ciascuna  generatrice  è 
segata  ortogonalmente  da  due  direttrici,  che  formano  tra  loro  un  angolo 
retto.  La  direttrice  e  le  due  generatrici,  che  son  parallele  a  quelle  tre  rette, 
formano  con  esse  un  seilatero  semplice  sghembo,  i  cui  lati  appartengono 
alla  superficie,  ed  i  cui  angoli  sono  retti  ;  lati  opposti  del  seilatero  sono  pa- 
ralleli. ^ 

20)  In  un  paraboloide  (rigato)  equilatero,  la  generatrice  (o  direttrice) 
uscente  dal  vertice  sega  ortogonalmente  tutte  le  direttrici  (o  generatrici). 
Viceversa,  se  una  retta  di  un  paraboloide  ha  questa  proprietà,  esso  è 
equilatero. 

21)  Segue  che  le  perpendicolari  calate  sopra  una  retta,  dai  punti  di 
una  retta  sghemba  con  quella,  formano  un  paraboloide  equilatero,  cui  ap- 
partengono le  rette  date. 

22)  In  un  fascio  di  quadriche  vi  è,  in  generale,  una  sola  quadrica  equi- 
latera; se  ve  ne  son  due,  ogni  quadrica  del  fascio  è  equilatera.  Se  le  qua- 
driche del  fascio  sono  coni  equilateri  collo  stesso  vertice,  le  quattro  gene- 
ratrici base  del  fascio  formano  un  quadrispigolo,  in  cai  le  coppie  di  facce 
opposte  si  segano  ortogonalmente.  Ad  un  triedro  generico  si  possono  cir- 
coscrivere infiniti  coni  equilateri;  questi  contengono  tutti  la  retta,  ove  si 
segano  i  piani  condotti  per  i  tre  spigoli  perpendicolarmente  alle  facce 
opposte  (cfr.  n.°  231,  es.  33)). 

23)  Un  cono  (od  un  iperboloide)  dicesi  dualmente  equilatero,  se  è  nullo 
il  suo  invariante  quadratico  J.  Ad  un  cono  siffatto  possono  circoscriversi 
infiniti  triedri  trirettangoli  ;  e  viceversa.  Un  iperboloide  dualmente  equi- 
latero possiede  infinite  terne  di  piani  asintotici  mutuamente  perpendicolari. 
La  sfera  di  MoxaE  (es.  14),  15))  di  un  tale  iperboloide  ha  raggio  nullo. 

24)  Il  luogo  dei  vertici  dei  coni  dualmente  equilateri,  circoscritti  ad 
una  quadrica,  è  la  sfera  di  Monge  (es.  14)).  Partendo  dalla  condizione  ,7=0 
ora  esposta,  si  ritrovi  l'equazione  di  questa  sfera. 

25)  Il  luogo  di  un  punto,  da  cui  si  possono  condurre  ad  una  quadrica 
a  centro  terne  di  tangenti  mutuamente  perpendicolari,  ossia  il  luogo  dei 
vertici  dei  coni  equilateri  circoscritti  alla  quadrica,  è  una  nuova  quadrica 
concentrica  alla  data,  cogli  assi  ugualmente  diretti.  Se  la  quadrica  primitiva 
è  un  paraboloide,  il  detto  luogo  è  un  paraboloide  rotondo  collo  stesso  asse. 

V  —  26)  In  una  quadrica  a  centro  il  segmento  di  una  normale  qual- 
siasi, compreso  fra  il  piede  ed  un  piano  principale,  moltiplicato  per  la  di- 
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stanza  del  centro  dal  relativo  piano  tangente,  dà  un  prodotto  costante 
(uguale  al  quadrato  del  semiasse  perpendicolare  al  piano  principale  con- 
siderato). 

27)  Segue  che  i  segmenti  di  una  normale,  compresi  fra  il  piede  e  le 
intersezioni  coi  piani  principali,  hanno  rapporti,  che  non  variano  al  variare 
della  normale. 

28)  Da  un  punto  generico  S  dello  spazio  si  conducano  le  normali  ad 
una  quadrica  a  centro.  Dalle  equazioni,  cui  devono  soddisfare  le  coordinate 
dei  piedi  di  quelle,  si  deduca  che  per  questi  punti  passano  tre  cilindri  di 
secondo  ordine,  di  cui  ciascuno  contiene  uno  degli  assi,  i  punti  all'  infinito 
degli  altri  due  assi,  ed  il  punto  S.  Due  di  questi  cilindri  hanno  in  comune 
una  retta  impropria  ed  una  curva  sghemba  del  B.°  ordine,  la  quale  con- 
tiene i  piedi  delle  dette  normali.  Osservando  che  i  due  cilindri  e  la  qua- 
drica data  hanno  in  comune  complessivamente  otto  punti,  si  conclude  che 
«  per  un  punto  si  possono  condurre  sei  normali  ad  una  quadrica  a  centro, 
i  cui  piedi  stanno  sopra  una  curva  del  terzo  ordine,  che  passa  per  il  punto 
dato,  per  il  centro  e  per  i  punti  all'infinito  degli  assi  ». 

Per  i  sei  piedi  (e  per  quella  curva)  passano  infinite  quadriche,  le  cui 
equazioni  si  ottengono  combinando  linearmente  le  equazioni  dei  tre  cilindri; 
tra  queste  quadriche  si  trova  un  cono,  col  vertice  nel  centro  della  quadrica 
data,  ed  un  cono  col  vertice  in  S.  Segue  :  «  le  sei  normali,  condotte  da  un 
punto  ad  una  quadrica  a  centro,  appartengono  ad  un  cono  (equilatero)  del 
secondo  ordine  col  vertice  in  quel  punto  »  (Chasles). 

29)  Per  un  punto  generico  dello  spazio  si  possono  condurre  cinque 
normali  ad  un  paraboloide;  il  cono  del  secondo  ordine,  che  esse  determinano, 
contiene  la  parallela  all'  asse  del  paraboloide  condotta  per  il  punto. 


Capitolo  V. 

Sezioni  circolari.  —  Quadriche  confocali. 

399.  Sezioni  circolari  di  una  quadrica;  ricerca  sintetica.  — 

Esporremo  in  quest'ultimo  Capitolo  alcune  proprietà  metriche, 
che  mettono  in  luce  le  relazioni  di  una  quadrica  col  cerchio 
assoluto  dello  spazio. 

Proponiamoci  anzitutto  il  problema  delle  sezioni  circolari: 
«  data  una  quadrica  (che  non  sia  una  sfera),  determinare  i 
piani,  che  la  segano  lungo  cerchi,  o,  brevemente,  i  piani  ciclici  ». 
Ricordiamo  che  la  conica  K,  segata  sopra  una  quadrica  da  un 
piano  TT,  ha,  come  punti  all'infinito,  le  intersezioni  della  retta 
all'infinito  p^  del  piano  colla  conica  all'infinito  H^i  della  su- 
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perfide.  Ora,  se  -ST  è  un  cerchio,  quei  punti  all'  infinito  devono 
esser  i  punti  ciclici  di  n  (n.°  155),  devono  adunque  trovarsi 
(oltre  che  su  ^ao)  sul  cerchio  assoluto  dello  spazio,  Q^^  che  è 
il  luogo  dei  punti  ciclici  di  tutti  i  piani  dello  spazio.  Quei 
due  punti  saranno  perciò  intersezioni  delle  coniche  H^,  i2^,  e 
la  retta  ^^^  del  piano  re  richiesto  sarà  la  congiungente  di  due 
tali  intersezioni. 

Ora  fu  già  notato  (n.°  382)  che  le  due  coniche  H^,  iìr^ 
si  segano  in  quattro  punti  immaginari,  i  quali  si  distribuiscono 
in  due  coppie  (Jf,  M'),  (N,  N')  di  punti  immaginari  coniu- 
gati. Il  quadrangolo  completo,  che  ha  quei  punti  come  vertici, 
ha  due  lati  opposti  reali  MM',  ]S[N\  gli  altri  quattro  imma- 
ginari. E  però  reale  il  triangolo  diagonale  FBS  del  quadran- 
golo, ed  ha  come  vertici  i  punti  all'infinito  degli  assi  della 
quadrica. 

Ricordando  che  ciascuno  dei  sei  lati  del  detto  quadrangolo 
è  retta  impropria  di  uno,  anzi  di  infiniti  piani  ciclici  paralleli, 
concludiamo  : 

Una  quadrica  è  segata  lungo  cerclii  dai  piani  di  sei  fasci 
impropri,  dei  quali  però  due  soli  si  compongono  di  piani  reali. 
I  piani  di  ciascuno  dei  sei  fasci  sono  paralleli  ad  uno  degli 
assi  della  quadrica,  mentre  ogni  asse  è  parallelo  ai  piani  di  due 
dei  sei  fasci.  In  particolare,  i  piatii  ciclici  reali  sono  paralleli 
ad  uno  stesso  asse. 

Il  risultato  vale  anche  per  i  coni  (a  vertice  proprio).  In 
particolare,  ogni  cono  reale  ammette  due  serie  di  sezioni  cir- 
colari reali,  e  può  quindi  riguardarsi  come  cono  circolare,  otte- 
nuto mediante  la  proiezione  di  un  cerchio  da  un  punto  estemo 
al  piano  di  questo. 

L' enunciato  esige  invece  qualche  avvertenza,  sopra  cui 
ritorneremo,  nel  caso  dei  paraboloidi.  Fermandoci  ora  sulle  qua- 
driche  a  centro,  possiamo  anche  dire  : 

Fra  i  piani  diametrali  di  una  quadrica  a  centro,  sei,  di 
cui  due  reali,  segano  la  superficie  lungo  cerchi  ;  per  ogni  asse 
della  superficie  passano  due  di  quei  sei  piani  ;  in  particolare,  per 
uno  degli  assi  passano  i  due  piani  ciclici  reali,  i  quali  (come 
è  visibile  per  ragioni  di  simmetria)  risultano  simmetrici  rispetto 
ai  due  piani  principali  secantisi  lungo  quell'  asse. 
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I  piani  ciclici  di  un  fascio  segano  la  quadrica  lungo  cer- 
chi, i  cui  centri  stanno  sopra  il  diametro  coniugato  con  quei 
piani,  cioè  sulla  retta  polare  della  retta  impropria  comune  ai 
piani  stessi  (n.°  374).  Poiché  quest'  ultima  retta  passa  per  il 
punto  improprio  di  un  asse  della  quadrica,  quel  diametro  gia- 
cerà nel  piano  principale  perpendicolare  all'  asse.  In  corrispon- 
denza ai  sei  fasci  di  piani  ciclici,  avremo  dunque  sei  diame- 
tri, giacenti,  a  coppie,  nei  tre  piani  principali  della  quadrica; 
tra  questi  diametri,  due  soli  sono  reali,  e  stanno  in  uno  stesso 
piano  principale.  Ciascuno  dei  sei  diametri  incontra  la  quadrica 
in  due  punti,  reali  o  immaginari,  i  cui  piani  tangenti  segano 
la  superficie  lungo  cerchi  di  raggio  nullo,  vale  a  dire  lungo 
coppie  di  direzioni  assolute  (n.*^  143).  Ora  un  punto  di  una 
quadrica,  il  cui  piano  tangente  seghi  la  superfìcie  lungo  due 
rette  aventi  direzioni  assolute,  dicesi  punto  circolare  od  ombe- 
lico ;  in  esso  la  involuzione  delle  tangenti  coniugate  (n°  354) 
è  circolare.  Concludiamo  : 

Una  quadrica  a  centro  possiede  dodici  ombelichi,  situati  a 
coppie  sopra  sei  diametri;  ogni  piano  principale  contiene  quat- 
tro di  quei  punti.  Dei  dodici  ombelichi,  quattro  al  più  sono  reali, 
e  stanno  in  uno  stesso  piano  principale  (perpendicolare  all'asse 
per  cui  passano  due  piani  ciclici  reali).  Precisamente,  ricor- 
dando le  relazioni  tra  rette  polari  esposte  al  n.°  367,  si  di- 
mostra che  una  quadrica  a  punti  ellittici  possiede  effettivamente 
quattro  ombelichi  reali,  mentre  sopra  una  quadrica  a  punti  iper- 
bolici gli  ombelichi  sono  tutti  immaginari;  (ciò  è  chiaro,  perchè 
un  ombelico  reale  è  un  punto  ellittico).  La  sfera  naturalmente 
non  è  compresa  in  questo  enunciato,  giacché  ogni  punto  di 
essa  è  un  ombelico. 

Vediamo  ora  come  questi  risultati  si  modifichino  nel  caso 
dei  paraboloidi.  La  conica  all'infinito  H^  di  un  paraboloide 
si  scinde,  come  sappiamo,  in  due  rette,  reali  o  immaginarie, 
secondo  che  il  paraboloide  è  iperbolico  od  ellittico.  Queste  co- 
stituiscono una  coppia  di  lati  opposti  del  quadrangolo  MM'NN' 
sopra  considerato  ;  ma  i  piani  passanti  per  una  di  quelle  rette 
non  segano  il  paraboloide  lungo  cerchi  propriamente  detti, 
bensì  lungo  la  retta  impropria  nominata  ed  una  retta  propria. 
Scartando    questi    piani,    risulta   che   un   paraboloide  possiede 
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quattro  fasci  impropri  di  piani  ciclici^  dei  quali  fasci  due  si 
compongono  di  piani  reali  se  il  paraboloide  è  ellittico,  e  nessuno 
se  il  paraboloide  è  iperbolico  Q).  I  quattro  fasci  si  distribuiscono 
in  due  coppie,  in  guisa  che  i  piani  di  ciascuna  coppia  sono 
paralleli  ad  una  delle  rette,  ove  il  piano  tangente  nel  vertice 
del  paraboloide  è  segato  dai  piani  principali  ;  ad  una  delle 
coppie  appartengono  i  piani  ciclici  reali  del  paraboloide  ellit- 
tico. 

Il  diametro  coniugato  ai  piani  ciclici  di  un  fascio  sega  il 
paraboloide  nel  centro  improprio  ed  in  un  punto  proprio,  che 
è  un  ombelico  della  superficie  ;  dunque:  un  paraboloide  possiede 
quattro  ombelichi,  situati  a  coppie  nei  due  piani  principali  ;  di 
questi  punti,  due  {appartenenti  ad  uno  stesso  piano  principale) 
sono  reali  nel  paraboloide  ellittico,  nessuno  nel  paraboloide 
iperbolico. 

Osservazione.  —  Noi  abbiamo  tacitamente  supposto  die 
le  quattro  intersezioni  M,  Jf ',  N,  N'  della  conica  airinfinito 
Hy.  di  una  quadrica  coli'  assoluto  Q^  siano  distinte  tra  loro. 
Ora  fu  già  osservato  (n."  382)  che  può  M  venire  a  coincidere 
con  N,  e  nel  tempo  stesso  M'  con  N'  ;  allora  le  due  coniche  H-^, 
S2^  si  toccano  nei  due  punti  M  ^  N^  M'  ^  N',  eia  super- 
ficie è  rotonda  intorno  ad  un  asse,  che  passa  per  il  polo  P 
della  retta  MM'  =  NN'  rispetto  alle  dette  coniche.  In  tal 
caso,  1-e  due  serie  di  piani  ciclici  reali  vengono  a  coincidere 
neir  unico  fascio  improprio  dei  piani  passanti  per  la  retta 
MM']  questi  pi»ni  sono  perpendicolari  all'asse  di  rotazione,  e 
segano  la  quadrica  rotonda  lungo  i  cerchi  paralleli  (n*"  327). 
I  punti  di  incontro  dell'  asse  colla  quadrica  (ove  esistano)  sono 
gli  ombelichi  reali  della  superficie. 

400.  Sezioni  circolari;  ricerca  analitica.  —  Le  considera- 
zioni precedenti  possono  tutte  interpretarsi  col  mezzo  delle 
coordinate.  La  ricerca  analitica  dei  piani  ciclici  di  una  quadrica, 
di  data  equazione,  porta,  in  sostanza,  alla  ricerca  delle  coniche 
degeneri  nel  fascio  determinato  dalla  conica  all'infinito  H^  della 
superfìcie  insieme  coli' assoluto,  porta  dunque  a  risolvere  quel- 


(^)  L'  ultimo  risultato   è  evidente,  perchè   il  paraboloide    iperbolico   è 
sep^ato  dai  piani  reali  lungo  iperboli,  o  parabole  (n.°  370). 

45 
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r  equazione  cubica  A  {k)  =  0,  che  abbiamo  già  incontrato  più 
volte  (n.'  378,  394).  Il  procedimento  si  semplifica  notevolmente, 
se  si  parte  dall'  equazione  normale  della  quadrica.  Noi  lo  espor- 
remo nel  caso  dell'ellissoide,  ed  enunceremo  i  risultati  relativi 
agli  altri  casi. 

Sia  dato  un  ellissoide  non  rotondo 

(1)  ^  +  1  +  -^  =  1. 

i  cui  assi  possiamo  supporre  scelti  in  guisa  che  sia 

(2)  a  >  6  >  e. 

La    conica    all'infiaiito   II  jr    dell'  ellissoide    ha    (nel    piano 
^  =  0)  l'equazione 

(3)  -„;^  +    f.^  +    -,-  =  0, 

mentre  (nello  stesso  piano)  l'assoluto  i^o^  ha  l'equazione 

(4)  x^  -f  y^'  -f  0^  =:=  0. 

La  conica  generica  del  fascio,  determinato  da  H ^^  i2 -e, 

~r  +  |r  +  -|-  -  ''(=''  +  r-  +  '')  =  0- 

(^  -  *=)  +  yiì^  -  "■)  +  'i^  -  «=)  =  0, 

degenera  in  corrispondenza  ai  tre  valori  del  parametro 

,  _   1    _i L 

Essa,  ad  es.,  per  il  valore  /t  =  ^^  ,   si  scinde  nelle  due  rette 

ossia 

(5)  —1/^^"=^"'   ±  -^-VV'  —  c^  =  0, 

a  e 

rette  che  son  reali  in  virtù  delle  (2)  ;  agli  altri  due  valori  di  li 
corrispondono  invece,  come  subito  si  vede,  coppie  di  rette  im- 
maginarie. La  stessa  equazione  (5),  ove  si  faccia  astrazione  dalla 
/  =  0,  rappresenta  i  due  piani  proiettanti  dall'origine  quelle 
due  rette,    rappresenta  i  due  piani  ciclici  reali  condotti  per  il 


ossia 


X 
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centro  dell'ellissoide.  Essi  si  segano  lungo  l'asse  y,  che  è  Vasse 
di  lunghezza  intermedia. 

I  diametri   coniugati  ai  due   piani  (5)  hanno  le  equazioni 
(n.°  372) 

ij  =  0,      ^^^.^  =  -±  -~j.J==^ 
aVa^  —  b-'  cVb'  —  C-" 

e  segano  l'ellissoide  (1)  in  quattro  punti,  le  cui  coordinate  si 
ottengono,  risolvendo  il  sistema  formato  dalle  due  equazioni 
ora  scritte  (presa  la  seconda  coll'uno  e  coli'  altro  segno)  e  dal- 
l'equazione (1).  Fatti  i  calcoli,  si  ottengono  cosi  le  coordinate 
dei  quattro  ombelichi  reali  deW  ellissoide  • 

Similmente  si  dimostra  che  i  piani  ciclici  reali  condotti  per 
d  centro  di  un  iperboloide  ad  una  falda  passano  per  il  maggiore 
dei  due  assi  trasversi  ;  e  gli  analoghi  piani,  relativi  aW  iperboloide 
a  due  falde,  passano  per  il  maggiore  dei  due  assi  non  trasversi. 
Dei  due  iperboloidi,  solo  il  secondo  ha  quattro  ombelichi  reali 
nel  piano  principale  perpendicolare  all'asse  nominato. 

Per  il  paraboloide  ellittico 

h  -—  =  2z, 

p  q 

con  />  >  2  >  0,  i  due    piani  ciclici    reali    uscenti  dal  vertice 
hanno  le  equazioni 

yVp  — ^   ±  zVq    =  0, 
e  i  due  ombelichi  reali,  propri,  hanno  le  coordinate 

(o,   ±vr(r-i),   4~(i>-?))- 

Le  due  serie  di  sezioni  circolari  del  cono  generale  di  2°  ordine  furono 
scoperte  da  Descartes  (1648),  mentre  Apollonio  aveva  insegnato  a  deter- 
minare una  delle  serie,  quando  l'altra  era  nota.  D'Alembert  (1780)  dimo- 
strò che  anche  l'ellissoide  possiede  due  serie  di  sezioni  circolari.  La  ricerca 
generale,  per  tutte  le  specie  di  quadriche,  fu  fatta  da  Monge  e  Hachette 
(1802);  le  considerazioni  sintetiche  del  n.°  399  sono  dovute  a  Poncelet 
(1822). 

401.  Quadriche  a  centro  confocali.  —  Ad  una  nuova  serie 
di  proprietà  metriche  notevoli  delle  quadriche  si  giunge,  quando 
si  cerchi  di  estendere  a  queste  superficie  la  nozione  di  fuochi, 
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che  presenta  tanto  interesse  nello  studio  delle  coniche.  Giova 
qui,  per  procedere  nel  modo  più  semplice,  partire  dal  concetto 
di  coniche  confocali^  e  cercare  1'  equivalente  nello  spazio. 

Ricordiamo  perciò  (n."  262)  che  quelle  coniche  formano 
una  schiera,  alla  quale  appartiene,  come  conica  inviluppo  de- 
genere, la  coppia  dei  punti  ciclici.  Ora,  similmente,  possiamo 
formare  la  schiera  di  quadriche  (n."  369),  che  è  determinata 
da  una  quadrica  generica  assegnata  e  dal  cerchio  assoluto,  ri- 
guardato come  quadrica  limite^  ossia  quadrica  inviluppo  dege- 
nere ;  tutte  le  quadriche  della  schiera  si  diranno  confocali.  In 
altre  parole  :  due  quadriche  si  dicono  confocali^  se  della  schiera 
che  le  contiene  fa  parte  il  cerchio  assoluto. 

Le  numerose  proprietà  delle  quadriche  confocali  si  otten- 
gono subito,  ricordando  ie  proprietà  proiettive  delle  schiere  di 
quadriche  (n."  369),  e  tenendo  conto  della  particolarità  metrica, 
che  caratterizza  la  schiera,  di  cui  ora  vogliamo  occuparci.  Ma 
per  procedere  nel  modo  più  completo,  cominceremo  collo  sta- 
bilire le  equazioni  delle  quadriche  confocali. 

Partiamo  dall'  equazione  di  una  quadrica  in  coordinate  di 
punti  ;  supporremo,  per  semplicità,  ridotta  la  equazione  a  forma 
normale,  e  lascieremo  da  parte  per  il  momento  il  caso  dei  pa- 
raboloidi. Non  occorre  invece  distinguere  tra  le  varie  specie 
di  quadriche  a  centro,  giacché,  come  vedremo,  ogni  schiera  di 
quadriche  a  centro  confocali  contiene  ellissoidi  ed  iperboloidi  delle 
due  specie.  Possiamo  dunque,  senza  introdurre  restrizioni,  sup- 
porre che  la  superficie  data  sia  un  ellissoide  reale 

(1)  4  +  -&  +  4  =  1, 

^  ^  a-'  b-'  e-' 

i  cui  assi  riterremo  scelti  in  guisa,  che  sia 

(2)  a  >  6  >  e; 

(veniamo  cosi  ad  escludere  il  caso  delle  quadriche  rotonde,  che 
presenta  minor  interesse).  Il  nostro  ellissoide,  considerato  come 
inviluppo  di  piani,  ha  (n.°  388)  l'equazione 

(3)  a^u'  +  62z;2  -f  c^w'^  =  1. 

D'  altra  parte,  l'assoluto  è  rappresentato,  in  coordinate  di 
piani,  da 

(4)  u'  +  ?;2  +  w;2  =  0, 
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come  risulta  dall' Oss.  del  n.''  388  applicata  al  cono 
^'  +  V'  +  ^'  =  0. 
Lo  quadriche  inviluppi  (3),  (4)    determinano    una  schiera, 
la  cui  quadrica  generica  ha  T  equazione  pliickeriana 

ossia 

(5)      («2    -    A-)w2    +    (ò-^    _    /,),;2    _f    (^2    _    /i;),,,2    -1^0, 

e  quindi  l'equazione  cartesiana 


X' 


Al  variare  di  A",  la  quadrica  (5)  o  (6)  descrive  la  schiera  delle 
quadriche  confocali  alla  data. 

La  (6)  ci  fa  vedere  anzitutto  che  le  quadriche  confocali 
hanno  lo  stesso  centro  e  gli  stessi  piani  principali  ;  esse  segano 
ciascuno  di  questi  in  una  schiera  di  coniche  confocali  ;  ad  es., 
le  sezioni  col  piano  a?//  hanno,  come  fuochi,  duo  punti  sull'asso 
x^  di  ascisse     I;  V a'^  —  h'^. 

La  (6)  fa  vedere,  in  secondo  luogo,  che  tra  quelle  quadri- 
che  vi  sono  effettivamente  quadriche  a  centro  di  tutte  le  spe- 
cie, come  avevamo  affermato.  Infatti,  tenendo  conto  delle  di- 
suguaglianze (2),  apparisce  che,  ai  valori  di  k  compresi  negli 
intervalli  qui  sotto  indicati,  corrispondono  le  quadriche  nomi- 
nate di  fronte: 

~  oo  <  /,■  <  6-3,         ....  ellissoidi  reali, 

c^  <.  h  <,  h'\         ....  iperboloidi  ad  una  falda, 
Ò2  <  /i:  <  a^,  ....  iperboloidi   a  due  falde, 

^^  <  ^'  <  -f-  co ,  •  .  •  .  ellissoidi  immaginari. 

Ai  limiti  degli  intervalli  corrispondono  quadriche  inviluppi 
degeneri,  cioè  coniche  riguardate  come  inviluppi  di  piani.  Ad 
es.,  per  k  =  c^,  la  (5)  ci  dà 

(a^  -  c2)^,2  j_  qyi  _  ^2^)^2  ^  ^^ 

che  è  (n.°  244)  1"  equazione  plùckeriana  della  ellisse  reale 
x'' y'^  _ 


c'      '       è- 
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situata  nel  piano  2;  =  0.  Si  può  formar  cosi  la  tabella 


ellisse  reale 


k  :=■  b'^,  ...  iperbole 


:r  + 


1 


nel  piano  xy, 


k 


ellisse  immag. 


y 


+ 


b^  —  c'    ~ 

nel  piano  xz. 


a^  —  62 

nel  piano  yz, 

k  =  db  00 ..  cerchio  assoluto  nel  piano  all'  infinito. 

Son  queste  le  quattro  coniche  costituenti  le  quadriche  in- 
viluppi degeneri,  che  una  schiera,  come  già  sappiamo,  contiene 
(n.*' 369, /■)).  Le  prime  tre  di  osse,  0  talora  solo  le  prime  due, 
che  sono  reali,  diconsi  coniche  focali  della  schiera.  Dunque  : 

Una  schiera  di  quadriche  a  centro  confocali  jìossiede  tre 
coniche  focali,  appartenenti  ai  tre  piani  principali  :  d74,e  di  que- 
ste coniche  sono  reali,  e  precisamente  una  ellisse,  situata  nel 
piano  che  contiene  V  asse  maggiore  e  V  asse  medio  di  un  qual- 
siasi ellissoide  della  schiera,  ed  una  iperbole,  nel  piano  dell'asse 
maggiore  e  delV  asse  minore  del  detto  ellissoide. 

La  ellisse  focale 


(7) 


X" 


y- 


6-' 


1,  Z   =z   0 


ha  i  fuochi  nei  punti  (j=  V a~  —  b^ ,  0,  0),  ove  cadono  i  fuo- 
chi delle  coniche  segate  sul  piano  xy  dalle  quadriche  confo- 
cali ;  gli  stessi  punti  sono  vertici  dell'  asse  trasverso  nella 
iperbole  focale 


(8) 


X' 


h     y  =  0, 


i  cui  fuochi  (J-  |/a-  —  c^ ,  0,  O)  sono,  alla  loro  volta,  i  vertici 
dell'  asse  maggiore  della  ellisse  (7),  e  son  pure  i  fuochi  delle 
sezioni  delle  quadriche  confocali  col  piano  xz.  Conviene  ricor- 
dare una  parte  di  questo  risultato  cosi  : 

La  ellisse  e  la  iperbole  focale   hanno  gli  assi   focali  situati 
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sopra  una  stessa  retta,  ove  sta  V  asse  maggiore  di  ogni  ellissoide 
della  schiera  ;  i  fuochi  di  ciascuna  delle  due  curve  sono    vertici 
delV  asse  focale  per  V  altra. 


Riprendendo  ora  in  esame  le  due  tabelle  precedenti,  ove  son 
considerate  le  variazioni  del  parametro  fc,  noi  possiamo  raffi- 
gurarci, nel  seguente  modo,  un  sistema  di  quadriche  a  centro 
confocali.  Si  attribuisca  anzitutto  a  fc  un  valore  compreso  tra 
—  co  e  e- ;  la  (6)  ci  darà  in  corrispondenza  un  ellissoide,  i  cui 


semiassi  valgono 


Vi 


vw 


k 


Vc^ 


e  decrescono  al  crescere  di  k.  Quando  k  raggiunge  il  valore  e-, 
il  minore  dei  tre  semiassi,  yc-  —  k ,  diretto  secondo  z,  si  an- 
nulla, l'ellissoide  si  schiaccia,  e  si  riduce  ad  un  disco,  che  rico- 
pre due  volte  la  regione  del  piano  xy  interna  alla  ellisse  fo- 
cale (7).  Continuando  k  a  crescere  nell'intervallo  da  c^  a  6^, 
si  ottengono  iperboloidi  ad  una  falda  di  semiassi  trasversi 
decrescenti  ya-  —  k  ,  V6'^  —  k  ,  diretti  secondo  x,  //;  le  ellissi 
di  gola  di  questi  iperboloidi  cadono  tutte  nell'  interno  della 
ellisse  focale.  Se  poi  k  raggiunge  il  valore  h-,  il  minore  dei 
due  semiassi  trasversi,  yh'^  —  k  ,  si  annulla,  e  F  iperboloide 
si  schiaccia  sul  piano  xz,  a  viene  a  ricoprire  doppiamente  la 
regione  di  questo  piano  esterna  alla  iperbole  focale  (8).  Final- 
mente, quando  k  cresce  da  b'^  ad  a=^,  si  hanno  iperboloidi  a  due 
falde,  in  cui  1'  unico  semiasse  trasverso,  ya^  —  A;  ,  va  decre- 
scendo, ed  è  diretto   secondo  x:    questi   iperboloidi   segano    il 
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piano  xz  lungo  iperboli  giacenti  nella  regione  ora  nominata. 
Per  k  =  a^  si  ha  l'ellisse  immaginaria  del  piano  yz^  e  per 
/e  >►  a'^  si  ottengono  qnadriche  immaginarie  (^),  Q. 

Premesse  queste  nozioni,  veniamo  a  tradurre,  pel  nostro 
caso,  le  proprietà  generali  delle  schiere  di  quadriche. 

La  proprietà  a)  del  n.°  369  ci  dà 

a)  Tra  le  infinite  quadriche  confocali  a  una  data,  ve  n'è 
una  soia  che  tocca  un  piano  generico  assegnato  ;  quella  superfi- 
cie è  sempre  reale,  se  tale  è  il  piano,  giacche  essa  corrisponde 
a  quel  valore  di  k  (certo  minore  di  a'^),  che  soddisfa  la  (5), 
ove  siano  poste,  in  luogo  di  u,  v,  w,   le  coordinate  del  piano. 

Per  una  retta  generica  r  dello  spazio  conduciamo  le  cop- 
pie di  piani  tangenti  alle  singole  quadriche  confocali  ;  quelle 
coppie  costituiscono  una  involuzione  (n.°  369,  ò)  ),  cui  appar- 
tiene la  coppia  dei  piani  passanti  per  r  e  tangenti  all'  as- 
soluto. I  piani  doppi  dell'involuzione,  dovendo  dividere  armo- 
nicamente anche  questa  coppia,  risultano  perpendicolari  tra  loro 
e  reali;  essi  d'altra  parte  toccano  (n.""  369,  e))  1" una  o  l'altra 
delle  due  quadriche  della  schiera,  che  sono  tangenti  alla  retta. 
Seguono  dunque  i  teoremi  : 

b)  Le  coppie  di  pia<0  tangenti,  condotte  per  una  retta  alle 
infinite  quadriche  confocali  (e  alle  loro  coniche  focali),  formano 
una  involuzione  simmetrica  (cfr.  n.°  262,  e)  V 

e)  Fra  le  infinite  quadriche  confocali  ve  ne  son  due,  sem- 
pre reali,  che  toccano  una  retta  generica  assegnata  ;  i  relativi 
piani  tangenti,  passanti  per  la  retta,  sono  perpendicolari  tra  loro. 

Il  teorema  d)  del  n.°  369  ci  dà  : 

d)  I  coni  circoscritti,  da  un  punto  generico  dello  spazio, 
alle  quadricJie  confocali  formano  una  schiera,  cui  appartiene   il 


(^)  Si  possono  seguire  queste  osservazioni,  e  le  successive,  sulla  lìg.  (1 
della  Tavola  annessa  al  volume,  la  qual  figura  rappresenta  tre  quadriche 
confocali,  delle  tre  specie. 

(■2)  Se  si  fa  invece  decrescere  A-  da  a^  a  —  x,  si  ottiene  anzitutto  un 
iperboloide  a  due  falde,  die  per  A:  =  6*  viene  a  ricoprire  due  volte  la  re- 
gione del  piano  xz  interna  all'  iperbole  focale  (8),  poi  un  iperboloide  ad 
una  falda,  che  per  A:  :=  c^  si  schiaccia  sulla  regione  del  piano  xy  esterna 
air  ellisse  focale  (7),  finalmente  un  ellissoide  reale. 
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cono    dette    direzioni    assolute  uscenti  dal  punto  ;    una    siffatta 
schiera  dicesi  schiera  di  coni  confocali. 

Per  quel  punto  passano  (n.''  369,  e))  tre  delle  quadriclie 
confocali,  i  cui  piani  tangenti  nel  punto  costituiscono  un  trie- 
dro autoconiugato  rispetto  alle  quadriche  stesse  ed  ai  coni 
nominati.  H  triedro  è  dunque  trirettangolo  (perchè  autoconiu- 
gato rispetto  al  cono  delle  direzioni  assolute),  ed  è  formato 
dai  piani  principali,  sempre  reali,  di  ciascuno  di  quei  coni 
(n.°  382).  Dunque  : 

e)  Fra  le  infinite  quadrtche  confocali  ve  ne  son  tre,  sem- 
pre reali,  die  passano  per  un  punto  generico  assegnato  •  '  i  re- 
lativi piani  tangenti  in  quel  punto  sono  perpendicolari  a  due 
a  due. 

Segue  che,  se  due  quadriche  confocali  si  segano  lungo  una 
curva,  1  rispettivi  piani  tangenti,  in  ciascun  punto  di  questa 
sono  perpendicolari;  le  due  quadriche  si  segano  ortogonal- 
mente lungo  la  curva.  Il  fatto  che  per  ogni  punto  dello  spa- 
zio passano  tre  quadriche  confocali,  secantisi  ivi  ortogonal- 
mente a  due  a  due,  si  esprime  dicendo  che  le  quadriche  con- 
focali formano  un  (particolare)  sistema  triplo  ortogonale  di 
superficie. 

Ridimostriamo,  e  completiamo  per  via  analitica,  la  prima 
parte  del  teorema  e).  Le  quadriche  confocali,  passanti  per  un 
punto  generico  assegnato,  corrispondono  a  quei  valori  di  A-  che 
soddisfano  l'equazione  (6),  nella  quale  x,  yy,  z  indichino  le  co- 
ordinate del  punto  dato.  Liberando  da  frazioni  la  («),  si  ot- 
tiene 

(9)      («2  _  ^)(j.  _  ^^^^,  _  ^^  _  ^^^^  __  ^^  ,^^  _  ^^ 

-  y'iC'  -  k)(a-'  -  k)  -  z^a-'  -  Jc)(b2  -  A-)  =  0, 

equazione  cubica  in  k,  che  ha  tre  radici  reali  A:,,  A-.,,  A-,,  perchè 
d  primo  membro  assume  valori  di  segni  alternati  (+,  —, 
+,  — ),  quando  a  A;  si  attribuiscano  successivamente  i  valori 
—  GO,  e 2,  b-,  aK  Dagli  intervalli,  ove  vengono  a  trovarsi  le 
radici,  si  deduce  che  : 

e')  Le  tre  quadriche  confocali  reali,  passanti  per  un  punto 
generico  assegnato,   sono:   un  ellissoide,    un  iperboloide  ad   una 
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falda,  ed  un  iperboloide  a  due  falde  Q).  Donde  segue  che  qua- 
driche  confocali  dello  stesso  nome  non  si  segano  in  punti  reali, 
mentre  si  vedrebbe  che  quadriche  confocali  di  nome  diverso  si 
segano  lungo  curve  reali. 

Ad  ogni  punto  P{x,  y,  z)  dello  spazio  corrispondono,  me- 
diante la  (9),  tre  valori  reali  k^,  k^-,  ^3,  appartenenti  agli  in- 
tervalli (—  00,  c^),  (e-,  ò^),  (6^,  a^),  e  relativi  alle  tre  quadriche 
confocali  che  passano  per  il  punto.  Viceversa,  dati  tre  valori 
reali  ^i,  k^,  ks,  appartenenti  a  quegli  intervalli,  si  hanno  tre  qua- 
driche confocali,  che  si  segano  in  otto  punti  P  (±  x,  dz  y,  dz  z), 
dei  quali  uno  solo  sta,  ad  es.,  nel  triedro  che  ha  come  spigoli 
i  tre  semiassi  positivi.  In  virtù  di  questa  corrispondenza,  si 
assumono  talora  i  tre  numeri  /ci,  À:2,  ^3  come  coordinate  di  un 
punto  P  variabile  nello  spazio,  o  nel  triedro  suddetto.  Il  sistema 
delle  coordinate  ellittiche,  a  cui  così  si  perviene,  viene  applicato 
utilmente  in  alcuno  questioni  di  geometria,  di  meccanica  ecc. 

Riprendiamo  in  esame  le  proprietà  generali  delle  schiere 
di  quadriche.  I  teoremi  /"),  g)  del  n."  369  ci  condurrebbero  alle 
coniche  focali  della  nostra  schiera,  delle  quali  abbiamo  già  di- 
scorso. Il  teorema  li)  (n.°  369)  ci  dà  invece  una  notevolissima 
proprietà  delle  dette  coniche.  Si  assuma  infatti  sopra  una,  K, 
delle  coniche  focali  un  punto  P,  e  da  esso  si  circoscrivano  coni 
alle  quadriche  confocali;  questi,  tra  cui  si  trova  il  cono  delle 
direzioni  assolute  uscenti  da  P,  hanno  in  comune,  secondo  il 
teorema  li),  due  generatrici  ed  i  piani  tangenti  lungo  queste,  i 
quali  piani  si  segano  nella  tangente  in  P  alla  conica  K. 


(1)  Se  le  quadriche  corrispondenti  ai  valori  fci,  A: 2  del  parametro  hanno 
in  comune  il  punto  («o,  Va,  2o\  sussistono  le  relazioni 

~"    ^'     a2   -  k2~^   fe2  _  ^2  "^   c2  -  /C2 

dalle  quali,  mediante  sottrazione,  e  soppressione  del  fattore  non  nullo  k^  —  k2, 
si  ricava 

xq^ 1 yo^ I ^0! =  0. 

(a2  -  "^1)  (a2  —  ^2)  "^  (b^  —  ^-i)  (fi^  -  ^2)        (c^  —  ^1)  (c^  "  ^a) 
Ora  si  riconosce  esser  questa  la  condizione  di  perpendicolarità  dei  piani 
tangenti  (n.°  388)  alle  due  quadriche  in  (xq,  2/0,  2 o)- Resta  così  dimostrata 
analiticamente  anche  la  seconda  parte  del  teorema  e). 
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Ora  sappiamo  che  un  cono,  il  quale  sia  bitangente  al  cono 
delle  direzioni  assolute  uscenti  dal  suo  vertice,  è  rotondo,  ed  ha, 
come  asse  di  rotazione,  la  retta  intersezione  dei  piani  tangenti 
comuni  ai  due  coni  (n."  382).  Dunque  : 

h)  /  coni  circoscritti  alle  quadriche  confocali,  da  un  punto 
di  una  conica  focale,  sono  rotondi,  ed  hanno,  come  asse  comune 
di  rotazione,  la  tangente  a  quella  conica  in  quel  punto. 

Anzi  i  punti  delle  coniche  focali  sono  i  soli  (n.°  369,  i)), 
che  godano  della  proprietà  enunciata. 

402.  Paraboloidi  confocali.  —  Vediamo  rapidamente  come 
queste  proprietà  si  estendano  ai  paraboloidi. 

Dato  un  paraboloide,  ad  es.  ellittico,  non  rotondo, 

(1')  ^'  -r  ^'  =  2z 

p         q 

con  p  ">  q  >  0,  e  scrittane  l'equazione  tangenziale  (n-"  392j 

(3')  pu'  -f-  qv~  —  2w  =  0, 

si  consideri  la  schiera  determinata  da  esso  col  cerchio  assoluto. 
La  quadrica  generica  della  schiera  ha  l'equazione  tangenziale 
(5')       (p  -  l<)u^  -f  (q  -  A>2  _  (;^^.  _|_  2),^-   =   0, 
e  l'equazione  cartesiana 

(6')  — ^~-  +  --^    =2z  -  k. 

p  —  k     ^     q  —  k 

Variando  k  da  —  x  a  -[-  co,  si  ottengono  dunque  parabo- 
loidi ellittici  finché  k  <,  q,  paraboloidi  iperbolici  se  q  <i  k  <i  p, 
e  di  nuovo  paraboloidi  ellittici  (coli'  asse  diretto  in  senso  inverso 
rispetto  ai  primi)  se  k  '^  p.  In  corrispondenza  al  valore  k  ■=  q, 
si  ha  una  parabola  focale 

X-  z=:  (p  —  q)  (2z  —  q) 

nel  piano  principale  ?/  =  0  ;  e  per  k  =•  p  si  ha  una  seconda 
parabola  focale 

y2  =  —  (p  —  q)  (2z  —  p) 
nel  piano  principale  x  =  0.  Le  due  parabole  hanno  gli  assi 
sovrapposti  (sulla  retta  z),  ma  rivolti  in  senso  opposto,  ed  hanno 
lo    stesso    parametro  p    —   q.    Il    fuoco    della  prima   parabola 
(0,  0,   —-)  è  il  vertice  della  seconda,  e  viceversa. 
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Alla  schiera  dei  paraboloidi  confocali  si  applicano  immutati 
i  teoremi  a),  6),  e),  d),  e),  h)  del  n."  precedente.  Il  teorema  e') 
diviene  : 

Per  un  punto  passano  tre  paraboloidi  confocali,  di  cui  due 
ellittici  ed  uno  iperbolico,  secantisi  ortogonalmente  nel  punto. 

403.  Coniche  focali  di  una  quadrica.  —  Data  una  qua- 
drica,  è  perfettamente  determinata  la  schiera  di  quadriche  con- 
focali, a  cui  essa  appartiene;  son  determinate  quindi  le  coniche 
focali  della  schiera,  che  possono  dirsi  coniche  focali  della  qua- 
drica primitiva.  Esse  sono  caratterizzate  dalla  proprietà  seguente, 
che  discende  dal  teorema  h)  del  n.°  401  ;  nell'  enunciato  si 
tien  conto  soltanto  delle  due  coniche  reali. 

Il  luogo  dei  punti,  da  cui  si  possono  circoscrivere  coni  ro- 
tondi ad  una  quadrica,  si  compone  di  due  coniche  reali  {dette 
focali),  giacenti  in  due  piani  principali  della  quadrica,  ed  aventi 
gli  assi  focali  situati  sopra  uno  stesso  asse  di  quella.  Precisamente, 
se  la  quadrica  ha  centro,  V  asse  nominato  è  il  maggiore  degli  assi 
trasversi  o  V  unico  asse  trasverso  ;  delle  due  coniche  focali  una 
è  ellisse,  V  altra  è  iperbole  ;  i  fuochi  di  ciascuna  sono  vertici 
dell'asse  focale  per  V altra.  Se  la  quadrica  è  un  paraboloide,  le 
due  coniche  focali  sono  parabole,  aventi  ciascuna  il  vertice  nel 
fuoco  deW  altra. 

I  coni  rotondi,  di  cui  parla  il  teorema,  sono  poi  reali  o 
immaginari,  secondo  che  i  relativi  vertici  sono  esterni  od  interni 
alla  quadrica. 

Le  due  coniche  focali  reali  e  la  conica  focale  immaginaria 
di  una  quadrica  a  centro  segano  la  superficie  complessivamente 
in  dodici  punti.  Si  dimostra,  per  via  sintetica  o  analitica,  che 
son  questi  i  dodici  ombelichi  della  quadrica  (')  ;  sono  reali,  nel- 
r  ellissoide,  gli  ombelichi  segati  dalla  iperbole  focale,  e,  nel- 
r  iperboloide  a  due  falde,  quelli  segati  dall'ellisse  focale.  Con- 
siderazioni analoghe  valgono  per  i  paraboloidi. 

404.  Coniche  focali  coniugate.  —  Le  osservazioni  del  n.*' 
precedente  continuano  a  sussistere,   anche  quando  si  parta  da 


(1)  Infatti  il  cono  rotondo,  circoscritto  da  uno  di  quei  punti  alla  qua- 
drica, degenera,  come  inviluppo,  in  due  fasci,  i  cui  assi  sono  le  direzioni 
assolute  uscenti  dal  punto  nel  piano  tangente  alla  quadrica  (n.°  355). 
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una  quadrica  inviluppo  degenere,  cioè  da  una  conica,  diversa 
dal  cerchio  assoluto,  giacche  quella  conica,  insieme  coli'  asso- 
luto, determina  pienamente  una  schiera  di  quadriche  confocali 
di  cui  essa  è  una  conica  focale.  Ciò  segue  senz'altro  dalla 
definizione  di  schiera,  e  risulta  pure  dal  notare  che,  ad  es.,  la 
ellisse 

,T    +   f .     =   1,         .  =  0 

appartiene  (come  conica  focale)  alla  sola  schiera  di  quadriche 
confocali 


y  ,       z 


+    -..^-  T   + 


dove  ^  è  un  parametro  ;  basta,  per  assicurarsene,  identificare 
r  equazione  della  ellisse  alla  (7)  del  n.^  401.  Eigaardando 
dunque  una  data  conica  come  conica  focale  di  una  schiera  di 
quadriche  confocali,  restano  determinate  le  altre  due  coniche 
focali  della  schiera,  delle  quali  una  è  reale,  e  dicesi  conica 
focale  coniugata  della  primitiva.  A  queste  coniche  focali  coniu- 
gate si  applica  ancora  il  teorema  del  n.°  precedente,  coli'  av- 
vertenza però  che  il  cono  circoscritto  ad  una  conica,  da  un 
punto  della  conica  stessa,  è  il  piano  della  curva,  contato  due 
volte,  e  non  ha  quindi  alcun  interesse,  mentre  il  cono  cir- 
coscritto alla  conica,  da  un  punto  generico  della  conica  focale,  è 
il  cono  proiettante  quella  curva  da  questo  punto. 

Tenendo  conto  solo  di  questi  ultimi  coni,  si  giunge  al  se- 
guente notevolissimo  teorema: 

Il  luogo  dei  punti,  da  cui  una  conica  reale  è  proiettata  me- 
diante coni  rotondi,  è  una  .seconda  conica  reale,  la  quale,  a  sua 
volta,  è  proiettata  mediante  coni  rotondi  dai  punti  della  conica 
primitiva.  I  piani  delle  due  coniche  si  segano  ortogonalmente 
lungo  l'asse  focale  comune  alle  due  curve,  ed  i  fuochi  di  ciascuna 
sono  vertici  dell'asse  focale  per  V altra.  Se  la  conica  primitiva  è 
una  ellisse,  V altra  è  una  iperbole,  e  viceversa;  se  quella  è  una  pa- 
rabola, sarà  una  parabola  anche  la  seconda. 

Risulta  da  questo  teorema  che  per  una  conica  qualsiasi 
passano  mfiniti  coni  rotondi.  Per  conseguenza,  la  definizione 
che  1  geometri  greci  anteriori  ad  Apollonio  davano  delle  coni^ 
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che   come   sezioni  di   coni  rotondi,   non  introduceva   in  realtà 
alcuna  restrizione. 

Sebbene  gli  ellissoidi  confocali  si  presentino  in  una  ricerca  di  mec- 
canica celeste  fatta  da  Laplace  (1799),  si  può  affermare  che  la  teoria  delle 
quadri  che  confocali  fu  fissata  nelle  sue  linee  principali  da  Dupin  (1813), 
il  quale  scoprì  le  coniche  focali,  e  dimostrò  (contemporaneamente  a  Binet) 
che  le  dette  qiiadriche  formano  un  sistema  triplo  ortogonale.  Però  l'osser- 
vazione (presa  qui  come  definizione),  che  quelle  quadriche  costituiscono  una 
particolare  schiera,  è  dovuta  a  Chasles  (1837). 

Che  le  coniche  focali  siano  luoghi  di  vertici  di  coni  rotondi,  circoscritti 
alle  quadriche  confocali,  fu  dimostrato  da  Steiner  (1826),  mentre  il  caso 
particolare,  relativo  ai  coni  lotoudi  passanti  per  una  data  conica,  era  già 
noto  a  Dupin  (1813). 

Esercizi.  I  —  1)  Un  cono  quadrico  di  vertice  0,  ed  il  cono  assoluto 
avente  lo  stesso  vertice  determinano  un  fascio  di  coni  conciclici  ed  una 
schiera  di  coni  confocali,  fascio,  o  schiera,  ottenuti  proiettando  da  0  il  fascio 
o,  rispettivamente,  la  schiera  di  coniche  determinati,  sul  piano  all'  infinito, 
dalle  coniche  all'  infinito  dei  due  coni.  I  coni  del  fascio,  o  della  schiera, 
hanno  i  piani  principali  e  gli  assi  in  comune  (piani  principali  ed  assi  del 
fascio  o  della  schiera).  La  polarità  ortogonale  nella  stella  0  muta  i  coni 
conciclici  in  coni  confocali,  e  viceversa. 

2)  Nel  fascio  di  coni  conciclici  vi  sono  tre  coni,  che  degenerano  in 
coppie  di  piani  ciclici,  secantisi  lungo  i  tre  assi  del  fascio  ;  di  queste  coppie 
una  sola  si  compone  di  piani  reali.  Ogni  piano  parallelo  ad  uno  dei  piani 
ciclici  sega  ciascun  cono  del  fascio  bingo  un  cerchio.  Due  piani  paralleli 
a  due  piani  ciclici  costituenti  una  delle  dette  coppie  si  chiamano  antipa- 
ralleli', essi  segano  ciascun  cono  lungo  due  cerchi,  che  appartengono  ad 
una  sfera.  Una  sfera  condotta  per  0,  in  guisa  da  toccare  ivi  uno  dei  piani 
ciclici,  sega  tutti  i  coni  del  fascio  lungo  cerchi,  i  cui  piani  sono  paralleli 
tra  loro  ed  antiparalleli  a  quel  piano  ciclico. 

3)  Un  piano  generico  condotto  per  0  tocca  due  coni  del  fascio  lungo 
due  generatrici,  che  risultano  perpendicolari  tra  loro. 

4)  Se  " h  ^^    +  ^-   =  0)  con  a  >  ^  >  y,  e  l'equazione  cartesiana 

ortogonale  di  un  cono,  e  quindi  au'^  -{-  jìv^  -{-  yw^  =  0  è  l'equazione 
pliickeriana  del  cono  (o  meglio  della  sua  conica  all'  infinito),  i  coni  confo- 
cali con  esso  sono  rappresentati  dall'  una  o  dall'  altra  delle  due  equazioni  : 

(a  -f  ;i)m2  +  (/?  -f  À)v^-  +  iy  -\-  /i)w2  =  0, 


a-f/l  '  ^  -\-  À  '  y  +  vl 
dove  /i  è  un  parametro.  Si  esamini  la  posizione  e  la  natura  dei  coni,  che 
corrispondono  ai  valori  di  À  compresi  negli  intervalli  aventi  per  estremi 
(—  =0,  —  a,  —  ^,  —  y,  +  co). 

5)  Alla  schiera  dei   coni  confocali   appartengono  tre  coni,  di  cui  cia- 
scuno degenera  in  due  fasci  di  piani  ;  gli  assi  di  tali  fasci  escono  da  0,  e 
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si  trovano  distribuiti  a  coppie  sui   tre   piani  principali   della  schiera.  Una 
sola  di  queste  coppie  si  compone  di  rette  reali 

A  queste  rette  (e  talvolta  anche  alle   rimanenti  quattro)  si  dà  il  nome  di 
rette  focali  della  schiera,  o  di  ciascun  cono  componente  la  schiera  (Magnus). 

6)  Dato  un  cono,  le  sue  rette  focali  sono  completamente  determinate, 
e  possono  definirsi  direttamente  mediante  una  delle  seguenti  proprietà  : 
a)  i  piani  tangenti  ad  un  cono  condotti  per  una  retta  focale  toccano  il 
cerchio  assoluto  ;  b)  per  una  retta  focale  passano  infinite  coppie  di  piani 
coniugati  rispetto  al  cono  e  perpendicolari  tra  loro  (Chasles). 

7)  Dalla  proprietà  b)  segue  che  un  piano,  perpendicolare  ad  una  retta 
focale  di  un  cono,  sega  questo  hingo  una  conica,  avente  un  fuoco  su  quella 
retta. 

8)  Le  coppie  di  piani  tangenti,  che  si  possono  condurre  ai  coni  con- 
focali da  una  retta  p  passante  per  0,  formano  una  involuzione  simmetrica, 
cui  appartiene  la  coppia  congiungente  p  coi  due  raggi  focali  (reali)  della 
schiera.  I  piani  doppi,  perpendicolari  tra  loro,  della  involuzione  sono  tan- 
genti, lungo  p,  ai  due  coni  della  schiera  passanti  per  p. 

9)  Segue  che  il  piano  tangente  ad  un  cono  lungo  una  generatrice 
biseca  il  diedro  dei  piani  congiungenti  quella  generatrice  colle  rette  focali 
del  cono. 

10)  Segue  ancora  che  due  coni  confocali,  aventi  una  generatrice  in 
comune,  si  segano  ortogonalmente  lungo  quella. 

11)  Le  rette  simmetriche  di  una  retta  focale  di  un  cono,  rispetto  ai 
piani  tangenti  al  cono,  formano  un  cono  rotondo,  che  ha  per  asse  1'  altra 
retta  focale  del  cono  primitivo. 

12)  Segue  :  «  è  costante  la  somma  o  la  differenza  degli  angoli,  che 
una  generatrice  qualsiasi  di  un  cono  forma  colle  due  rette  focali  »  (Magnus)  ; 
comparisce  la  somma  o  la  differenza,  secondo  che  si  adoperano  certi  angoli 
o  gli  angoli  adiacenti. 

13)  L'  ultimo  teorema  si  dimostra  per  via  analitica,  cercando  il  luogo 
di  una  retta  per  0,  che  formi  con  due  rette  fisse,  uscenti  da  0,  angoli  aventi 
una  somma  o  differenza  costante.  Posto  che  le  rette  fisse  si  trovino  nel 
piano  y  =  0,e  formino  coli'  asse  x  gli  angoli  (p,  Jt  —  q>,  posto  inoltre  che 
la  somma  o  differenza  costante  sia  w,  l'equazione  del  luogo  risulta 

^i—-  4-  . Jl .  ^'  _  0. 

cosw  —  1  cosft)  -f-  cos2^     "^    1  -|-  cosft)    ~     ' 

si  tratta  effettivamente  di  un  cono,  il  quale,  al  variare  di  w,  descrive  una 
schiera  di  coni  confocali. 

14)  I  teoremi  sulle  rette  focali  si  trasformano,  mediante  la  polarità 
ortogonale  nella  stella  0  (es.  1)  )  in  teoremi  sui  piani  ciclici.  Si  dimostri,  ad 
es.,  per  questa  via  che  «  è  costante  la  somma  o  la  differenza  dei  diedri 
formati  da  un  piano  variabile  tangente  ad  un  cono  coi  due  piani  ciclici 
reali  »  (Chasles). 
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II  —  15)  Il  luogo  dei  poli  di  un  piano  n,  rispetto  ad  una  schiera  di 
quadriclie  confocali,  è  una  retta  f  normale  al  piano  n  nel  punto,  ove  n  è 
toccato  da  una  quadrica  della  schiera  ;  p  è  dunque  normale  a  questa  qua- 
drica  in  quel  punto.  La  retta  -p  contiene,  in  particolare,  i  poli  delle  rette 
sezioni  di  n  coi  piani  principali,  rispetto  alle  coniche  focali  appartenenti 
a  quei  piani  (n."  369,  es.  28)). 

16)  Segue  ;  «  sopra  un  piano  principale  di  una  quadrica  rimane  deter- 
minata una  polarità,  in  cui  si  corrispondono  le  tracce  di  ogni  piano  ti,  e 
della  retta  f  perpendicolare  e  coniugata  con  n  rispetto  alla  quadrica;  la 
curva  fondamentale  della  polarità  piana  è  la  conica  focale  giacente  su  quel 
piano  principale»  (Chasles,  Eeye;  cfr.  n."  254). 

17)  Segue  pure  dal  teorema  15)  :  «  due  piani  perpendicolari  e  coniu- 
gati rispetto  ad  una  quadrica,  sono  coniugati  rispetto  ad  ogni  quadrica 
confocale  ;  essi  segano  sopra  un  piano  principale  coppie  di  rette  coniugate 
rispetto  alla  relativa  conica  focale  ». 

18)  Un  triedro  trirettangolo  aiTtoconiugato  rispetto  ad  una  quadrica  è 
pure  autoconiugato  rispetto  alle  quadriche  confocali.  Ogni  punto  generico  ^ 
dello  spazio  è  vertice  di  un  siffatto  triedro  ;  esso  è  formato  dai  piani  prin- 
cipali del  cono  circoscritto  da  S  ad  una  (qualsiasi)  quadrica  della  schiera,  o 
dai  piani  tangenti  alle  tre  quadriche  della  schiera  passanti  per  S.  Se  però  S 
appartiene  ad  una  conica  focale,  esistono  infiniti  triedri  siffatti  di  ver- 
tice iS,  aventi,  come  spigolo  comune,  la  tangente  a  quella  conica  in  S. 

19)  Una  retta,  per  cui  passino  (due  e  quindi)  infinite  coppie  di  piani 
coniugati  rispetto  ad  una  quadrica,  dicesi  asse  focale  di  quella  quadrica  (e 
di  ogni  quadrica  confocale).  Le  tangenti  alle  coniche  focali  sono,  ad  es., 
assi  focali  (Plucker).  Un  asse  focale  è  retta  focale  per  il  cono  circoscritto  da 
un  suo  punto  ad  una  qualsiasi  quadrica  della  schiera  ;  e  viceversa. 

20)  Per  ogni  punto  generico  5^  dello  spazio  passano  sei  assi  focali,  tra 
cui  due  soli  reali,  che  sono  le  rette  focali  dei  coni  confocali  circoscritti  da  -S 
alle  quadriche  della  schiera. 

21)  Gli  assi  focali  reali  di  una  schiera  di  quadriche  confocali  sono  le 
rette  degli  iperboloidi  rigati  appartenenti  alla  schiera  (Chasles). 

Ili  —  22)  Il  cono  circoscritto  ad  una  quadrica  da  un  fuoco  F^  cioè 
da  un  punto  di  una  conica  focale,  tocca  la  quadrica  lungo  una  conica  si- 
tuata nel  piano  polare  di  F^  che  è  perpendicolare  al  piano  principale  con- 
tenente F.  Quel  cono  è  rotondo  (n.°401,  li)  )  e,  tocca  quindi  il  cono  assoluto  di 
vertice  J*^ lungo  due  generatrici  aventi  direzioni  assolute;  il  piano  di  queste 
è  normale  all'  asse  del  primo  cono,  cioè  alla  tangente  in  J'"'  alla  conica  fo- 
cale. Segue  :  «  il  cono  assoluto,  che  ha  per  vertice  un  fuoco  F  di  una 
quadrica,  è  tangente  alla  quadrica  in  due  punti,  la  cui  congiungente  f  (diret- 
trice relativa  al  fuoco  F)  è  perpendicolare  al  piano  principale  contenente  F^ 
e  sta  nel  piano  normale  in  F  alla  conica  focale,  cui  F  appartiene.  Questo 
piano  sega  la  quadrica  lungo  una  conica,  di  cui  i'^  è  un  fuoco  ed  /"  è  la 
relativa  direttrice  »  (Chasles). 

23)  Il  cono  assoluto  di  centro  F  sega  la  quadrica  lungo  due  coniche 
(n.°  369,  es.  15))  (cerchi  immaginari)  appartenenti  ai  due  piani  ciclici  passanti 
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per  la  direttrice  /'.  ludicaudo  brevemente  le  equazioui  di  questi  due  piani  con 
[;  =  0,  y  =  0,  se  sono  reali,  o  con  U  rt  ^  V  =  0,  se  sono  immaginari,  e  sce- 
gliendo  come   origine  il  fuoco  F^  si  conclude  :  «  la  equazione  di  una  qua- 
drica  avente  un  fuoco  nella  origine  può  scriversi  sotto  una  delle  forme  : 
(a)  x2  -f  2/2  4.  .2    ^    jjy^ 

(|ff)  «2  +   t/2   _^   ^2     =     U-  +    7-, 

dove  U  e  V  sono  polinomi  reali  lineari  in  ce,  j/,  z  ».  La  (a),  o  la  (^),  corri- 
spondono alle  ipotesi  che  l'origine  appartenga  ad  una  conica  focale  secante 
la  superficie  in  ombelichi  reali.  0  rispettivamente  immaginari;  ad  es.,  nel- 
l'ellissoide la  (a)  si  riferisce  alla  iperbole  focale,  la  ((3)  alla  ellisse  focale. 

24)  L' equazione  (a),  nel  caso  di  un  ellissoide,  esprime  che  «  il  quadrato 
della  distanza  di  un  punto  generico  di  un  ellissoide  da  un  fuoco,  apparte- 
nente all'  iperbole  focale,  sta  in  un  rapporto  costante  col  prodotto  delle  di- 
stanze di  quel  punto  dai  due  j)iani  ciclici,  condotti  per  la  direttrice  corri- 
spondente al  fuoco  ».  (Salmox,  Amiot).  Il  rapporto  vale  ^^(72"  ~"  gJji  ^ 
non  dipende  quindi  dal  fuoco,  che  si  fissa  sulla  iperbole  focale.  Proprietà 
analoghe  valgono  per  le  altre  ({uadriche. 

25)  L'equazione  ((3),  nel  caso  dell'ellissoide,  può  interpretarsi  cosi:  «  la 
distanza  di  un  punto  variabile  di  un  ellissoide  da  un  fuoco,  preso  sulla  ellisse 
focale,  sta  in  un  rapporto  costante  colla  distanza  del  punto  dalla  direttrice 
corrispondente  a  quel  fuoco,  purché  questa  distanza  venga  valutata  paral- 
lelamente ad  un  piano  ciclico  »  ;  (si  intenda  cioè  la  distanza  tra  il  punto 
nominato  e  la  intersezione  della  direttrice  con  un  piano  ciclico  reale  con- 
dotto per  il  punto).  Analogamente  per  le  altre  quadriche.  (Mao  Cullagh). 
I  teoremi  24),  25)  conducono,  invertiti,  a  generazioni  delle  quadriche  ana- 
loghe alla  nota  generazione  di  una  conica  mediante  un  fuoco  e  la  direttrice 
(n.°  162,  h)). 

IV  —  26)  Sopra  due  ellissoidi  confocali  "2  +  ri  +  j^  ~  1» 
-jY  -\-  -p-  -f-  -^  =  1,  si  dicono  corrispondenti  due  punti  P{x,  y,  s), 
P'{x,  y,  z)^  tali  che 

a     ~    A   '      b      ^     B  '       e  C   ' 

I  punti  P,  P'  si  corrispondono  effettivamente  in  una  affinità,  che  trasforma 
un  ellissoide  nell'  altro.  Ora  si  dimostri  che  le  due  quadriche  confocali 
all'ellissoide,  che  passano  per  P,  passano  anche  per  P'.  Se  dunque  il  se- 
condo ellissoide  si  porta,  variando,  sugli  infiniti  ellissoidi  confocali  col  primo, 
il  luogo  del  punto  P'  è  un  tratto  della  curva  intersezione  dei  due  iperbo- 
loidi confocali  passanti  per  P.  Definizioni  e  proprietà  analoghe  valgono  per 
due  iperboloidi  confocali  dello  stesso  nome. 

27)  Se  (P,  P')  e  (Q,  Q')  sono  due  coppie  di  punti  corrispondenti  di 
due  ellissoidi  confocali,  vale  la  relazione  PQ'  =  P'Q  (Ivory). 

28)  Se  P,  Q  sono  due  punti  di  una  generatrice  di  un  iperboloide  ri- 
gato, e  P',  Q'  sono  i  due  punti  corrispondenti  di  una  generatrice  di  un 
iperboloide  rigato  confocale,  vale  pure  la  relazione  PQ  =  P'Q'\  in  altre 
parole,  l' affinità  sopra  nominata,  che  muta  l' una  superficie  nell'  altra,  sta- 

46 
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bilisce  una  uguaglianza  sopra  le  generatrici  corrispondenti  (cfr.  n".  339, 
es.  9)  ).  Od  anclie  :  sono  uguali  i  segmenti  di  due  generatrici  corrispondenti 
dei  due  iperboloidi,  compresi  tra  due  ellissoidi  confocali  con  quelli, 

29)  Segue  che,  se  con  due  generatrici  e  due  direttrici  di  un  iperboloide 
rigato  si  forma  un  quadrilatero  semplice  sgembo  PQRS,  i  lati  di  questo 
risultano  uguali  ai  lati  P'Q'B'S'  del  quadi'ilatero  corrispondente  sopra  un 
iperboloide  confocale.  Se  si  suppone  che  i  due  iperboloidi  corrispondano  a  due 
valori  vicinissimi  del  parametro  À,  che  entra  nell'equazioni  delle  quadriche 
confocali,  i  due  quadrilateri  possono  riguardarsi  come  due  configurazioni 
successive  assunte  da  uno  stesso  quadrilatero,  formato  da  quattro  aste  rigide 
articolate  nei  vertici.  Estendendo  questa  considerazione  a  tutta  la  superfi- 
cie, risulta  che  «  un  iperboloide  rigato,  il  quale  si  immagini  costituito  da 
due  serie  di  aste  rigide,  articolate  nei  punti  ove  si  segano,  può  deformarsi 
con  continuità,  assumendo  la  posizione  e  la  forma  degli  infiniti  iperboloidi 
rigati  confocali  con  esso  »  (Heneici).  Le  due  configurazioni  estreme  sono 
costituite  dagli  inviluppi  delle  tangenti  alla  ellisse  ed  alla  iperbole  focale. 

V  —  30)  Se  due  quadriche  si  toccano  lungo  una  conica,  il  piano  tan- 
gente ad  una  di  esse  in  un  ombelico  sega  1'  altra  quadrica  in  una  conica, 
che  ha  un  fuoco  nelP  ombelico  e  la  corrispondente  direttrice  sul  piano  della 
conica. 

31)  In  particolare  :  se  una  quadrica  (rotonda;  n.°  381,  es.  11)  )  tocca  una 
sfera  lungo  un  cex'chio,  ogni  piano  tangente  a  questa  sega  quella  lungo 
una  conica,  che  ha  un  fuoco  nel  punto  di  contatto. 

32)  La  conica,  lungo  cui  un  cono  rotondo  è  segato  da  un  piano,  ha  ì 
fuochi  nei  punti  ove  il  piano  è  toccato  da  sfere  iscritte  nel  cono  (Dandelin). 
Esistono  due  sfere  siffatte,  come  si  vede  segando  la  figura  solida  col  piano 
di  simmetria  condotto  per  l'asse  del  cono  normalmente  al  piano  della  co- 
nica. Nel  caso  della  ellisse,  una  delle  due  sfere  sta  dalla  banda  del  vertice 
rispetto  al  piano  della  conica,  e  l' altra  dalla  banda  opposta.  Nel  caso  della 
iperbole,  le  sfere  stanno  dalla  banda  del  vertice.  E  nel  caso  della  parabola  ? 

33)  La  definizione  elementare  di  fuoco  di  una  sezione  del  cono  ro- 
tondo, che  di  qua  si  ricava,  conduce  (in  base  alle  note  proprietà  delle  tan- 
genti condotte  da  un  punto  ad  una  sfera)  a  stabilire,  per  via  elementare, 
le  principali  proprietà  dei  fuochi  di  una  conica.  Ma  le  stesse  considerazioni 
conducono  pure  a  proprietà  notevoli  delle  coniche  mutuamente  focali.  Sup- 
posto infatti,  ad  es.,  che  la  sezione  del  cono  di  vertice  S  sia  una  ellisse,  di 
fuochi  F,  F',  e  presi  sulla  curva  due  punti  arbitrari  M,  N,  segue  facilmente 
che  SM  —  SN  =  FM  —  FN.  Di  qua,  nella  ipotesi  che  M,  N  coincidano 
coi  vertici  dell'  asse  focale  della  ellisse,  si  deduce  il  risultato  noto  (n."  404)  : 
«  il  luogo  dei  vertici  dei  coni  rotondi  proiettanti  una  ellisse  data  è  una 
iperbole  (focale),  che  ha  per  vertici  e  fuochi  i  fuochi  ed  i  vertici  dell'asse 
focale  della  ellisse,  e  che  sta  in  un  piano  normale  al  piano  di  questa  ». 

34)  Si  deduce  pure  che  «  è  costante  la  differenza  delle  distanze  di  un 
punto  variabile  della  iperbole  focale  da  due  punti  fissi  (arbitrari)  della  el- 
lisse focale  ».  Ed  analogamente  si  dimostra  che  «  è  costante  la  somma,  o 
la  differenza,  delle  distanze  di  un  punto  variabile  lungo  la  ellisse  focale  da 


—  723  — 

due  punti  fissi  della  iperbole,  situati  sopra  rami  diversi,  o  sopra  uno  stesso 
ramo  »  (Dupin). 

35)  Rappresentando  parametricamente  i  punti  della  ellisse  mediante 
le  formolo 

X  =  a  cos  qp,     y  =  l^  sen  gp,     z  =  0, 
ed  i  punti  della  iperbole  focale  mediante  le  formole 

x'   =    y a^  —  /?-:  cos*/»,     y'   =  0,     :'  =  .5tgi/% 
dove   (p   e    ip   sono   due   parametri,    si   calcoli    la   distanza  tra  i  due  punti 
(x,  y,   z),  {x\   //',  z').   e  si    dimostrino    analiticamente    le    proprietà  sopra 
enunciate. 

VI  —  36)  Dicesi  tangente  di  curvatura  ad  una  quadrica,  in  un  punto, 
una  tangente,  che  sia  perpendicolare  alla  tangente  coniugata  (n.°  354).  Ogni 
punto  generico  di  una  quadrica  possiede  due  determinate  tangenti  di  cur- 
vatura, reali,  le  quali  sono  parallele  agli  assi  di  una  sezione  della  quadrica 
con  un  piano  parallelo  al  piano  tangente  in  quel  punto.  Ma,  se  il  punto  è 
un  ombelico,  ogni  tangente  in  esso  è  tangente  di  curvatura. 

37j  Preso  sopra  una  quadrica  un  pun4;o  P,  le  due  quadriche  confocali 
con  essa,  passanti  per  P,  hanno  ivi  piani  tangenti,  che  contengono  le  tan- 
genti di  curvatura  alla  prima  quadrica  in  P.  In  altre  parole  :  la  curva  in- 
tersezione di  due  quadriche  confocali  ha  come  tangente,  in  ogni  siio  punto, 
una  tangente  di  curvatura  di  ciascuna  delle  due  quadriche  (n."  369  es.  32)  ). 
Una  curva  siffatta  dicesi  linea  di  curvatura  della  superfìcie,  cui  appartiene. 
Dunque:  «  la  intersezione  di  due  quadriche  confocali  è  linea  di  curvatura 
per  ambedue  »  (Monge). 


Raccolta  di  alcune  formole 
di  Geometria  Analitica  dello  spazio. 

(Le  coordinate  si  suppongono  cartesiane  ortogonali.  Con 
P,  P',  ...  si  indicano  punti  di  coordinate  (ic,  y,  z\  {x\  y\  z'), ...; 
con  TT,  7f'. .  .  piani  di  equazioni  ax  -}-  by  -\-  cz  -{-  d  =  0, 
a'a?  -f  •  .  •  =  0,  •  •  •  )• 


Punti,  piani  e  rette. 

1)  Varie  forme  dell'  equazione  di  un  piano  : 

(1)  ax  -^  by  -\-  cz  -{-  d  =  0, 

(1')  ^-  +     -^    +     '    =  1, 

p  q  r 

(1")  .t' cos  a  -j-  y  cos  ^  -f-  z  cos  y  —  n  =  0; 

ove  p,  q,  r  sono  i  valori  dei  segmenti  staccati  dal  piano  sugli 
assi,  a  partire  dall'  origine  ;  «,  ^,  y  gli  angoli,  che  una  retta 
normale  al  piano  forma  cogli  assi,  ed  n  la  distanza  dell'origine 
dal  piano. 

2)  Equazione  di  un  piano  per  un  punto  P'  : 

(2)  a{x  —  x')  -L  b{y  —  y')  +  c(z  —  z')  =  0. 

3)  Equazione  del  piano  che  passa  per  tre  punti  Pi,  Po,  P3  : 

X      y      z      1 

x,     y,     z,     1 
X.,     y^     02     1 

•^3  y.S  Z;,  1 

4)  Piano  generico  del  fascio  determinato  da  due  piani  n^Ti': 

(4)    ax  -{-  by  '\-  cz  -{-  d  -^  À(a'x  +  b'y  +  c'z  -f  d')  —  0. 

5)  Piano   generico    della    stella   determinata   da   tre   piani 


(3) 


=  0. 


(5)    ax  -^  by  ^  cz  ^  d  -^  À{a'x  +  b'y  -f-  c'z  -\~  d') 
•    -[-  fi{a"x^  b"y  4-  c"z  +  6?")  =  0. 
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6)  Condizione,  perchè  quattro  piani  ti,  ;n,,  jio,  n-i  passino 
per  un  punto  : 

a      h      e      d 
«1     6i     Ci     di 
a.,     h-i     c-i     do 

^3  "3  ^3  ttg 


(6) 


=  0. 


7)  Condizioni  di  parallelismo  tra  due  piani  yr,  ti'  : 

(7)  a  :  a'  =  b  :  h'  =  e  :  e'. 

8)  Condizione  di  ortogonalità  fra  due  piani  n^  n' : 

(8)  aa'  +  6è'  -f-  ce'  =  0. 

9)  Diedro  di  due  piani  n,  n' : 
aa'  +  66'  +  ce' 


(9) 


COS  7171 


Va}  +  62  -f  c2  Va"-  +  6'2  -f  c'^" 


(9')  /  _  1  /(ftg'  — &'c)2-f  (ca'  — c'a)2-{-(a6'  —  a ''6) ^ 


(10) 


(a2  -f-  62  4-  c^)  (a'2  4-  6'2  -f  c'^) 

10)  Distanza  di  un  punto  P'  da  un  piano  ti  : 

ax'  -j-  by'  -\-  cz'  -f-  d 


|/a2  4-  62  +72 

11)  Varie  forme  delle  equazioni  di  una  retta  r\ 
(11)  a?  =  Z0  -f-  JP)  2/  =  *'*^  -h  0.1 

X  —  x'         y  —  y'         z  —  z' 


(11') 


(ii'O 


i 


m 


n 


X 


COS  a 


X     y  —  y     z  —  z' 

COS  j5  COS  y 


dove  x\  y',  z'  sono  coordinate   di   un  punto   della  retta,  e  a, 
jff,  7  gli  angoli,  eh'  essa  forma  cogli  assi  coordinati. 


(12) 


12)  Retta  passante  per  due  punti  P',  P"  : 

X  —   x'     y  —  y'      z  —  z' 


y 


y 


z'  —  z' 
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13)  Coseni  di  direzione  di   una  retta  r,   le   cui   equazioni 
siano  date  sotto  la  forma  (11')  : 

f  13)  cos  rx  =  —,  —  ■  ■ ,     cos  ry  =  —-= —  •  — — , 

n 

14)  Condizioni  di  parallelismo  di  due  rette  r,  r'. 

(14)  l  :  V  :=  m  :  m'  ■=z  n  :  n'     (*). 

15)  Angolo  di  due  rette  r^  r'  : 

(15)  cos  rr'  =  --.^ = ' — ._L : (*). 

(15')  sen  /•.•'=!  /(»^'-l>^'n)^+^nZ'-n7)^+(Zm'-Z^7i)^ 
^  |/  (^2-f  m'-^-j- n2)(ra  + w"-^  +  n'2)        ^  ^' 

16)  Condizione  di  ortogonalità  di  due  rette  r,  r' : 

(16)  Zr  +  rmn'  -f  nn'  =  0     (*)• 

17)  Equazione  della  normale  ad  un  piano  n  per  un  punto  P': 

(17)  ^_z:„*_'  —  y  ~  y'__  —   ^  —  ^'  . 

afte 

18)  Angolo  di  una  retta  r  con  un  piano  n  : 
/-.ox  al  4-  bm  -{-  cn 

l/a^    _|_    ^2    ^_    ^2      |/^2    _L    ^2    _L    ,^2  -^ 

19)  Condizione    di   perpendicolarità  fra   una   retta  r  e  un 
piano  31  : 

(19)  a  :  l  =  h  :  m  =■  e  :  ìi     (*). 

20)  Condizione  di  parallelismo  tra  una  retta  r  ed  un  piano  ti: 

(20)  al  ^  bm  -{-  cn  z=  0     (*). 

21)  Condizioni  perchè  una  retta  r  appartenga  ad  un  piano  ti: 

^     ^  ì     ax'  +  hy'  -^  cz'  -^  d  =  0, 

essendo  (x\  y\  z')  un  punto  della  retta  (*). 


(*)  Se  le  equazioni  della  o  delle  rette,  che  si  considerano,  sono  date 
sotto  la  forma  (11),  si  ponga  n  =  1,  w'  =  1,  ecc. 


(22)  A 


(23) 
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22)  Area  del  triangolo  PtP^Ps  : 

'       [\ys  z-i  1  ^ 

23)  Volume  del  tetraedro  F^P^P^Pi 

Xi     y/i     z^     1 
1 
6 


z  2   X<ì 
Za    -^a 


y 


X.J 


^•2 
2/4 


+ 


Xl 

Z/i 

1 

a7.j 

y-^ 

1 

373 

2/3 

1 

Trasformazione  di  coordinate. 

24)  I  nuovi  assi  X,  Y,  if  sieno  paralleli  agli  antichi  x,  y, 
z,  ed  abbiano  1'  origine  nel  punto  (a,  b,  e)  : 

(24)  X  =  X  ^  a,  y  =   Y  -^  b,  z  =  Z  -\-  e. 

25)  I  due  sistemi  xc,  y/,  0  ;  X,  Y,  Z  sieno  ortogonali,  ed 
abbiano  la  stessa  origine: 

[    X  =  X  cos  Xx  -\-   Y  cos  Yx  -{-  Z  cos  iTa;, 

(25)  <    y  =  X  cos  Xy  -f    Y  cos  Fy  -f-  ^  cos  Zy^ 
f    0  =  X  cos  X^   -{-   Y  €os  F^!  -j-  ^  cos  Zz. 

26)  Relazioni  fra  i  nove  coseni,  che  entrano  nelle  (25). 
Nel  determinante  dei  nove  coseni  : 

a)  la  somma  dei  quadrati  degli  elementi  di  una  stessa  oriz- 
zontale, o  verticale,  vale  1  ; 

b)  la  somma  dei  prodotti  degli  elementi  di  una  stessa 
orizzontale,  o  verticale,  per  gli  elementi  omologhi  di  una  linea 
pa-rallela  vale  0  ; 

e)  il  determinante  stesso  vale    h  1. 

27)  Formule  di  passaggio  fra  le  coordinate  polari  q,  <p,  d- 
e  le  coordinate  cartesiane  x,  y,  z,  nel  caso  che  l'asse  2  e  l'ori- 
gine coincidano  coli'  asse  polare  e  il  polo,  e  il  piano  polare  sia 
il  piano  coordinato  y  =  0  : 

(27)  X  =  Q  cos  q)  sen  d-^      y  =  q  sen  cp  sen  ^,      z  ^=  q  cos  d-. 


(27')  Q  =  Vx^'^y'  +  z^    tg<f=^ 


tg^ 


_l/x^+i/^' 
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Superfìcie  particolari. 

28)  Cilindro  colle  generatrici  parallele  alla  retta  x  =  lz-\-p, 
y  =z  mz  -f-  q  : 

(28)  /■(;«  —  Iz,     y  —  mz)  —  0. 

29)  Cono  col  vertice  nel  punto  P  '  : 
X  —  x'         y  —  y' 


(29) 


A 


z  —  z' 


=  0. 


30)  Superficie  rotonda   intorno  all'asse  0,    della   quale   un 
meridiano  sia  f{x^  z)  =  0,  y  :=  0  : 

(30)  f(-±[/x2.fy2^       ^)    =:=    0 

31)  Sfera  di  raggio  r,  col  centro  nel  punto  P'  : 

(31)  (x  -  x'Y  4-  {y  -  y'Y  +  (0  -  z'Y  =z  r% 
oppure 

(31')        ^2   _|_   y2   _|_   ^2   _|_   ^^   _|_    5,^   -{-   cz   -}-    d   =   0, 

dove 


y   =-i2'^'  =  -^.  r 


2>  r:=^-ya^~-i-y^-{.c^^U. 


Quadriche. 

32)  Equazione  generale  di  una  quadrica  : 

(32)  a„.r2  -f  a,,y^  -[-  «33^2  _|_  2a,,xy  +  2a,3a;ir  -f  2a,,y. 
-\-  2auX  -j-  2^44//  -|-  2(2342;  -f-  0^44  =  0. 

33)  Condizione;,  perchè  la  quadrica  sia  un  cono  : 


(33) 


A  = 


^11  ^li>  fl^lS  0^14 

^31  <^32  ^M  ^34 

^41         ^i'i         fl^43         C^44 


—    0  (tti^   =r    (I^.). 


34)  Condizione,  perchè  sia  un  paraboloide 


(34) 


4u  = 


(?._>!          fl/22         d-i 
'^31         ^32         d 


13 


•i3 


=  0. 
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35)  Condizioni,  perchè  la  quadrica  sia  una  sfera: 

(35)  «11     =     «22     =     «33,  «12     =     «13     =     «23     =     0. 

36)  Equazione  del  piano  tangente  nel  punto  P'  (o  del  piano 
polare  di  P',  se  P'  non  sta  sulla  quadrica): 

(36)  (a^x'  -f  a,^y'  -|-  «13^'  -j-  a^^jx 
-\r  (a.ix'  -j-  «22^'  -f-  ^23^'  +  a.2i)y 
+  («31^;'  +  «^322/'  +  «33^'  +  asi)z 

+  (a^,x'  +  a^.y'  -|-  «43^'  -\-  a^^)  =  0. 

37)  Piano  diametrale  coniugato  alla  retta  -^    =:  -^-  =  —  : 

(37)  l(anX  +  «12  2/  +  «13^  +  au) 
+  mia.^x  -\-  a^^y  -\-  a^aS  -\-  «24) 

-j-  n(«3i.'r  +  «32?/  +  «33 ^  +  asi)  —  0. 

38)  Coordinate  del  centro  della  quadrica  : 

(d8)  Xq  =  -.—  ,         7/0  =  -j-  ,         ^0  =  ^1—  •    . 

.0.44  -a.  44  ^3-44 

39)  Equazione  del  cono  asintotico  di  una  quadrica  a  centro: 
(39)     an{x  —  x^y  +  «22(v/  —  ^o)"^  +  «^33(«  —  ^0)^ 

-|-  2«i2(a7  —  x^){y  —  y^)  +  2«i3(x  —  x^){z  —  z^^) 
-f  2«23(2/  —  yyo)(^  —  ^o)  =  0- 

40)  Equazione  di  un  piano  principale. 
Se  A;  è  una  radice  dell'  equazione 

«11     li  «12  «13 

A(k)  =  «21         «22  —  k        «23  =  0, 

«31  «30  «33     li 

ed  l,  m,  n  e  la  corrispondente  soluzione  del  sistema 

(«11  —  k)l  -{-         tti^m  +         «i3>*  =  0, 

«21?        -j-  («22  —  k)m  -\-         a^an  =  0, 

«31 Z        4"         «32»^  -j-  («33  —  k)n  =  0, 

un  piano  principale  della  quadrica  ha  1'  equazione  (37),  od  an- 
che, se  la  quadrica  ha  il  centro  (a;,),  y^,  Z(^),  la  equazione 

(40)     i{x  —  .^0)  +  ^(y  —  ^0)  +  ^(^  —  ^0)  =  0. 

41)  Equazione  della  quadrica  (32)  riferita  ai  propri   assi, 
nell'  ipotesi  che  si  tratti  di  una  quadrica  a  centro  : 

(41)  k,x''  +  k,y'^  -f  k,z^  +  A_  =  0, 

-^44 

dove  fei,  ^2,  ks  sono  le  radici  dell'equazione  À{k)  =  0. 
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42)  Equazione  della  quadrica  (32)  riferita  ai  due  piani 
principali  xz,  yz  ed  al  piano  xy  tangente  nel  vertice,  nell'ipo- 
tesi che  si  tratti  di  un  paraboloide  : 

(42)  k,x''  +  k,y^  +  20]/-  ---^-  =  0, 

dove  k^,  k.,  sono  le  due  radici  non  nulle  dell'equazi-one  A{k)  =  0. 

43)  Equazione  dell'  ellissoide  di  semiassi  a,  b,  e  : 


,2 


'y>'i  niZ  ~a 

(43)  ^-  +  y    +  -^    =  1. 

a-  ò'^  c^ 

44)  Equazione  dell'  iperboloide   ad   una   falda   di   semiassi 
trasversi  a,  b,  non  trasverso  e  : 

(44)  ^l  +  y" ''\  - 1 

45)  Equazione    dell'iperboloide    a   due   falde   di   semiasse 
trasverso  a,  non  trasversi  6,  e  : 

'yS  ,,2  -,2 

(45)  4, ^     -    ".,    -  1. 


«2  5 


e 


46)  Piano   tangente  nel   punto  (x',  ij',  z')  alle   quadriclie 
(43),  (44),  (45)  : 

^       ^  «2        —         J2        -        ^2       —    -L, 

i  segni  dovendo  prendersi  come  nelle  relative  equazioni. 

47)  Equazioni  ridotte  del  paraboloide  ellittico  (segno    su- 
periore) o  iperbolico  (segno  inferiore)  : 

(47)  J-  ±    Vi    =  2.  (p,  ,  >  0). 

48)  Piano   tangente   al   detto   paraboloide   nel   punto   (x', 
y\  ^'): 

p  q  ^ 
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